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Clase pasada: Mediciones Indirectas d-‘

Valor de una MF determinada en forma indirecta ¢
Asumimos | wed) W = f(x,y,z,...)
un modelo!
x =x5tAx
LA x,y,Z ... variables independientes, ;
Yo =8y cada una con sus unidades ‘
z=2zyx*Az

0 do i
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Modelos y parametros d-\

Es valido o W=f(xyz..)
ese modelo? =

L=

Ejemplo 1:
Perimetro de un circulo: P = nd
T es el numero de veces que entra d en P
Lo que sobra

p )
? d3 dl
d,

‘ Objetivo: obtener w experimentalmente y ver si es consistente con el calculado.
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Mediciones Indirectas P=mnd d.\

En este caso concreto ¢ F
Asumimos que es valido el modelo eso que seria?

Confiamos en
nuestra metodologia
experimental

Medimos en forma directa: P = Py + AP d = dy + Ad

En este caso concreto

P=mnd » = g T=my+An eso que seria?

Obtenemos ATt propagando incertezas P, =Py + AP dy =dy+Ad

Podemos repetir con muchos circulos, promediar

y hallar la incerteza como la desviacién de la medlaPm = Py + AP dyp = dy + Ad
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Modelos y parametros d_\

Es correcta nuestra 5 g :
metodologia =
experimental?

Es valido
ese modelo?

En el caso de este experimento:

» Es valido suponer que P es proporcional a d? Son circulos?
» Todos los circulos que medimos cumplen con esa relacién?
» El pardmetro que obtengo es consistente con el r calculado?
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Relaciéon entre dos variables (x,y) a
partir de un modelo matematico

El modelo nos predice
una funcion y = f(x)

Medimos un conjunto de
datos experimentales (x;,y;)

Modebo lineal
Buen ajuste

¥ crece

Modelono lineal
Buen ajuste

Nos preguntamos si f(x)
es un buen modelo
para esos datos

Que podriamos decir “a 0jo”

L] Modelo lineal
Buoen ajuste

Cuando x crece,

y decrece

L Madelo no lineal

Buen ajuste
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Relacién entre dos variables (x,y) a d_\
partir de un modelo matematico

Como cuantificar la bondad del modelo?

d F

| Considerando la Distancia en "y" ‘

P;: Datos medidos y=f)

Py = (x,y0) ;
; v i ”}LDistancia =) Residuos (J;)

A Ax
£y = 4 Erx = X
Yo °
H|p°t95|5: Tengo bien definido
yi = i+ 4y) Ery B E,  experimentaimente el valor de x
1 2 3 4 5 El ajuste es bueno si §;~Ay;
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Relacién entre dos variables (x,y) a d_\

partir de un modelo matematico
Como cuantificar la bondad del modelo?

P;: N datos medidos yr=f(x) El ajuste es bueno sl 4;~Ay,

Py = (xy, 1)

Distancia =) Residuos (6;)

2 (5 - f(x))
oYLy L

El ajuste sera bueno si y>~N

P
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Ajuste de funciones a datos experimentales: é\
método de cuadrados minimos

d F
Qué significa “ajustar” una funcién a un conjunto de datos?

* En base a nuestro modelo, definimos una funcién genérica con n parametros libres

+ Buscamos el grupo de valores de los n parametros que minimice el x>

(i —y))” 1 (i —y(x))
XZ:z 2 XE:N—nZ Ayl-z

Ay;
Funcidnes lineales Funciénes cuadraticas Ajuste bueno si
X*~N
conn =2:y=mx+b conn =3: y=ax’+mx+b 2 4
conn =1: y=mx conn =1: y=ax?+4 o




Ajuste de funciones lineales a datos d_\
experimentales: método de cuadrados minimos

Ejemplo mas sencillo:
* Funciénlineal: y =mx+ b
» Todas las incertezas absolutas son iguales: Ay; = Ay

+ Buscamos el grupo de valores de (m y b ) que minimice el y?

(vi —y (D)) ’
x* = Z Ay =

Minimizar M(m,b) =Y (y; —mx; + b) 2
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Ajuste de funciones lineales a datos d_\
experimentales: método de cuadrados minimos

Minimizar M(m,b) = ¥ (y; —mx; + b ) *

Mab) =3y’ D o + N+ D wi — 2D wivi - 2B wi
i i i i

i

% =0 Zlg-r.-’*wbgn —‘J_Zf.y. =0
%:n 2Nb+?IEf:nu—ZZ[:y,=ﬂ

_ N¥xiyi — XXy b= YTy — Txyxi
NYxi? — (Bx;)? ONZx? - (3x)?




Ajuste de funciones lineales a datos d_\
experimentales: cuadrados minimos ponderado

y=f@x)=mx+b

[Mg Considera la incerteza de cada dato
Pf

[y — (mxg + b
XZ:Z[ Ay; ]

las medidas mas precisas
son las mas relevantes

La expresion es mas complicada...
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Ajuste de funciones lineales a datos &\
experimentales: cuadrados minimos ponderado

- Sin ponderacion
Con ponderacion

SIN ponderacion mnimiza

CON ponderacion minimiza

& [y — (mxg + b)]
XZ:z[yl i ]

T Ay;

Pueden dar resultados distintos
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mm— ¢ si ] ervor en xno s despreciable ? Método de cuadrados minimos

Hay métodos generales para errores en ambas variables, pero son mds complicados.

Lo habitual es elegir como x la variable con menor error, y despreciarlo

¢ Qué criterio se puede tomar ? Ax e
e (oo
{ g
Ar < Ay Ar _ Ay ayli |/ L b ax
= 4y o . =
xr Ty | 4 pbax
¢Y si x e y no son la ¥ /l/f
misma magnitud? Mejcr ¢pero no depende -1 f
de mds nada? i/

Lo mejor es elegir x e y, aplicar cuadrados minimos para estimar b, y chequear que se satisfaga: b Ar < Ay
Si no se cumple, hay que invertir los ejes, y aplicar el método para encontrar otros pardmetros:

r=c+my

Pero queremos y=a+br = b=— a=-——

R et b




Método de cuadrados minimos d_\

* ¢COmo encontramos Am y Ab?

=

_ NExiyi — Yy b= TRy — DXRXY
NYx;? — (Zx;)? ©ONZx? - (Bx)?

Recordemos que asumimos que Ax; es despreciable y Ay cte.

Supongamos ademas que son de naturaleza estadistica 0, ;
N x;%
Am = Ay . | lab=ay Xxi 0JO! ESTO ES LO QUE HACEN
NYx?2 — Cx) NYx;?2 — (Xx;)? LOS PROGRAMAS POR DEFAULT!
- I . . . x5
Qué incerteza adjudicamos a los parametros si no conocemos la incerteza Ay? Ay~ N=2
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Otros estimadores de bondad de ajuste d.\

Coeficiente de determinacion ESIDUOS 5,

1 2
_Z (0 -y 2) L Soe - w2

2 ()’i - %Z)’i)z 2 ()’i - %Z}’i)z

tiende a 1 cuando
el ajuste es bueno
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Otros estimadores de utilidad d.‘

Coeficiente de correlacion lineal de Pearson Seprtimi

Asociado a la correlacion lineal entre las variables X e Y

1
Cov(x,y) Sxy Var(x) = S,* = — E (x; — %)?

r= = N
Var()Var(y) SxSy

1
Var(y) = Sy2 = NZ(%’ - ¥)?

:
Covx,y) = Sy =7 ) (i = D = 9)
Si la correlacion lineal es alta |r|~1 1o V(e le )Y
| | . (Z <}’l NZYL) (xl. NZ’Q))

0JO: 7 NO NOS HABLA DEL AJUSTE, ol 1 .)2 ( 1 .>2
NOS DICE S| HAY DEPENDENCIA LINEAL D (y‘ Nyi) X%~ gL
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Coeficiente de Correlacidn de Pearson () é\

-0.8 -1

VAR A B N T N

+Si r = 1: Correlacion positiva perfecta. El indice refleja la dependencia LINEAL
entre ambas dos variables, la que se denomina relacion directa: cuando una de
las variables aumenta, la otra variable aumenta en proporcion constante.

*Si 0 <r < 1: Refleja que se da una correlacion positiva.

*Si r = 0: En este caso no hay una relacion lineal. Aunque no significa que las
variables sean independientes, puede haber relaciones no lineales entre ambas.

+Si -1 < r < 0: Indica que existe una correlacion negativa.

*Si r = -1: Indica una correlacion negativa perfecta y una dependencia lineal
entre ambas variables lo que se conoce como "relacion inversa", que es cuando
una de las variables aumenta, la otra variable disminuye en proporcién constante.




Recordemos: estimador de bondad de ajuste d.\

‘ Chi cuadrado reducido (y32) ‘ ¢ ;

Dimensiona cudnto difieren los datos experimentales de los predichos por el
modelo, considerando las incertezas experimentales.

A partir de test estadisticos permite estimar la probabilidad de que los
datos NO cumplan con las hipotesis del modelo. PARA MAS ADELANTE!

N 2 Caso lineal:
i — (mx; +b
Xt = Z [% N = numero de datos
1 Vi 2: numero de parametros libres
2.1 |
, Xv
Chi cuadrado ¥2 = X
v

reducido T Y TN-2 Se espera que x2 n<1 8
2>1 R
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Estos casos tienen igual valor de r (malo) y ){12, (bueno) &\'

Pero 0JO!
12{ R? = 0.67 12{ R =067
Xx2=153 . X2 =153
10 10/ r=0.82
8 8
6 6
4 4
.
4 6 8 10 12 14 4 6 8 10 12 14
12{ R*=0.67
X2 =153
r=0.82

10

VER LOS RESIDUOS!
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Bondad de ajuste: residuos

Distancia de los puntos experimentales al modelo

Residuos (Ud.)
T
o

}6 r}Dlstanma
Residuos (§;)

Grafico de Residuos
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12

10

12

10

Bondad de ajuste: residuos

R? = 0.67 12| RZ =067
x2=153 . x2 =153
10] r=082
8
6
4
4 6 0 12 14 4 6 8 10 12 14
R* = 0.67
x2=153 o
r= 082 8
=
7]
@
o
X Caso 1

NO tiene estructura

TER!
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Modelos y parametros d_\

Es correcta nuestra
metodologia
experimental?

Es valido
ese modelo?

En el caso de este experimento:

* Es valido suponer que P es proporcional a d?
* El parametro que obtengo es consistente con el = calculado?

P=mnd
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Era > Erp

1 parametro (ordenada nula)

d=" "@=%
T t t
y X

Pendiente m =m+ Am

¢ ATT?

1
m m

1 —
m=— wT=— | Tt =
Y3

O 2 parametros: d = ;P + b

EXPERIMENTO 1 d:‘

d (cm)

P=mnd

P (cm)

DISCUTIR
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Ejemplo 2: Modelos y parametros d_\

Periodo de un péndulo en pequeiias oscilaciones i f

Diagrama de cuerpo libre 220
g
: A % Resolviendo la Ecuacion de 2do orden P + Tsen@ =0
y
N \ l % |d20 g LO VAMOS A REPASAR
0 ! 0 <1 = senf ~0 2 tl= EN DETALLE EN

LAS PROXIMAS CLASES

donde w= < f== T:2_7r
l 21 w
Periodo de l
un péndulo |T =2m [—
de longitud

Gabriela Pasquini




'] mmeEnko do P

2
1 parametro (ordenada nula) T =2 i - Tz — 4-;'[ I
o ’
@ - vo
X fory
v/ :
Pendiente m = m + Am b
412 4r?
m=—— gz_fHéAg?
g m I(ua)
, 4m?
O 2 parametros: T“=——-I1+0b DISCUTIR
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