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Recordando de la clase pasada :

Tipo generales de
mediciones

Directas o)

Indirectas mmm)

El valor de la MF
deseada se obtiene a

partir de la lectura en

un instrumento

El valor de la MF
deseada se obtiene
mediante un proceso
matematico con otras
magnitudes obtenidas
por un instrumento

Experiencia en clase anterior

Tiempo (crondmetro)
Longitud (regla)

Volumen
Superficie

Potencia eléctrica
Aceleracion
etc

Existen algunos instrumentos

con los cuales se pueden medir
en forma directa también



I. Errores introducidos por el INSTRUMENTO

— Error de Apreciacion (aap): minima |1 IZ |3 4LJ5 T I
division que puede resolver el observador T

— Error de Exactitud (0 ,,): asociado con
el error de calibracion del instrumento

Il. Error de interaccion (0;,,;)
Proviene de la interaccion del método con el objeto a medir

I1l. Error por definicion (o 4.5) e A

Asociado con la falta de definicion del objeto )

—

i 2 _ 2 2 2 2
===  Error nominal oy O = Opp + Oy + Ofny+ Ofos
—
Errores estadisticos 0,
— errores aleatorios,
producidos al azar. .

Si solo mido 1 vez solo tengo el error nominal ‘ Ax = oy

-

N

Incerteza absoluta

Ax = /0,\2,+an

~

/




Si lq medicidn de la magm’rqd fisica se : > Error Estadistico | > o,
realiza fuera del error del instrumento

1% . &
X = _Z X; pr'omedno U= ] xf(x)dx
N ¢ —
Si medimos N veces la MF - N= *
I medimos veces Ia =
medim var(x) — var =] (x —%)%f(x)dx
— 00
Cuando tenemos un valor N 1(3? — xi)Zi
finito de datos, N, la S = 1= dispbersidn
desviacién standard es S N P 0 = 4 UClT'(X)

i (" Expresién )
X—S<x<x+S§ _ .
Intervalo de confianza = (X £ 5) unidades
X—0<x<x+o _ ,
_ \ (X + o) unidades y

Si se realiza una nueva medicidn, x; , esta tendrad un
probabilidad de un 68 % de ubicarse en este intervalo 5



Supongamos una experiencia 1 donde Promedio X7

medimos una magnitud fisica, x , N veces. o,
Desviacién estandard o3

Realizamos un segundo muestreo, también de N
muestras, de la misma magnitud con el mismo X. P Oi
método de medicidn. S
Ahora obtenemos X; y 0,

.y . — 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3 1.4
v’ ¢ Como difieren X1 y X3 ? !

) ;. variable
v ¢ Serd diferente 04 de 0, ?

Si el nimero de datos es suficientemente grande como para tener definido el proceso estadistico, entonces
01 = 0 =20

Si repite n veces la experiencia, los promedios X; de las diferente muestras
de N datos c/u van a sequir una distribucién Gausssiana centrada en

n
(x) = lz X; — Teorema central del limite
n
i

y una dispersion estdandar de los
promedios de cada experimento X; O(x) = Og =

s



ERROR ESTADISTICO

T
(T

pepljigeq

T T T T
o n o T

0J4d ap pepisuag
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Instrumentos de Medicién de dimensiones. Principio de Abbe

Para optimar la precisién de la medicidn, el objeto a medir y la escala del instrumento

de medicion, deben colocarse de forma colineal en la direcciéon de medicidn".

El principio de Abbe se refiere a la precision al medir dimensiones.

Es una guia importante para el disefio de instrumentos de medicion

Cuando se aplica a los instrumentos de medicidn reales, el principio implica que, para los micrémetros exteriores, la escalay la posicién

de medicidn son colineales, y para los calibre de mano, la escalay la posicién de medicion estan a cierta distancia entre si.

Los calibradores de mano no siguen el principio de Abbe

Se puede decir que los
micrometros exteriores tienen
una mayor precisién de
medicidn.

A Posicidn de la escala B : Posicion de medicién S



Medicidon de dimensiones : Calibre

5 Escala vernier Regla
untas para
interior"’es (Sistema inglés) Escala principal

(sistema ingles)
Varilla de profundidades

;5;

Jr , v ||m|||u'm|||.l|||||numml||]||l|g5|l|x|l|f|||u|u -
- tvmlu'innlafdn ’ il : t'., : 'mﬂluu?dnu]mrmlnmmnﬂfnnnnﬁmumumuﬁnhnﬁulmgn?ﬁnd o‘h

Regla
Escala principal
(sistema internacional)

Boton para el

Puntas para Escala vernier pulgary freno

exteriores (Sistema internacional)

https://www.stefanelli.eng.br/en/virtual-vernier-caliper-simulator-05-millimeter/#swiffycontainer 2
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https://www.stefanelli.eng.br/en/virtual-vernier-caliper-simulator-05-millimeter/#swiffycontainer_2

20

30

||"IUTTH'F[TTUFW""HIluilmmulurl||—|||
Mitutoyo o - ' - 1 : 3
B {1 [Ty reemimer

40

S50 60 70 80

UL

https://www.youtube.com/watch?v=RFhelsCKC9w

1 [T ulilig
10 20 30 40 50 60 70

[t | qmm

DIAMETRO = 12, 'ﬂﬁ
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https://www.youtube.com/watch?v=RFhelsCKC9w

INCERTIDUMBRE=

F DIAMETRO: 12,55 mm ’( _y

/ INCERTIDUMBRE: 0,025 mm

0,03 mm

DIAMETRO=

(12,55 +0,03) mm

12



Ejemplos

345mm g ’o |1 ‘2 ‘3 4
0

123456789 10

Enla regla, a la izquierda del cero del nonio, hay 3 divisiones, esto significa que hay 3
milimetros enteros, en el nonio coincide la division que esta justo entre el cuatro y el cinco
con una division de la regla, o sea 4 décimas y media 0 0 45mm , entonces el resultado es
sumar los enteros de la regla mas la fraccion del nonio:

3+ 045 mm=345mm

5,1mm
39,95mm
o 1 2 3 4
4 5 6 7 8
|
0123 45678910
0123456789 10
& divisiones de la regla a la izguierda del cero del nonio, 1o gue significa que hay & milimetros
enteros, en el nonio coincide la division del 1 con una division de la regla, o sea 0,1 mm 39 milimetros enteros a la izquierda del nonio, mas 9 5 divisiones en el nonio del pie de rey,
entonces el resultado es sumar los enteros de la regla mas |a fraccion del nonio: da como resultado 39,95 mm.

13



Si hacemos tres mediciones de una cilindro de acero

Mediciones Diametro(mm) | Altura (mm)

Primera medicion

Segunda medicion ~4cCs.

Tercera medicion

Media (promedio) 12.52 20,02

Desviacion Estandar

Incertidumbre Estandar

Incertidumbre de lectura

Incertidumbre total en la medida

1 N
X = Nz X;  promedio
i=1

14



Mediciones Diametro(mm) | Altura (mm)
Primera medicion 12.55 19,90
Segunda medicién 12,30 19,85
Tercera medicién 12,70 20,30
Media (promedio) 12,52 20,02
Desviacion Estandar 0,2021 0,2466
Incertidumbre Estandar 0,1167 0,1424
Incertidumbre de lectura 0,03 0,03
Incertidumbre total en la medida

desviacion estandar
de una muestra

=4 Cs.

4 c.s.
4 c.s.

4 c.s.

N-1

3=

= azj i=1 (% — B :j(xl—f)2+(xz—f)2+(x3—f)2

. ) o
mcert;dumbre e |
estandar VN

15



Mediciones Diametro(mm) | Altura (mm)
Primera medicion 12.55 19,90
Segunda medicion 12,30 19,85
Tercera medicién 12,70 20,30
Media (promedio) 12.52 20,02
Desviacion Estandar 0,2021 0,2466
Incertidumbre Estandar 0,1167 0,1424
Incertidumbre de lectura 0,03 0,03
Incertidumbre total en la medida

incertidumbre total

en la medida

incertidumbre total
en la medida del diametro

incertidumbre total
en la medida de la altura

=4 CS.

4 c.s.
4 c.s.

4 c.s.

= /(incertidumbre de lectura)?+(incertidumbre estindar)?

=,/(0,03)2+(0,1167)2=0,1

=,/(0,03)2+(0,1424)2=0,1

16



Mediciones Diametro(mm) | Altura (mm)
Primera medicion 12,55 19,90
Segunda medicion 12,30 19,85
Tercera medicién 12,70 20,30
Media (promedio) 12,52 20,02
Desviacion Estandar 0,2021 0,2466
Incertidumbre Estandar 0,1167 0,1424
Incertidumbre de lectura 0,03 0,03
Incertidumbre total en la medida 0,1 0,1

Diametro=12,5mm+ 0,1 mm

Altura=20,0mm+ 0,1 mm

17



Medicidon de dimensiones : El micrémetro

El micrémetro es una instrumento que mide el tfamafio de un objeto encerrandolo.
Algunos modelos incluso pueden realizar mediciones en unidades de 1 pym.
A diferencia de los cailbres de mano, los micrémetros se adhieren al principio de Abbe, que les permite realizar

mediciones mds precisas.

Escala principal

Escala secundaria

TEEEErrrreeTy

5 Tambor de ajuste
fino

Tambor de ajuste grueso

https://www.youtube.com/watch?v=RFhelsCKC9w

18
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MILIMETROS

Una vuelta de tambor es 0,5 mm
Cada division del tambor es de 0,01 mm
La incertidumbre es de 0,005 mm

INCERTIDUMBRE= '
2

.........
..........

...........
...........

.......
.....

.......
oooooooooooo

000000000000
ooooooooooooo

20



Supongamos la medicion del
diametro de un cilindro de
metal

N DIAMETRO = (12,0+0,01*27) mm

—

DIAMETRO: 12, 27 mm

=D 56

INCERTIDUMBRE: 0,005 mm

INCERTIDUMBRE=

21
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Mediciones indirectas

v

La medida indirecta de una magnitud se alcanza por aplicacion de una férmula a un conjunto de medidas directas, (variables

independientes o datos), que las relacionan con la magnitud problema.

Mediante dicha férmula se obtiene también el error de la medida.

Si en la férmula hay ndmeros irracionales (tales como T o e) se deben elegir con un ndmero de cifras significativas que no

afecten a la magnitud del error absoluto de la magnitud que queremos determinar.

Esta eleccion determinara el valor del error asignado a dicha constante.

Cuando se trabaja con calculadora o computadora lo mds conveniente es tomar todos los decimales que aparecen para el

ndmero en cuestion (asi, su error es muy pequefio y puede despreciarse frente a los del resto de las magnitudes que

intervengan).
En la mayor parte de los casos el valor mensurando Y no se mide directamente, sino que se
determina a partir de otras N cantidades X, X,,..., X\, a través de una relacién funcional
Y: f(XIJXZV")XN)
Una estimacion del mensurando Y, denotada por v,
se calcula utilizando estimaciones de entrada x;, X,,..., X\. = y=S(x,%,,...x,)

23



En algunos casos, la estimacién puede evaluarse con la ecuacién:

1 1 <& media aritmética de n
y=Y="21 :;Z J(Xio, Xopo Xyx)  —>  determinaciones independientes
= = /// yk deVY
X es la observacion k de X;, y
cada determinacidn tiene la
misma incertidumbre
La oftra forma es medir cada variable X; n veces, o - En ese caso debo estimar la Ejisper§i6n dey
promediarla y calcular con los promedios el valor = f(X,,X,,.,X,) - (varianza y luego desviacién estandar)

de la magnitud y considerando las varianzas de cada magnitud X;

La desviacion estdndar estimada, es la incertidumbre estdndar combinada o,

Se calcula de la desviacion estdndar estimada que se asocia a cada estimacion x;,

denominada incertidumbre estdndar y designada con o (x;)

v" La evaluacion tipo A de la incertidumbre se basa en el primer caso (una distribucién de frecuencias)
v La evaluacion tipo B de la incertidumbre resulta de una distribucién establecida a priori.

v Ambas reflejan nuestro conocimiento del proceso de medicidn

24



Evaluacidn tipo A de la incertidumbre estdndar

En la mayor parte de los casos, la mejor estimacion del valor esperado de una cantidad q, y para la
cual se han hecho n mediciones independientes g, es la media aritmética o promedio q :

_ I < _
q=—2.4 () =—— 2.4, =)
k=1

1 n
e

La mejor estimacion de la varianza de la media =%  ¢,2(q)=02/n s°(q) =

La evaluacion tipo A de la incertidumbre estandar de un conjunto de mediciones X, , tal como se definié
previamente, se logra con la ecuacién:

7I:=1(9Ci — X)?
nn—1)

o (x;) =

25



Evaluacion tipo B de la incertidumbre estandar

Cuando se tiene una estimacion x; de una cantidad X; que no se ha obtenido de observaciones repetidas, la
varianza estimada o (x;) o la incertidumbre estdandar o, (x;) se evaldan por un juicio cientifico basado en toda la

informacidén disponible acerca de la variabilidad de X;.

Entre ésta se pueden incluir:
v datos de mediciones anteriores

v’ experiencia o conocimiento general acerca del comportamiento y propiedades de materiales de referencia,
patrones o instrumentos

especificaciones del fabricante
datos provistos en calibraciones u ofros certificados

incertidumbres asighadas a datos de referencia tomados de manuales .

Cdlculo de incertidumbre estdndar combinada o, = /gj + o}




Existen diversos procedimientos para calcular la incertidumbre estandar combinada,
dependiendo de si las variables son independientes o no, es decir, si existe alguna correlacién

entre ellas.

/\

Variables de entrada no correlacionadas

La incertidumbre estdndar de y, donde y es la
estimacion del mensurando Y.

El resultado de una medicidn, se obtiene al
combinar apropiadamente las incertidumbres
estdndares de las estimaciones de entrada x;,
X2, XN

La incertidumbre estdndar combinada es

N af 2 Regla d.e,
o0 = |, <a—> O
\1 i=1 L incertidumbre
\_Y_)

Coeficiente de
sensibilidad

aZ(y)

Variables de entrada correlacionadas

= of 0
Z—f—fa(xi,xj)

dx; 0x;
<—f) o2(x;) + z z ﬂﬂa(xi,xj)

dx; 0x;
=1 j=i+1
La covarianza entre dos variables p y q se calcula

'Mz ngb

1
[

l

covarianza

n(n Z_:(m pgk /q)

medias

P« Y Gi son las observaciones individuales de

dichas cantidades
27



Magnitudes con incertidumbre instrumentales

Supongamos evaluar el drea de un disco de didmetro d Supongamos evaluar el drea una baldosa cuadrada de lado /
« l > Area = [?
d? I El lado / lo medimos con una
Area =1 4 cinta métricay el valor
l medido es /,
l [= I, + Al
El didmetro d lo medimos con un l

calibre y el valor medido es d, Incertidumbre del

p p p instrumento
= + A

o -~

l A = Amax+Amin A = Zlg +}A/lz ~ l2
Incertidumbre del 5 o 2 0 2 °
instrumento Apmax = (Lo + Al)
Apin = (lo — Al )2 A — A 4] Al
A = /= z == A= "2 = 21,Al

[A=A0i210Al ]




Supongamos que deseamos estimar el valor de una magnitud z a partir de una medicion
directa de una magnitud X

z=f(x
f) -,
x=(x,tAx)
ﬁxo—km*) Recta tangente en f(x,) Z_f]
i) X,
ﬁ:\‘o-Ax) ___________________________________________ l
N z=(z,£Az)
(x,-Ax) Xy (x,+Ax) X ;
zy = f(x,) AZ:d—{ * Ax




Tenemos una funcién z = f(x)

, . . . por ejemplo ] . ,
X estd sometida a fluctuaciones aleatorias ———— Periodo medido del péndulo

X
X 3
2 Yo
3 > ** ** Do
X £ X
| JICS |l |/| | 3 * ) ¢ D¢ * X
9é [ I I B g *
1 LY_) x4 X9 g
—
ox; =(x;—x) i=1,......,N _ Ndmero de mediciones
' ' promedio
N
18 a7
var = N X; — X Vi
=1
N N N
dvar 1 1 1 1
— R . — Y — —— _—— xX: — — — 0 —) Y — — ]
- NZZ(xl Xx)=0 N i Ty X Nle
1=1 l= 1=1
El promedio minimiza
la varianza




Tenemos una funcién z = f(x,y) | > Son variable independientes |::> var(x + y) = var(x) + var(y) (@)
var(kx) = k*var(x) (2)

Mido x,, V, ) Zog = f(xoryo)

se busca

Se desarrolla en series de Taylor z = f(x,y)

Y ~Yo
9, 9,
z=f0,y) = f(x0,Y0) +£] (x — x,) +£] (y—vy,) + -

| E LT

| cte | lde cte ’
i i

Por (1)  war(z) = var(fkxs,v,)) + var(x)

var(z) = var <%‘ x(x — Xy) +> + var (%‘ x(y — y0)> Siaplico (2) ~m—)
l Yo Yo
cte l

cte



of

2 af 2
var(z) = <a> var(x — x,) + <@> var(y —

| var(x — x,) = var(x) — varlx,) = var(x)
| var(y —y,) = var(y) — WH’(YO) = var(y)

Sabemos que g, =

s

| 4

Vo)
2 2
0 0
L var(z) = <£> var(x) + <£> var(y)
X, X,
Yo Yo
0% = var Desviacion estandard
- N\
of\” of
2 _ (2L 2 2
& (ax)xa" N (ay)x @
\ Yo Yo /
n
2 A Z <6x ) 0’?"
g2 = ﬁ 2 4 ﬁ 2 i=1 '
» e ax . €x ay . ey

Para n variable independientes




Ejemplos

n - Ax
z (E)x > O';?l. Cada variable independiente tiene su incerteza asociada - Ay
l
=1
l | Az

* f(x,y,z) =ax+ by —cz

Af? = a?Ax? + b?Ay? + c?Az?

a.,b,c

« gx,y,z) =Gx%Y°z

= l(Gan“‘lAybAzc)z(Ax)z + (GbAx®AyP=1Az%)" (Ay)? + (GchaAybAzc‘l)z(Az)ZJ

A Ax? A Az?
iz—a —2+bzl+c —-
g X y? z

* h(x,y) =ylnx

2
Ah? =[<y %) sz]—F (Inx)?Ay?

> diverge si x—0
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Experiencias

a) Vamos estimar el volumen de un cuerpo (monedas) por dos métodos a eleccion :

1. Medir las dimensiones y usar criterios geométricos.
2. Medir la masay calcular el volumen si se conoce la densidad
3. Medir el volumen directamente sumergiendo el cuerpo en agua.

Discutir la precision de las mediciones, su dispersion. Comparar los métodos

b) Con los datos del periodo del péndulo medido en la clase anterior calcular
la aceleracién de la gravedad g.

del periodo estimado

Considere las incertezas —
la longitud del hilo utilizado en el péndulo




Experiencias

Vamos estimar el volumen de un cuerpo (monedas) por dos métodos a eleccidn :

1. Medir las dimensiones y usar criterios geométricos.
2. Medir la masa y calcular el volumen si se conoce la densidad.
3. Medir el volumen directamente sumergiendo el cuerpo en agua.

PESO 5,80 gramos
DIAMETRO 25,2 mm
ESPESOR 1,8 mm VALOR $1
FACIAL
METAL Cu 92/AI 8 CALIDAD Circulacién
METAL Acero electrodepositado con cobre
CANTO Liso
PESO 4,30 gramos
PESO 6,35 gramos
DIAMETRO 20 mm
DIAMETRO 23 mm
ESPESOR 1,70 mm
ESPESOR 2,2 mm
METAL Cu 92/A1 6/Ni 2 (nacleo) / Cu 75/Ni 25 (anillo)

36



VALOR
$2 VALOR

FACIAL S5
FACIAL
CALIDAD Circulacian
CALIDAD Circulacidon
METAL Acero electrodepositado con laton
METAL Acero electrodepositado con niquel
CANTO Liso
CANTO Liso
PESO 5,0 gramos
PESO 7,20 gramos

DIAMETRO 21,5 mm )
DIAMETRO 23 mm

ESPESOR 2, 1lmm
ESPESOR 2,20 mm
VALOR
\\« w\\\\\ $1{]

FACIAL

VALOR FACIAL 52
CALIDAD Circulacion CALIDAD Circulacion
METAL Alpaca homogénea METAL Anillo dorado (Cu 92 / Al 6 / Ni 2) / Nucleo plateado (Cu 75 / Ni 25)
CANTO Estriada CANTO Ranurado/Liso (alternado)
. 5o PESO 7,20 gramos

.0 gramos

DIAMETRO 24,50 mm (nucleo 17 mm)
DIAMETRO 24,5 mm

ESPESOR 2,2 mm

ESPESOR 2.6mm

37



1.

Medir las dimensiones y usar criterios geométricos

Calibre

Medir el diametro Dy espesor e
Regla

Instrumentos

Foto digitalizada (Image J)

, Pensar que conviene en funcion de lo que poseo para medir.
Método T q. quep P
¢ Apilamiento de monedas ?

Regla de propagacion de
incertidumbre
(para variables no

¢ Como calculo la dispersion ?

i=1 correlacionadas)
<— D >
2 2 =
av av
A= el 2 5 2
- WS (au) D +(ah) Th
Ty 4e=h ., (mhD\* , (mD?\* , |
- "§O'y=T O'D-I-T O ;
aV _ mwhD vV mD? e e e
oD 2 oh 4 _
D2

V=mnr’th=n—nh
nr 7T4

38



2. Medir el volumen a partir de la masa y su densidad

« Debemos con una balanza de cocina y poder conocer
bien su sensibildad.

« La balanza puede ser digital o analdgica.

« ¢ Se debe pesar una moneda o varias iguales ? ¢ Qué

criterio usaria ?

masa

\
\ densidad

m
p

Regla de propagacién de N 2
incertidumbre 2 ay 2
(para variables no Oy = ox;: Ox
: . i
correlacionadas) =1
2 2
2 av 2 2
AVE =|—) (4p)° + (5| (&m)
ap om

¢ Qué pasa si las monedas que tiene aleaciones ?

¢ Clal es la densidad que se debe usar ?

n
i .z . .
E — w; = fraccién en peso del componene i — esimo
Di
i=1

‘Dlr—\
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Material p (g/cm3)
Cobre (Cu) 8,96
Aluminio (Al) 2,7
Niquel (Ni) 8,91
Acero ~7,85
Alpaca 8,75

¢, Que pasa si no tenemos una balanza ?

PESO 5,80 gramos
DIAMETRO 25,2 mm
ESPESOR 1,8 mm

METAL @

92 % de Cobre - 8 % de Aluminio

Wer a)Al_<0,92 0,08

B ~ 18,96 + 2,70

cm3/g = 7,56 g/cm?3
Pcu Pal > g I

Podemos usar las masas de las monedas que nos brinda la pagina web del Banco Central.

No sabemos como se midieron y qué error tienen. No lo informa el BC.

Se puede hacer la hipotesis de que el error es el ultimo decimal, pero tiene consecuencias (se debe explicar).

¢, Que pasa con el valor de la densidad?

Usamos el mismo criterio del ultimo decimal de la tabla.

40



3. Medir el volumen por el desplazamiento de liquido

Debemos contar con un vaso graduado donde

colocamos una cantidad mensurable de agua

Sumergimos una moneda (o varias ?)

Leemos la diferencia de volumen respecto de la Vv,

situacién original

\
/

Volumen final (con cuerpo) Volumen inicial (sin cuerpo)

Se realiza la medicién en dos operaciones.

o

|III|IIII IIIIIIIII IIIIIIIII IIIIlIIIl IIII|II|I
8 § § § §
IIIIIIIII IIIIIIIII IIIIIIIII Illllllll IIIIIIIII

‘ ‘ 100 m?

Regla de propagacion de

—

M=
Q
gle
b, S
N
o
N

~
Il
[y

incertidumbre
(para variables no
correlacionadas)

v\’ av\*
o oo (2

. . . . AVZ:
v' Primero : medir el volumen del liquido
v' Segundo : medir el volumen del liquido + cuerpo
. . _ Viotal . AVZ. — aVtotal
Si sumerjo n monedas Vtotal = anoneda = Vmoneda - ' total ™ V.
n moneda

2
1 1
AVY?IOHBdCl: <£> (Athal)z AVimoneda= EAVtotal

.

Lo conozco

2
) (AVmoneda)2 -
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