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A veces necesitamos determinar una magnitud y a partir de un experimento como función de otra magnitud x

En vez de hacer la medición varias 
veces de la magnitud x 

Se hacen N mediciones del par (xi , yi)     i = 1,2,…,N 

Objetivo : Encontrar la función (modelo) y = f(x)

Supongamos que la función y = f(x) que 

describe los pares (xi , yi) es lineal

y(x) = a + bx

Se quieren encontrar los valores 
más probables de los coeficientes 

a y b

𝑇 = 2𝜋
𝑙

𝑔
𝑇2 =

4𝜋2

𝑔
𝑙

x

b

modelo

Con los datos experimentales se obtiene T en 

función de l .

Se ajustan los datos T2 vs l a una relación lineal

y(x) = a + bx

Debería ser cero

l

Experiencia de péndulo de 
longitud variable 2



Supongamos tener una variable y que la medimos varias veces. 

 𝑦Vamos a poder calcular un valor medio de la misma 

𝑦𝑖Tendremos  valores  

Definamos algunos conceptos

A. Suma residual de los cuadrados.

B. Suma explicada de los cuadrados.

C. Suma total de los cuadrados

𝑇𝑆𝑆 = 𝐸𝑆𝑆 + 𝑅𝑆𝑆

Vale para regresiones lineales o, en 
general, para variables con errores 
gaussianos y parámetros independientes 
(siempre que los residuos sean también 
independientes)

s
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son los valores medidos que se distribuyen normalmente alrededor de los valores del modelo 𝑦𝑖  𝑦𝑖

La probabilidad de haber obtenido 
c/u de esos valores es

Si se usa el principio de máxima probabilidad 
(“lo que se observó es lo más probable”) P máximo

mínimo

Si la dispersión  es constante

𝑃𝑖 =
1

2𝜋𝜎𝑖
𝑒𝑥𝑝 −

𝑦𝑖 −  𝑦𝑖
2

2𝜎𝑖
2

𝑃 = 

𝑖

𝑃𝑖 =  

𝑖

𝑁
1

2𝜋𝜎𝑖
𝑒𝑥𝑝 −

1

2
 

𝑖

𝑁
𝑦𝑖 −  𝑦𝑖

2

𝜎𝑖
2

𝑃 = 𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4… . . 𝑃𝑁
La probabilidad de realizar el conjunto observado 

de medidas de los N valores de yi es el producto 
de la probabilidad de cada observación.

mínimo𝜒2 = 

𝑖

𝑁
𝑦𝑖 −  𝑦𝑖

2

𝜎𝑖
2
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Estadística inferencial 

 Utiliza el análisis de datos para inferir las propiedades de una 
distribución de probabilidad subyacente. 

 Infiere propiedades de una población, por ejemplo, probando 
hipótesis y derivando estimaciones. 

 Se supone que el conjunto de datos observados se extrae de 
una población más grande.

Considera únicamente de las propiedades de los datos 
observados y no se basa en la suposición de que los datos 
provienen de una población más grande. 

Estadística descriptiva

 Es una prueba de hipótesis estadística que es válida para realizar cuando el estadístico de prueba es 2 distribuido bajo 
la hipótesis nula. 

 La prueba 2 se utiliza para determinar si existe una diferencia estadísticamente significativa entre las frecuencias 
esperadas y las frecuencias observadas en una o más categorías de una tabla de contingencia.

Repasemos las distintas clases de Estadísticas

Test 2
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• En teoría de probabilidad y estadística, la distribución 2 con k grados de libertad es la 
distribución de una suma de los cuadrados de k variables aleatorias normales estándar 
independientes. 

• La distribución 2 es un caso especial de la distribución gamma y es una de las distribuciones de 
probabilidad más utilizadas en la estadística inferencial, especialmente en la prueba de 
hipótesis y en la construcción de intervalos de confianza.

La distribución 2 se utiliza en las pruebas de  2 comunes 

para determinar la bondad de ajuste de una distribución 

observada a una teórica.

La función de densidad de probabilidad de la distribución 2 es   

Función gama
x  0

𝜒2 = 

𝑖

𝑁
𝑦𝑖 −  𝑦𝑖

2

𝜎𝑖
2

La integral de esta función debe ser 1 6



Prueba de bondad del ajuste 2

• Es una prueba no paramétrica que se utiliza para averiguar si el valor observado (medido) 

es significativamente diferente del valor esperado.

Ho = Supone que no hay diferencia significativa entre el valor observado y el esperado.

Ha = Asume que existe una diferencia significativa entre el valor observado y el esperado.

Si el valor de 2 es mayor que un valor mínimo prefijado se rechaza la Hipótesis nula y se asume 
que existe una diferencia significativa entre la frecuencia observada y medida. 

𝜒𝜈
2 =

𝜒2

𝜈
Chi cuadrado reducido

Grados de libertad

𝜈 = 𝑛 −𝑚

Número de observaciones (mediciones)

Número de parámetros del modelo

Si el modelo es lineal m = 2

7
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Supongamos que se hace un ajuste de 20 mediciones experimentales a una función lineal 𝜈 = 𝑛 −𝑚 = 20 − 2 = 18

Se calcula 2 .

¿Cómo calculo la probabilidad P ?  Uso la Tabla

𝜒2 = 8.54Supongamos que

Se busca esa valor en la tabla para 
los grados de libertad

𝜒𝜈
2 =  8.54 18 = 0,474

La probabilidad se ubica 
entre 98 % y 95 %
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También se puede programar la función y obtener el valor exactos

Excel tiene estas funciones
DISTR.CHICUAD(2 ;  ;VERDADERO)

DISTR.CHICUAD.CD(2 ;  )

Lado izquierdo acumulado

Lado derecho acumulado

Da la integral bajo la curva para el 2 obtenido y los  grados de libertad.

P  97 %
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 𝑦un valor medio de la misma 

𝑦𝑖Tendremos  valores  

A. Suma residual de los cuadrados.

B. Suma explicada de los cuadrados.

C. Suma total de los cuadrados

𝑇𝑆𝑆 = 𝐸𝑆𝑆 + 𝑅𝑆𝑆

s

Repasando
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Coeficiente de correlación R2

Es la relación entre Suma explicada de los cuadrados (ESS) y la suma total de los cuadrados (TSS)

Minimizando RSS se obtiene el 
máximo R2

𝑇𝑆𝑆 = 𝐸𝑆𝑆 + 𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆 = 𝐸𝑆𝑆 = 𝑅𝑆𝑆 =
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El coeficiente de regresión R2 indica la proporción de variación de la variable y que es 
debida una variación de las variables x 

A veces se usa coeficiente de regresión R2 ajustado que es una penalización de los 
modelos que tienen muchos parámetros

1 −  𝑅2 =
 𝑅𝑆𝑆 (𝑛 − 𝑚)

 𝑇𝑆𝑆 (𝑛 − 1)

 𝑅2 = 1 − (1 − 𝑅2)
(𝑛 − 1)

(𝑛 − 𝑚)
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Un valor de R2 negativo significa que el ajuste es peor que usar el 
valor medio para representar los datos

La forma mas usual de terminar con valor de R2 negativo es forzar 
a la línea de regresión que pase por un punto específico.

El resultado es que la suma del error del 
cuadrado de la regresión es mayor que si 
se utilizara el valor medio.

R2 < 0
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Grados de libertad

Los grados de libertad definen las distribuciones de probabilidad para las estadísticas de prueba de hipótesis.

Las prueba de hipótesis utilizan la distribución t, la distribución F y la distribución 2 para determinar la 
significancia estadística

Los grados de libertad son una combinación de cuantos datos hay y cuantos parámetros se necesita estimar, 
o sea, cuanta información independiente entra en la estimación de los parámetros.

Para tener estimaciones más precisas se 
requieren muchos grados de libertad

Los grados de libertad indican la cantidad de valores independientes que pueden variar en un análisis 
manteniendo las restricciones existentes

𝑇𝑆𝑆 = 𝐸𝑆𝑆 = 𝑅𝑆𝑆 =

𝜈 = 𝑛 − 1 𝜈 = 𝑛 −𝑚𝜈 = 𝑚 − 1grados de libertad 14



Pruebas para validar regresiones

1. Que la variación explicada por el modelo no sea al azar  (F-test).

2. Que los parámetros de la regresión sean significativamente 

distintos de 0 (es el t-test de cada parámetro).

3. Que el valor de R2 sea cercano a 1 (test Chi-cuadrado)

4. Que el residuo tenga una distribución aleatoria

La estadística F nos dice si la 
dependencia es al azar o no

La estadística t nos dice si cada 
parámetro es significativo o no 
para el modelo

El coeficiente R2 nos dice las 
proporción de residuo que no 
explica el modelo

El análisis del residuo, entre otras cosas, 
puede determinar si hay o no otras variables 
no consideradas en el modelo.

Hipótesis mas comunes de las regresiones 

 Los errores (residuos) no varían con la variable independiente.

 Los residuo son independientes. Esto significa que el valor de un residuo no influye sobre el valor de otro.

 Los residuos siguen una distribución normal
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¿ Qué nos indica un test de normalidad ? 

 Si la variable tiene una distribución normal o gaussiana, se pueden usar estadísticas 
paramétricas que se basan esta suposición.

 Si una variable falla a la prueba de normalidad :

 Se debe observar el histograma y la función de distribución normal

 Se debe investigar si algún valor o grupo de valores causan esa no normalidad.

 Si no hay valores atípicos, se puede intentar una transformación para que los datos sean 
normales.

 Si no hay una transformación viable, se pueden usar métodos no paramétricos que no 
requieren normalidad.

Se puede verificar la significancia del modelo usando la estadística F de la siguiente forma :

Cantidad de parámetros del modelo

Tamaño de la muestra

Grados de libertad

𝜈 = 𝑛 −𝑚𝐹 =
 𝐸𝑆𝑆 (𝑚 − 1)

 𝑅𝑆𝑆 (𝑛 − 𝑚)
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¿ Como se interpretan los valores de F en el análisis de regresión ?

17

En general, en regresiones el test F compara el ajuste de diferentes modelos.

A diferencia del test t, que evalúa solo un coeficiente de regresión (parámetro del modelo) a la vez, 

el test F evalúa múltiples coeficiente simultáneamente.

En particular, el test F de significancia general es una forma específica del test F.

Comprar un modelo sin predictores con el modelo que se usa.

La hipótesis para el test F de significancia general son :

 Hipótesis nula : el ajuste del modelo de solo intercepción y el modelo son iguales.

 Hipótesis alternativa : el ajuste del modelo de solo intercepción es 

significativamente peor en comparación con el modelo.

La distribución F (distribución de Fisher-Snedecor) es una distribución de probabilidad continua.

Aparece frecuentemente como la distribución nula de una prueba estadística, especialmente en el análisis de varianza.

Sea X una variable aleatoria continua y sean m,n números enteros.
Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribución F con m y n grados 
de libertad y escribimos X  Fm,n si su función de densidad está dada por



𝑠𝑏 =
 𝑅𝑆𝑆
𝑛 − 𝑚

 𝑥2

𝑡 =
𝑏

𝑠𝑏
sb es la desviación standard del parámetro b

Se puede verificar si la hipótesis nula 
para un parámetro b usando la 
distribución t de la siguiente forma

Cantidad de parámetros del modelo

Tamaño de la muestra

Grados de libertad

𝜈 = 𝑛 −𝑚

Cuando b = 0 no hay cambios en y al variar x

La distribución t (de Student) es una distribución de probabilidad que surge del problema de estimar la media 

de una población normalmente distribuida cuando el tamaño de la muestra es pequeño y la desviación estándar 

poblacional es desconocida.

Distribución t
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Distribución de residuos
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¿ Cómo se interpretan los valores p en una análisis de una regresión ?

El valor de p para cada variable del modelo prueba la hipótesis nula de que el coeficiente es igual a 
cero (sin efecto).

Un predictor que tiene un valor bajo no es debido al azar y probablemente sea un parámetro 
significativo al modelo.

Un valor bajo ( p < 0.05 ) indica que se puede rechazar la hipótesis nula.

Los cambios en el predictor están relacionados con cambios en la 
variable respuesta

Un valor de p mayor sugiere que los cambios en el predictor no están relacionados con cambios en 
la variable respuesta.

Existe una alta probabilidad que la dependencia observada sea al azar.

Normalmente se utilizan los valores de p para determinar que términos 
mantener en el modelo de regresión.
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Supongamos que queremos medir la velocidad de un cuerpo en MRU.

En forma directa, por ejemplo usando una pistola de velocidad, se obtiene:

En ambos casos, podríamos medir N veces, y reportar la media de todas las velocidades obtenidas. 

En forma indirecta, midiendo la posición a dos tiempos distintos, y luego haciendo 
el cociente entre la distancia recorrida y el tiempo.

21

Ejemplo de regresión lineal

Precisión del 
instrumento si se 

mide una vez

Es el nominal

Es el estadístico

El error sería



¿Por qué no medir directamente la posición N veces? 

Supongamos que el cuerpo se mueve con v = 0.1 m/s, y medimos 10 veces por segundo. 
Entonces podríamos obtener algo así:

¿ Porqué no daría un línea recta ? 
¿ Hay algo mal en la ecuación horaria ?

22

Si estamos en un MRU, la ecuación horaria resultante es:



¿ Cómo podemos estimar el mejor valor para x0 y v ? 

¿ Qué quiere decir mejor ? 

Esto es un ejemplo particular de 
un problema más general

Para determinar a y b, 
se aplica

el método de los cuadrados mínimos, 
que minimiza suma de las distancias cuadráticas 

verticales de los puntos a la recta. 

Queremos minimizar la suma:

d1
2+d2

2+d3
2+d4

2+d5
2
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N pares de puntos medidos (xi,yi) 
y queremos elegir la recta con la menor distancia 

a los puntos, en algún sentido estadístico.

Lo que queremos, es que la recta estimada se 
ajuste bien a los datos



Formalmente, queremos minimizar: 

Los N puntos (xi,yi) están medidos, son constantes. Podemos pensar a 2 como 

una función de a y b. Para encontrar los valores de a y b que minimizan la 

expresión, derivamos e igualamos a cero:

Esto lleva a un par de ecuaciones lineales con dos incógnitas, denominadas ecuaciones normales. 

Su solución es única y sencilla:
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𝜒2 = 𝑦𝑖
2 + 𝑏2 𝑥𝑖

2 + 𝑁𝑎2 + 2𝑎𝑏 𝑥𝑖 − 2𝑏 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 2𝑎 𝑦𝑖

𝜕𝜒2

𝜕𝑏
= 2𝑏 𝑥𝑖

2 + 2𝑎 𝑥𝑖 − 2 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 0

𝜕𝜒2

𝜕𝑎
= 2𝑏𝑁 + 2𝑏 𝑥𝑖 − 2 𝑦𝑖 = 0

Vale si:
- el error en x es despreciable.
- el error en y es despreciable, o igual 

en todas las mediciones.
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𝜕𝜒2

𝜕𝑏
= 2𝑏 𝑥𝑖

2 + 2𝑎 𝑥𝑖 − 2 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 0

𝜕𝜒2

𝜕𝑎
= 2𝑏𝑁 + 2𝑏 𝑥𝑖 − 2 𝑦𝑖 = 0

𝑏 =
𝑁 𝑥𝑖𝑦𝑖 −  𝑥𝑖  𝑦𝑖

𝑁 𝑥𝑖
2 −  𝑥𝑖

2

𝑎 =
 𝑥𝑖

2 𝑦𝑖 −  𝑥𝑖  𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁 𝑥𝑖
2 −  𝑥𝑖

2

Si se resuelve

Data reduction and Error Analysis
P.R.Bevington. D.K.Robinson



En un caso un poco más general, consideramos errores en las mediciones de y

La solución de las ecuaciones normales queda:
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en vez de

con

Conocemos los i

Nos interesa que la recta ajuste mejor a los puntos medidos con mayor precisión. 

Esto se logra definiendo 2

∆= 
1

𝜎𝑖
2 

𝑥𝑖
2

𝜎𝑖
2 −  

𝑥𝑖

𝜎𝑖
2

2

Si los valores i fuesen los mismos para todos los puntos yi (por 

ejemplo en la medición de yi solo se tiene el error instrumental) 
se llega al mismo resultado para a y b como si no 

se computara el error
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Sin ponderación
Con ponderación

La ponderación del error mitiga la distorsión que pueden introducir las mediciones poco precisas.

En este ejemplo solo se incluye el error en la 
variable dependiente y, y .

Se está despreciando el error en x, x .



¿ Y si el error en x no es despreciable ? 

Hay métodos generales para errores en ambas variables, pero son más complicados. 

Lo habitual es elegir como x la variable con menor error, y despreciarlo. 

b Δx

b Δx
Δy

Δx

Lo mejor es elegir x e y, aplicar cuadrados mínimos para estimar b, y chequear que se satisfaga:

Mejor ¿pero no depende 
de más nada?

Si no se cumple, hay que invertir los ejes, y aplicar el método para encontrar otros parámetros:

Pero queremos
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¿ Qué criterio se puede tomar ?

¿Y si x e y no son la 
misma magnitud?



¿ Qué errores tienen a y b ? 

En su determinación están involucradas las N mediciones de (xi,yi), 
así que se estima propagando el error de todas ellas. 

Suponiendo que las distintas mediciones no están correlacionadas
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con ∆= 
1

𝜎𝑖
2 

𝑥𝑖
2

𝜎𝑖
2 −  

𝑥𝑖

𝜎𝑖
2

2
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Si las incerteza son iguales i =  para todos los valores de y

𝜎𝑎
2 =

𝜎2

∆′
 𝑥𝑖

2

𝜎𝑏
2 = 𝑁

𝜎2

∆′

∆′= 𝑁 𝑥𝑖
2 −  𝑥𝑖

2

con
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𝜎𝑎
2 =

𝜎2

∆′
 𝑥𝑖

2

𝜎𝑏
2 = 𝑁

𝜎2

∆′

∆′= 𝑁 𝑥𝑖
2 −  𝑥𝑖

2

con

Si realizamos una regresión donde no consideramos errores en las variable

𝜎 =  

𝑖=1

𝑛
𝑦𝑖 −  𝑦𝑖

2

𝑛 − 𝑚



El concepto de cuadrados mínimos se puede aplicar a todo tipo de funciones, no solamente a rectas. 

Hay una gran diferencia según si la función es lineal o no lineal en los parámetros que se quieren determinar.
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Lineales:

Todo lo que vimos sigue valiendo, las ecuaciones normales son 
diferentes pero siempre tienen solución, y es única.

Las ecuaciones normales no siempre tienen solución única, y en general 
no tienen solución cerrada. 

La suma de los cuadrados se minimiza numéricamente usando algoritmos de 
optimización, y muchas veces necesita una solución inicial, de la que depende

el resultado final.

No lineales:

A veces se pueden convertir un caso no lineal en otro lineal haciendo una sustitución de variable. 

Ejemplo: ajustar N datos (xi,yi) con una función exponencial:

𝑦 = exp(𝑎𝑥) 𝑢 = ln(𝑦) 𝑢 = 𝑎𝑥



Ejemplo

Se mide la diferencia de potencial V a lo largo de un conductor de nickel/plata en 9 posiciones x

33

V

x
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Equation y = a + b*x

Weight No Weighting

Residual Sum 
of Squares

0,00487

Pearson's r 0,99941

Adj. R-Square 0,99865

Value Standard Error

V
Intercept 0,07139 0,01917

Slope 0,02622 3,40654E-4
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Un valor bajo ( p < 0.05 ) indica que se puede rechazar la hipótesis nula
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Intercept 0,07139 0,01917

Slope 0,02622 3,40654E-4

𝑉 = 𝑉𝑜 + 𝑏𝑥
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Concuerda con Origin

𝜎𝑎
2 =

𝜎2

∆′
 𝑥𝑖

2

𝜎𝑏
2 = 𝑁

𝜎2

∆′

Concuerda con Origin
Verificar



Supongamos que la diferencia de potencial V medida tiene un error () de 0,05 Volts.
En ese caso en el Origin 9 graficamos con la barra de error en V y luego hacemos el ajuste lineal.
Obsérvese que valores de a y b no cambian.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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1,0

1,5

2,0

2,5

V
 (

V
o
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s
)

Pos (cm)

Equation y = a + b*x

Weight Instrumental

Residual Sum 
of Squares

1,94956

Pearson's r 0,99941

Adj. R-Square 0,99865

Value Standard Error

V
Intercept 0,07139 0,01917

Slope 0,02622 3,40654E-4

cambian

cambian
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Generar errores diferentes i y calcular para ver que sucede con el ajuste.
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B1 0,02622 3,40654E-4
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El modelo de regresión lineal también supone que 

los residuos siguen una distribución normal

En el contexto de la regresión lineal, llamamos residuos a las 

diferencias entre los valores de la variable dependiente observados 

y los valores que predecimos a partir de nuestra recta de regresión.
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