Laboratorio 1

Turno D

Clase 5
Regresiones
MRU y MRUV
Parte |
(29/04/2023)




A veces necesitamos determinar una magnitud v a partir de un experimento como funcién de otra magnitud x

En vez de hacer la medicién varias

veces de la magnitud x m===)  Se hacen N mediciones del par (x;, 1) =12, N

e

[Objetivo : Encontrar la funcidn (modelo) v :friﬂ}

F2n | — 72 — [
pinza g / g ‘\\‘

Supongamos que la funcién y = fix) que

describe los pares (x;, 1;) es lineal y(x) l
l b
cronémetro
73 . Con los datos experimentales se obtiene T en
y(x) = a + bx &
: funciénde /.
ms @) Se ajustan los datos T2 vs | a una relacién lineal
Se quieren encontrar los valores :
mds probables de los coeficientes soporte v(x) =a + bx

ayb

p;

Experiencia de pendulo de p
oo P Deberia ser cero

longitud variable



Supongamos tener una variable y que la medimos varias veces.

Tendremos Vi valores

Vamos a poder calcular un valor medio de la misma y

Si generalizamos, supongamos que existe (o queremos

robar) un modelo Vy que lique los resultados
P ° ) m y 9 o do RSS: Suma de cuadrados de residuos

] A = variacién total en y S L
B = variacion explicada en y /‘J
C = residuo no explicado en y >
Ve
Y é
Definamos algunos conceptos
A\ 2
A. Suma residual de los cuadrados. RSS = Z(,I-', = _lfj) ,
. i8S = Xy, -y SSR
B. Suma explicada de los cuadrados. ESS z(‘; ) ) ) X
2

C. Suma total de los cuadrados 188 = Z(r. —_F) SST

TSS: Suma de cuadrados total

— TSS = ESS + RSS
Vale para regresiones lineales o, en

n n n
- AL s n general, para variables con errores
Y= =) G-+ ) -’
i=1 i=1 i=1

gaussianos y pardmetros independientes
(siempre que los residuos sean también
independientes)




y; son los valores medidos que se distribuyen normalmente alrededor de los valores del modelo ¥;

N _ 1 i — $:1)2
La probabilidad de haber obtenido 2 B = exp | —-——
¢/u de esos valores es Sl 210, 20’i2

La probabilidad de realizar el conjunto observado
de medidas de los N valores de y; es el producto  ———* P = PyP,P3P, ..... Py
de la probabilidad de cada observacidn.

L1 1 (v; — $7)
— P:l_[Plzl_I exp __Z#.
; i V2mo; 2 : o;

Si se usa el principio de mdxima probabilidad o
("lo que se observé es lo mds probable”) E—) P maximo

2

/ \ Suma residual de los cuadrados
n

RSS = Z(yi—?,-)z = minimo
i=1

Si la dispersidn c es constante




Repasemos las distintas clases de Estadisticas

Estadistica descriptiva .

Estadistica inferencial

Test 2

Considera tnicamente de las propiedades de los datos
observados y no se basa en la suposicién de que los datos
provienen de una poblacién mds grande.

v

Utiliza el andlisis de datos para inferir las propiedades de una
distribucion de probabilidad subyacente.

Infiere propiedades de una poblacién, por ejemplo, probando
hipétesis y derivando estimaciones.

Se supone que el conjunto de datos observados se extrae de
una poblacidn mds grande.

»  Esuna prueba de hipétesis estadistica que es vdlida para realizar cuando el estadistico de prueba es %2 distribuido bajo

la hipétesis nula.

»  Laprueba y? se utiliza para determinar si existe una diferencia estadisticamente significativa entre las frecuencias
esperadas y las frecuencias observadas en una 0 mds categorias de una tabla de contingencia.




* En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion y? con & grados de libertad es la

. 5.)2
distribucidn de una suma de los cuadrados de & variables aleatorias normales estdndar ¥2 = Z O 2}’1)
independientes.

+ Ladistribucion y? es un caso especial de la distribucién gamma y es una de las distribuciones de
probabilidad mds utilizadas en la estadistica inferencial, especialmente en la prueba de
hipétesis y en la construccion de intervalos de confianza.

4 N
| !
La distribucion 2 se utiliza en las pruebas de y2 comunes felx), X ;
-:1
para determinar la bondad de ajuste de una distribucién 0.51 b9
observada a una fedrica. 0.4 k=3
\ Y, k=4
0.3 o
' k=9
La funcidn de densidad de probabilidad de la distribucién 2 es 0.94
) 0.1
E 1 -2
T2 e 2 i
- .oz >0 0.0 :
flz; k) = 25T (£
: l
\ 1 x <0

Funcion gama

La integral de esta funcidn debe ser 1 6



Prueba de bondad del ajuste %2

»+ Es una prueba no paramétrica que se utiliza para averiguar si el valor observado (medido)

es significativamente diferente del valor esperado.

Si el valor de %2 es mayor que un valor minimo prefijado se rechaza la Hipdtesis nula y se asume
que existe una diferencia significativa entre la frecuencia observada y medida.

Numero de parametros del modelo

2 ¥
. . , X o
Chi cuadrado reducido P v=n-—m Si el modelo es lineal m = 2
v }
Grados de libertad Numero de obhservaciones (mediciones)
Hipdtesis

Ho = Supone que no hay diferencia significativa entre el valor observado y el esperado.

Ha = Asume que existe una diferencia significativa entre el valor observado y el esperado.

.|



Supongamos que se hace un ajuste de 20 mediciones experimentales a una funcidn lineal v=n—m=20—2=18

v\ -
Se calcula 72 . Supongamos que ¥> =854 ommp Y2 =854 /18 =[0,474 Grados de libertad
PAx) :
¢Como calculo la probabilidad P? Uso la Tabla I \ %
I 2 _ X
Se busca esa valor en la tabla para i Xv = v
! los grados de libertad l
0 voox [
x? . :
TABLE C.4 :

the probability P, (x"; v) of exceeding x* versus the number of degrees of

x* distribution. Values of the reduced chi-square x? = x¥/v corresponding to

freedom v
P #

v 0.99 u.as. 095 0.90 0.80 070 60 0.50
1 0.00016 000063 T 0.00393 00158 00642 0.148 .7 0275 0.455
2 00100 00202 00515 0.105 0,223 ﬂ.'_'i}i?' 0511 0.693
3 00383 0.0617 0117 0.195 0.335 0475 0.623 0.789
4 0.0742 0.107 0.178 0.266 0412 D549 0.688 0.839
5 0.111 0.150 0.229 0322 0460 7 0,600 0.731 0.870
f 0.145 0.189 0273 0.367 0517 0.638 0.762 0.891
7 0177 0223 0310 0.405 0:546 0.667 0.785 0.007
8 0.206 0.254 0.342 0.43 0574 0.691 0.803 0.918
9 0.232 0.281 0.360 0.463 " 0,598 0.710 0.817 0.927
10 0.256 0.306 0.394 0.487. 0618 0.727 0.830 0.934
I 0.278 0.328 416 0507 nA1S 0741 0.840 0.940
12 0.298 0.348 La probabilidad se ubica 0753 0.848 0.945
13 0.316 0.367 ire 98 %y 95 9 0.764 0.856 0.949
14 0,333 0383 entre ey ° 0773 0.863 0.953
15 0.349 0.399 VA4 0. 0,687 0.781 0.869 0.956
16 0.363 0413 408 0.582 0.697 0.789 0.874 0.959
17 0.377 0427 0.510 0.5 0.706 0.796 0.879 0.961
18 0.3%0 0.439 0.522 0.604 0.714 0.802 0.883 0.963 <
19 0.402 0.451 0.532 0613 0.722 0.808 0.887 0.965

20 0.413 0.462 0.543 0.622 0.720 0813 0.890 0.967

22

0434 0482 0.561 0.63% 0.742 0823 0897 0.970

N afs noF ot n Ffas LU 1] n Afa A Am e LEGLT Y

B



)

También se puede programar la funcién y obtener el valor exactos

_ _ DISTF&.CHICUAD{I2 : v ;VERDADERQO) Lado izquierdo acumulado
Excel tiene estas funciones

DISTR.CHICUAD.CD(y2; v ) Lado derecho acumulado

Da la integral bajo la curva para el %2 obtenido y los v grados de libertad.

EH S- B - Calcules Chidxls: - Becel Fl
NICIO | INSERTAR  DISERODEPAGIMA  FORMULAS  DATCS  REVISER  VISTA

lﬂt % Calibri - A == = - = General - EFC"TIMU condicional~ ijﬂlnml-_tqr ) Z ’ %qﬂ
r=‘|';‘|T L_,‘Earfarmatu:-com-:rtabla' X Eliminar - -|'
Pt @ N K s- - A SE=EE B $-%" U3 B decelda- FFormata - ) Dfr:tersu
Portapape.. Fuenrte M flingacion M MNdmera Fa Estiloz Leldas P
i} - ﬁ =DISTR. CHICUAD| C6;C4;VERDADERD)
B C O E F G H il K
1
z Mediciones (n) 20
3 no de parametro 2
4 Grados de linertad [m) 1B
a
5 'R g,54
7 3% reducido 0,4734
8 P=97 %
Lado izguierdo Lado derecho
9 acumulaco acumulado
1 Probabilidad [Ho) D,ﬂ30533533' ProDabilicad [Ho)  0,96546646

Prob = 0,969456462 Prob =

l_"nr—hw'r\.;—;'b



Repasando
Tendremos Vi valores

un valor medio de la misma y

Si generalizamos, supongamos que existe (o quefemos

probar) un modelo y que explique los resultado.

® A. Suma residual de los cuadrados. RSS = Z(}', —f) - =SSE

B. Suma explicada de los cuadrados. FSS = Z(‘.} —- ,—r) T = SR

A = variacion total en y
.

B = variacion explicada en y C. Suma total de los cuadrados 7SS = E(\_- . T’) §S7
C = residuo no explicado en y I

TSS = ESS + RSS

|
Y T
i(}’f » ;)2 =i(i’i “‘;)2 +i(y!. - j')z
i=1 e

10



Coeficiente de correlacion R2

Es la relacién entre Suma explicada de los cuadrados (ESS) y la suma total de los cuadrados (TSS)

15s = Y (3 -7 ESS =) (3 -9’ RSS =) (yi— 3
i=1 i=1 i=1
11155 TSS = ESS + RSS RSS = Z(y, - .f’,) )
Z(j}i _)—,)2 \ / Minimizando RSS bti l
g inimizando se opTiene e
R = i=1 - R2 __ESS . RSS mdximo R2
1SS TS

g i(y,- =78
=1
i

1SS

12



¢Puede haber R2 negativo ?

250 -

200

150

y = 23.98x
R*=-14.93

Modelo propuesto

Un valor de R? negativo significa que el ajuste es peor que usar el
valor medio para representar los datos

ESS ; -
oh s i B TSS = - y)?
R = . izzl:(y, »)
RSS =) (yi— )’ ESS = ) (5 -5’
i=1 i=1

El resultado es que la suma del error del
cuadrado de la regresion es mayor que si mm) R2<0
se utilizara el valor medio.

La forma mas usual de terminar con valor de R? negativo es forzar
a la linea de regresidn que pase por un punto especifico.

13



¢ Que es el coeficiente R? ajustado ?

El coeficiente de regresion R? indica la proporcidn de variacion de la variable y que es
debida una variacién de las variables x

A veces se usa coeficiente de regresidn R? ajustado que es una penalizacidn de los
modelos que tienen muchos pardmetros

. 2 — . quxq
Partiendo de R 1 7R
l-R? = % es la cantidad de datos

/ la cantidad de parametros del modelo

RSS/(n —m)
TSS/(n— 1)

1—R?=
Se define R? ajustado como

(n—1)

Ezzl—(l—Rz)m



Grados de libertad

Los grados de libertad indican la cantidad de valores independientes que pueden variar en un andlisis
manteniendo las restricciones existentes

Los grados de libertad son una combinacion de cuantos datos hay y cuantos pardmetros se necesita estimar,
o sea, cuanta informacién independiente entra en la estimaciéon de los pardmetros.

b Para tener estimaciones mds precisas se
requieren muchos grados de libertad

Los grados de libertad definen las distribuciones de probabilidad para las estadisticas de prueba de hipétesis.

Las prueba de hipdtesis utilizan la distribucién t, la distribucion Fy la distribucidn 7? para determinar la
significancia estadistica

n n n
Numero de pardmetros del modelo RO = Z(y _j;)z FSS — Z(j» _j;)z RSS =) (y, - ",.,)2
/ i i yl )1
v=n-—-m i=1 i=l 1=Zl

!

Numero de observaciones (mediciones) v=n-—1 v=m-—1 Vv=n—m

15



Pruebas para validar regresiones

La estadistica F nos dice si la
. . . i —
1. Que la variaciéon explicada por el modelo no sea al azar (F-test). — dependencia es al azar o no

2. Que los pardametros de la regresion sean significativamente . _ _
P J J — B X estadistica t nos dice si cada

distintos de O (es el t-test de cada pardmetro). pardmetro es significativo o no

3. Que el valor de R? sea cercano a1 (test Chi-cuadrado) para el modelo

4, ue el residuo tenga una distribucion aleatoria — . .
Q 9 ~—+  El coeficiente R? nos dice las

proporcién de residuo que no
explica el modelo

El andlisis del residuo, entre otras cosas,
puede determinar si hay o no otras variables
no consideradas en el modelo.

Hipdtesis mas comunes de las regresiones

v Los errores (residuos) no varian con la variable independiente.
Los residuo son independientes. Esto significa que el valor de un residuo no influye sobre el valor de otro.

v Los residuos siguen una distribucion normal

16



¢ Qué nos indica un test de normalidad ?

v

Si la variable tiene una distribucién normal o gaussiana, se pueden usar estadisticas
paramétricas que se basan esta suposicidn.

Si una variable falla a la prueba de normalidad :

v

v

Se debe observar el histograma y la funcién de distribucién normal
Se debe investigar si algtn valor o grupo de valores causan esa no normalidad.

Si no hay valores atipicos, se puede intentar una transformacién para que los datos sean
normales.

Si no hay una transformacién viable, se pueden usar métodos no paraméfricos que no
requieren normalidad.

17



Se puede verificar la significancia del modelo usando la estadistica F (distribucion de Fisher- Snedecor)

ESS = Z(i\ i )_) 2 l

_ESS/(m—1)
~ RSS/(n—m)

T »  Cantidad de parametros del modelo

» Grados de libertad

v=n—m

rsS =20y -5 )

> Tamaino de la muestra

¢ Como se interpretan los valores de F en el analisis de regresion ?

En general, en regresiones el test F compara el ajuste de diferentes modelos.

En particular, el test F de significancia general es una forma especifica del test F.
Comprar un modelo sin predictores con el modelo que se usa.

La hipdtesis para el test F de significancia general son:

v Hipdtesis nula : el ajuste del modelo de solo intercepcion y el modelo son iguales.

v Hipdtesis alternativa : el ajuste del modelo de solo intercepcidn es
significativamente peor en comparacion con el modelo.

17



Distribucion t

La distribucion t (de Student) es una distribucidn de probabilidad que surge del problema de estimar la media
de una poblacién normalmente distribuida cuando el tamafio de la muestra es pequefio y la desviacién estdndar
poblacional es desconocida.

Se puede verificar si la hipétesis nula b ) )
para un pardmetro b usando la t =— s, es la desviacidn standard del pardmetro b

distribucién t de la siguiente forma

» Grados de libertad

RSS 2
Sp = Z/r;z_ m RSS = E()"-- ‘.V,-) v=n-— m‘

»  Canfidad de parametros del modelo

> Tamaiio de la muestra

Cuando b = 0 no hay cambios en y al variar x




Distribucion de residuos

Residuos distribuidos normalmente

Residuo

Prediccion

Falta alguna variable en el modelo

Residuo

Prediccion

En el contexto de la regresion lineal, llamamos residuos a las
diferencias entre los valores de la variable dependiente observados
y los valores que predecimos a partir de nuestra recta de regresion.

La dispersion del error no es constante

1 = (yf —) ,')

& (| e s .
= . " . T
ﬁ * - . * .
= o e .

Prediccion

El modelo no es el mas adecuado
e El modelo de regresidn lineal también supone que

_é e los residuos siguen una distribucién normal

Prediccion

19



¢ Como se interpretan los valores p en una andlisis de una regresién ?

El valor de p para cada variable del modelo prueba la hipétesis nula de que el coeficiente es igual a
cero (sin efecto).

Un valor bajo ( p < 0.05 ) indica que se puede rechazar la hipétesis nula.

Un predictor que tiene un valor bajo no es debido al azar y probablemente sea un pardmetro
significativo al modelo.

Un valor de p mayor sugiere que los cambios en el predictor no estdn relacionados con cambios en
la variable respuesta.

| Bl proabldad g o dependeni shservad sl oo |

Normalmente se utilizan los valores de p para determinar que términos
mantener en el modelo de regresidn.

20



Ejemplo de regresidn lineal

Supongamos que queremos medir la velocidad de un cuerpo en MRU.

1) En forma directa, por ejemplo usando una pistola de velocidad, se obtiene: (% @

Precisidn del
instrumento si se
mide una vez

o\
U= vp il\é?;/’lkh""

2) En forma indirecta, midiendo la posicidn a dos tiempos distintos, y luego haciendo
el cociente entre la distancia recorrida y el tiempo.

4 zs %3

£r9 — I dv )

V== "= Av = , (Ag;)? Gi = T1,%2,11,%2
fQ = 2‘1 ; (()q'i I ;

En ambos casos, podriamos medir N veces, y reportar la media de todas las velocidades obtenidas.

El error seria Ave = \/(A-vA)'Z + (Avp)? -
\ R Es el nominal

Es el estadistico

21



¢Por qué no medir directamente la posicién N veces?

Si estamos en un MRU, la ecuacién horaria resultante es:

r(t) = xg + vt

Supongamos que el cuerpo se mueve con v = 0.1 m/s, y medimos 10 veces por segundo.
Entonces podriamos obtener algo ast:

1.2

1.1

—

=
w

Posicion (m)
=T
| oo

05+

0 05 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tiempo (s)

¢ Porqué no daria un linea recta ?
¢ Hay algo mal en la ecuacién horaria ?
25



¢ Como podemos estimar el mejor valor para xpy v? Lo que queremos, es que la recta estimada se

) ajuste bien a los datos
¢ Qué quiere decir mejor ? J

N pares de puntos medidos (x,,y;)
y queremos elegir la recta con la menor distancia

Esto es un ejemplo particular de l
a los puntos, en algun sentido estadistico.

un problema mds general

10
N N Para determinar ay b,
8 y=flr)=a+ba se aplica
_ -1 el método de los cuadrados minimos,
6 - que minimiza suma de las distancias cuadrdticas
- d4? - '-ld verticales de los puntos a la recta.
| T 5
4 d dZT " ‘Idg Queremos minimizar la suma:
2 -7
- 2 2 2 2 2
.- d? + d? + d? + d? + d?
0=
0 2 4 6 8 10

27



N
Formalmente, queremos minimizar: (a + bx; )] 10

z=1 8
6
Los N puntos (x;y;) estdn medidos, son constantes. Podemos pensar a z2 como ™, dd$
una funcion de ay b. Para encontrar los valores de ay b que minimizan la d[T_ e
expresion, derivamos e igualamos a cero: oo”/ : r -
da ob

Esto lleva a un par de ecuaciones lineales con dos incégnitas, denominadas ecuaciones normales.

Su solucion es Unica y sencilla:

X2 =Zy,-2+bzle?‘+Na2+2ab2xi—2b2xiyi —ZQZy,f

—

2
_:2b2x52+2azxi—zzxi%‘:0 Vale si:

- el error en x es despreciable.
- elerror en yes despreciable, o igual

a 2 S
a/\(’I — 2bN + szxi B ZZ}’i — 0 en todas las mediciones.

Y= f(.r) =a+ bz

-
-
-
-

l"

24



= flo)=ua+lr

Si se resuelve X

dx? ] Yxf Yy — X x 2(xiyi)
_:sz 2 4 9 Z ._ZZ . =0 =1
ab i +ea e TN -G

d 2
S 2N +2b Yy =2 ) yi=0 . _NZxyi—Ex 2y
: N3 7 = (Bx)?

Data reduction and Error Analysis
P.R.Bevington. D.K.Robinson

25



En un caso un poco mds general, consideramos errores en las mediciones de y =~ mmmmm) Conocemos los g;

Nos interesa que la recta ajuste mejor a los puntos medidos con mayor precision.

Esto se logra definiendo »?

N 1y — xﬂ‘—|—hr") 2 N
Q }(EZZ[JE (a «m,] en vez de Z a + bx; )]

G‘.
i=1 ¢

La solucién de las ecuaciones normales queda:

I 1 s ¥ ¥ y
a=— =L\ ZL fe
IEAEA-EaS 2
Xi
‘ 2=y YR (Y%

C).l 12
bzlz lzx'yl_zﬂ p/a
| A\~ o} < o} o <o}

Si los valores o; fuesen los mismos para todos los puntos y; (por se llega al mismo resultado para ay b como si no

ejemplo en la medicidn de y; solo se tiene el error instrumental) se computara el error

26



La ponderacion del error mitiga la distorsion que pueden introducir las mediciones poco precisas.

8 + —
- Sin ponderacion ——— - .
Con ponderacion
6 -
= 4 - En este ejemplo solo se incluye el error en la

variable dependiente y, Ay .
Se estd despreciando el error en x, Ax .

2 -

D ) I L} I ) I L] I L} I 1



= ¢ Y si el error en x no es despreciable ?
Hay métodos generales para errores en ambas variables, pero son mds complicados.

Lo habitual es elegir como x la variable con menor error, y despreciarlo.

¢ Qué criterio se puede tomar ?

. - s S
N L Yy
¢Y si xe ynosonla
misma magnitud? Mejor ¢pero no depende
de mds nada?
Lo mejor es elegir x e y, aplicar cuadrados minimos para estimar b, y chequear que se satisfaga: bAxr < Ay

Si no se cumple, hay que invertir los ejes, y aplicar el método para encontrar otros pardmetros:

& =ie1my
1 C

Pero queremos y=a+bxr = b=— a=-——
m m
28



Hemos calculado a 'y b, ¢ pero que error tiene estos pardmetros ?

En su determinacion estdn involucradas las N mediciones de (x;,y,),

p . 2
asi que se estima propagando el error de todas ellas. g
Suponiendo que las distintas mediciones no estdn correlacionadas

2
Ba_l(lle szx:)
2 2 2 2
8yj A (Tj O} g, O p 1 x32
con A= Z__ i (P
b 1(x, | 5 x,) = fh
T A\ o2 ) 24
dy, A\o;“o; o T o
N 2 2\2 2 2 2
L Ei'i (E—) g rgx I_J(E_:_) ]
a 2| 4 2 4 2 2 4 2
J:[ U) i U-_j U‘ U! Uj UI
1 [ 1 ( 2\2 X, . x*_x X2 2
- — 23 ALY LT 4T (T
2 E 2 2 2 2 2 2 2 2
A g; g o o <o, g o




N 2] 42 2 2 con A= Z
i=3 2L (s)-ylsrL(s2)]
TAt el \F o) o} el al o \To}
1 x2 ( 1\2 X 1 X 1 ( X 3]
=— (S LT — ]| 25 “+S— (S —
A? Eﬂ'ﬁ EU? EUEEUFEU? EUJE EU?
2 2
A2\~ g? o2 “ o} o}
~ I
= EZ x?
Si las incerteza son iguales G,= G para todos los valores de y - con A=




Si realizamos una regresidn donde no consideramos errores en las variable

2 o’ 2
(}'ﬂ :E xl-

Importantel

ﬂI:Nzxf— Z-’Xa

N -
(vi — yi)?

- (n — m)

con —

—

Las estimaciones de ay b no son independientes !
Una fluctuacion en a implica una en b, y viceversa.

Esto es fundamental a la hora de propagar los errores de ay b en cadlculos que los
involucran.



El concepto de cuadrados minimos se puede aplicar a todo tipo de funciones, no solamente a rectas.
Hay una gran diferencia segun si la funcién es lineal o no lineal en los pardmetros que se quieren determinar.

4 )

Lineales: a+br+cr? a Hf_“'ll(;;ft]. (1 D}{p(.r)._ alog(x)

Todo lo que vimos sigue valiendo, las ecuaciones normales son
diferentes pero siempre tienen solucidn, y es dnica.

.

4 No lineales: @ + a? . sen(ax), exp(ar), log(ar) )

Las ecuaciones normales no siempre tienen solucidn dnica, y en general
no fienen solucién cerrada.
La suma de los cuadrados se minimiza numéricamente usando algoritmos de
optimizacién, y muchas veces necesita una solucidn inicial, de la que depende

el resultado final. /

-

A veces se pueden convertir un caso no lineal en ofro lineal haciendo una sustitucién de variable.

Ejemplo: ajustar N datos (x;,y;) con una funcion exponencial:

y=exp(ax)  u=I@) — u=ax
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Ejemplo

Se mide la diferencia de potencial ¥ a lo largo de un conductor de nickel/plata en 9 posiciones x
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V (Volts)
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V=V, 4 bx

V (Volts)

| bl | Lol | L] ' Parameters  ~| ) B -
Equaton  |y-a+bx | | = P P AR Value  Standard Error  t-Value Prob>tf  ClHalf-Width
L Ll s . S S R N R R AR S | Intercept 0.07139 001917 372406 0.00742 0.04533
e 1] , | P B 8 P Slope 0,02622 340654E-4 7695987 1,64562E-11 8,05517E-4
Peaonsr | 0.8s4i] | NN P aEE |
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Value StandardError Value  Standard Error R-Square(COD) Adj. R-Square
V. 007139 001917 0,02622 3.40654E-4 0,99882 0.99865
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A'=N Z :f — (Z .rz-) : Potential

Point Postition difference

V, (¥ h Vv,

= (9 X 28,500) — (450)> = 54,000 number  (em) (V) 5 5V,
| 10.0 0.37 100 3.70
1 2 20,0 0.58 400 11.60
e ( Y2 u-Y u) m.) 3 30.0 0.83 900 24.90
A ! . ‘ 4 40.0 1.15 1,600 46.00
5 50.0 1.36 2,500 68.00
6 60.0 1.62 3.600 97.20
8 80.0 2.18 6,400 174.40
= (0.0714 ——* Concuerda con Origin 9 00.0 2.45 8.100 220.50
Sums 450.0 12.44 28,500 779.30

b— % (A'"Z-run =Ny yi) 2 S .ua-: doai Y
= (9 X 77930 — 450.0 X 12.44)/54,000

= 0.0262 » Concuerda con Origin

Concuerda con Origin
2 Verificar

Value | Standard Error / ~ = (y; — 9,)?
Intercept 0,07139 0,01917 g = -

2 =1 (n—m)

Slope 0.12212522 340654E-4 \ J§ :N%
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Supongamos que la diferencia de potencial ¥ medida tiene un error () de 0,05 Volts.

En ese caso en el Origin 9 graficamos con la barra de error en V y luego hacemos el ajuste lineal.

Obsérvese que valores de ay b no cambian.

100

Lm | ,,-am' | |
2, Wegn InErumenta .
Residual Sum 1.983%6 g
of Squarss
PESrEON'S T 092941 1
Al R-Squars 053865 =
Valus Standard Emor
2, Infesrcept D.o7i3g 0,019i7
v Slope 0.2e32 3. 40654E
O &
Z 5
> 1,
0. d =V, + bx
0, 10 20 30 40 1] &0 a0 [2TH]
Pos (cm)

Linear Fit (21/4/2021 15:30:17)

+ Notes  ~|

+ Input Data

=

+ Masked Data - Values Excluded from Computations =
+ Bad Data (missing values) -- Values that are invalid and thus not used in computations |

- Parameters  ~|
Value Standard Error t-Value Prob=|t| Cl Half-Width
Intercept 0,07139 0,01917 3,72406 0,00742 0,04533

Slope 002622

3, 40654E-4 | 7695987 | 1,64562E-11 8,05517E-4

- Statistics  *|
v
Mumber of Points 9
Degrees of Freedom 7

Reduced Chi-Sgr | 0,27851
Residual Sum of Squares = 1,94956

Pearson'sr | 0,99941
Ad|. R-Square | 0,99865

N
. 52
| cambian Xz _ (yt- - y,,)
Z o}
L

']—i Summary  ~|
Intercept Slope Statistics
Value  Standard Error  Value | Standard Error  R-Square(COD) | Adj. R-Square
V. 007139 0,01917 | 0,02622 3,40654E-4 0,99882 0,99865
- ANOVA |
DF | Sum of Sguares = Mean Sguare FValue Prob=F
Model 1 1649 55267 1649,55267 592282104 1,64562E-11
V. Emor 7 1,94956 0,27851 cambian
Total & 1651,50222

Generar errores diferentes o, y calcular para ver que sucede con el ajuste.
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El modelo de regresion lineal también supone que
los residuos siguen una distribucién normal

En el contexto de la regresion lineal, llamamos residuos a las

diferencias entre los valores de la variable dependiente observados
y los valores que predecimos a partir de nuestra recta de regresidn.

Regular Residual of Sheet1 B"W"

=
E

0,02

=

| B Regular Residual of Sheet! B"™V"

-0,03

&
B

Independent Variable



Trabajo Prdctico N° 3 - Medicidn de posicién de un objeto en movimiento okt Al

Para medir la posicién de un objeto en funcion del tiempo, vamos a usar un
sensor de movimiento. Funciona como la eco-localizacién de los murciélagos o
delfines y es el principio del sonar.

v Es un emisor y receptor de pulsos de ultrasonido.
v" Los pulsos se reflejan en los objetos al frente y regresan al emisor.

v' A partir del tiempo de viaje de los pulsos reflejados, el dispositivo
determina la distancia.

v No detecta bien objetos
cercanos (a menos de 15 cm de
distancia).

Motion Detector 2
Vernier

v Rango 0,15 maé m
| v Resolucién: Imm ULTRASOUND
- v" El haz se expande como un cono, J ——————————————
puede detectar objetos al i
costado. JETECTOR

v' Se puede elegir la frecuencia de
adquisicidn.,
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Trabajo Prdctico N° 3 - Medicidn de posicién de un objeto en movimiento

« Vamos a estudiar el movimiento de un carrito sobre un riel inclinado.
* Medir su posicién en funcion del tiempo, y medir su aceleracion para distintas inclinaciones del riel.
« Determinar la aceleracién de la gravedad a partir de los resultados.

« El sensor de movimiento tiene una
calibracién por defecto, pero hay
que revisarla y posiblemente
realizar una calibracién propia.

Sensor de movimiento

Carrito

+ Deben fijarlo mediante un soporte
al extremo elevado del riel.

*  No golpearlo ni dejar que lo golpee
el carro, es frdgil y caro.

Conversor

"Normal“ se usa para experimentos como el estudio del movimiento de una
Se puede ubicar Se cambiar la persona que camina de un lado a otro frente al detector de movimiento, una
perpendicular al sensibilidad pelota que se lanza al aire, el movimiento del péndulo y cualquier otro
plano inclinado movimiento que involucre distancias relativamente grandes o con objetos que

son reflectores deficientes.

“Track", se usa cuando se estudia el movimiento de los carros en rieles, o
movimientos en los que desea eliminar los reflejos perdidos de los
objetos cercanos al haz del sensor.

Puede pivotear ”



Trabajo Prdctico N° 3 - Medicidn de posicion de un objeto en movimiento

Carro Pasco ME-9454

Ruedas de baja friccion
Estructura polimérica
Imanes
Punto de enganche
®
’y-‘- "‘{“ Ranura

Collision Cart wessst

Orificio para montaje
Recipiente da carga

Velcro

Punto de enganche inferior

N AEWNE

Peso aproximado : 500 g.
Pesarlo en la balanza.



Trabajo Prdctico N° 3 - Medicidn de posicién de un objeto en movimiento

Objetivo : Describir el movimiento de un carrito en una rampa

Sensor de Movimiento

- . El encastre en el riel ‘
Movimiento 1D restringe el movimiento "
lateral

Hipétesis —

_ Entre el carro y el aire
Ausencia de

rozamiento Entre el carroy el riel

Entre las partes méviles del carro

—

La interaccion entre el carro y el riel esta mediada por las ruedas.
No es trivial describirla correctamente, pero veamos que pasa si la
aproximamos por la de un cuerpo puntual.
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aceleracion constante

mlj=FPy—N=0=N=15,

9)
) mz= P, =mg sen(a) = r = g sen(«)
a 0
= !(f) = &I + 'l‘(](f- — f-o) + §(f — fo)
Podemos hacer lo mismo con el balance de energia:
AFE;otal mmss) F;,. = FEp+ Ei esconstante
|
[ 5111]1'2 + mgh
|
Eestar = 5ma” + mg(hg — xsen(a))
Derivando una vez respecto del
tiempo (solo x depende)
i s ; Se llega a lo mismo, solo estamos asumiendo que
0 = max & — mgrsen(a) no ha : o licad
y rozamiento, sin importar cuan complicada
sea la interaccion carro-riel.

r = gsen(a)
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Trabajo Prdctico N° 3 - Medicidn de posicién de un objeto en movimiento

Procedimiento :

 Fijar el sensor de movimiento en un extremo del riel.
« Conectarlo al sistema de adquisicion de datos.

« Se utiliza el programa Motion DAQ. Calibrar el sensor de
movimiento.

« Dar una inclinacion o entre 5°y 15° al riel. Medir con
transportador o por trigonometria el dngulo de
inclinacion. El sensor de movimiento debe estar en el
extremo mas elevado del riel.

« Estimar sen o con su error.

« Colocar el carro sobre el riel a una distancia de 20 cm
del sensor (minimo).

« Comenzar la adquisicion de datos.

* Luego de unos pocos segundos soltar el carro

* Cuando el carro haya finalizado su movimiento. Detener
la adquisicién de datos.

* Repetir esta medicién 4 veces (con el mismo dngulo de
inclinacian).

Sensor de Movimiento
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Medicidon de la inclinacion del riel

Una propuesta, usando una cinta métrica y trigonometria simple

No es la Unica forma de
hacerlo. Pueden innovar.

Hy — Hy

sen(a) = No se olviden de estimar el
L error en sen(o.).

> H,H, : :

= [ FASCO ME-9495A

ANGLE INPICATOH




Ejemplo de una medicién:

Soltando el carro desde el reposo a 25 cm del sensor.

Inclinacion aprox. 10°

Velocidad de muestreo : 50 Hz

1.4
12-
10-
_ 084
X 075_-
04-

0,2 4

-

/

0,0

0,2

| . |
0,4 0,6
Tiempo (s)

0.8

1,0

/'

La curva roja se obtiene ajustando los puntos
experimentales por cuadrados minimos a la relacién

x = x, + bt + ct?

La ecuacién del desplazamiento en un MRUV es

1
X =x, + Uy, (t —t,) + Eax(t —t,)?

tp =0 == q, =2cC

¢ Cual es el error de x, ty a, ?
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« Para una dada inclinacion medimos ay y sen(a.)

La teoria establece larelacidn : @, = gsen(qy) — —— Se puede obtener g

« Pero vamos a medir a, y sen(a) para distintas inclinaciones

Podemos definir dos variables de manera que su relaciéon sea lineal, con pendiente g:
U= a,

u=wg
w = sen(a)

Si realizamos un ajuste por una recta usando cuadrados minimos, podemos asociar g a la pendiente
del ajuste.

Esto es mejor que la medicion en un solo punto, ya que incorpora informacién de mdltiples mediciones.

+ Sinosecumple ¢gA(sen(a)) < Afay) esconveniente invertir los ejes



Trabajo Prdctico N° 3 - Medicidn de posicion de un objeto en movimiento

Procedimiento :
« Colocar el carro sobre el riel a una distancia de 20 cm
del sensor (minimo).
« Comenzar la adquisicién de datos.
« Luego de unos pocos segundos soltar el carro

» Cuando el carro haya finalizado su movimiento. Detener B
la adquisicién de datos.

« Repetir esta medicion 4 veces (con el mismo dngulo de
inclinacion).
« Estimar la posicién del carro en funcion del tiempo y para

cada tirada obtener la aceleracion a partir del ajuste de
la pardbola.

* Promediar los 4 resultados de aceleracién y estimar el

error.

« Volver a realizar lo anterior con 5 dngulos de inclinacidn
diferente.

« Utilizando los resultados de las aceleraciones para cada
inclinacidn, obtener la aceleracién de la gravedad por
ajuste lineal (usando cuadrados minimos).
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¢ PREGUNTAS ?



