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Capitulo 5

Composicion de senales

En Fisica 2 estudiamos propagacion de ondas imponiendo condiciones iniciales arbi-
trarias en sistemas que soportan modos normales, y vimos que en esos casos la onda que
se propaga en el medio es una superposicién de modos normales (jlos modos forman una
base de el espacio de soluciones!). Esto es factible debido al principio de superposicién:
dado que la ecuacién de ondas es lineal, una combinacion lineal de soluciones también es

solucién.

En lineas generales, para hallar la solucién se propone que la solucién general a tiem-
po inicial es una superposicién (combinacién lineal) de modos normales. Luego, para
hallar las amplitudes y fases de cada término de la superposiciéon usamos la condicion
inicial expresada en una base Fourier (que, elegida apropiadamente, coincide con la de los

modos normales), e igualamos la solucién general en el tiempo inicial a la condicién inicial.

jAtencién! Si no recordas esto que acabas de leer, leé primero la seccién 5.1 en
donde comentamos brevemente un ejemplo que vieron en Fisica 2 y luego retoma

desde aqui. Si recordas todo, te lo podés saltear.

Si el sistema que estamos estudiando soporta un continuo de frecuencias, en lugar de

usar sumatorias usamos integrales: la transformada de Fourier.
Este concepto lo podemos extrapolar a muchas situaciones, mas alla de las ondas.

Se utiliza muchisimo en casi cualquier rama de la fisica, como la electrénica y la dptica.

Veamos algunos ejemplos.
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La mayoria de los dispositivos electronicos que usamos hoy en dia manejan senales
digitalizadas. Un ejemplo que ya usamos es la senal cuadrada que genera el generador
de funciones. Para generar esa senal, el generador no hace mas que superponer senales

armonicas de distintas frecuencias. ;Se te ocurre cudles?

Otro ejemplo es como se transmite la informacién en los circuitos légicos. En ge-
neral esta estd codificada en 8 bits, es decir base binaria de 8 digitos (por ejemplo, si
quiero transmitir una senal de 2 V, su codificacién en base binaria es 00000010 ya que
2=0Xx284+0x2"4+0x204+0x294+0x2'+0x22+0x22+0x224+1x2"4+0x2%).
Al conjunto ordenado de 8 bits lo conocemos como byte. Esta informacion ademaés se
trasmite como pulsos con cierta frecuencia (bits por segundo), conocida como bit rate. Es
decir que, a fines practicos, en los circuitos légicos la informacion se transmite en cédigo
binario, donde cada digito es un pulso de amplitud 0 V si quiero transmitir el cero binario,
y 3 V o5V para el 1 binario. En otras palabras: para transmitir la informacion de que
la sefial tiene 2 V, se transmite una serie de pulsos ordenados en el tiempo (byte) de
amplitud (0000 0 0 1 0). Y asi, cualquier informacién que quiera transmitir necesito
codificarla en cédigo binario y transmitirla como 1 y 0, es decir como pulsos de 5 Vy 0 V.
Para transmitir estos pulsos, necesito que la electronica que uso tenga suficiente ancho de
banda como para que estos pulsos de los bits se propaguen en los circuitos sin deformarse

demasiado (es decir, que no pierdan sus componentes de Fourier al propagarse).

Notar que, en cualquiera de los ejemplos mencionados anteriormente, para que los
pulsos o senales estén bien conformados, es decir que tengan la forma que quiero que
tengan, mateméticamente deberia tener infinitas frecuencias (infinitas componentes del
espectro en la serie de Fourier). Sin embargo, ningtin dispositivo electrénico puede manejar
infinitas frecuencias (ya que su ancho de banda es limitado), por lo que las series estan
truncadas. Entonces podemos ver una de las razones por las cuales es importante el ancho
de banda de los dispositivos electrénicos (las frecuencias que pueden sintetizar o medir).
Para sintetizar senales cuya forma no es armoénica necesito que el ancho de banda sea
suficiente para poder sintetizar la fundamental de la senal y un nimero adecuado de

armonicos.

Analicemos todo lo dicho haciendo experimentos!
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5.1. Recordando algunas cosas vistas en Fisica 2

5.1.1. La serie y la transformada de Fourier

La base de Fourier {1, cos(2mnv,z), sin(2rnv,x)} nos permite escribir cualquier fun-

cion periddica como una combinacion lineal de senos y cosenos:

S(x) = % + Z ancos(knx) + bysen(k,x) (5.1)

donde las frecuencias k, = nk, son miltiplos de la frecuencia fundamental v, y A,, B,

amplitudes que pueden ser halladas a partir de las siguientes expresiones:

ap = %/OL S(x) cos (27;”:6) dz (5.2)

_ % /0 " () sin (%;;;;) do (5.3)

En la Fig. 7.1 se pueden observar las series de Fourier de diversas ondas periédicas.

(-1, o<x<L/2 4 o 1 (2
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Figura 5.1: Series de Fourier de ondas periddicas cuadrada, diente de sierra y triangular.

Nota: Todo esto vale también para el tiempo, alcanza con cambiar z — t y

k, = w, = 27U,.
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Tarea: Usando algtin lenguaje de programacién, graficar las series de Fourier de
la Fig. 7.1, para un nimero finito de términos N,,.

-Que sucede cuando N, aumenta?

-Cuantos términos necesito para que la serie se parezca a la funcién?

-Como puedo definir un error?

Asi como existe una base de senos y cosenos, dado que la exponencial compleja es una
combinacién lineal de senos y cosenos (e~ = cos(kx) — isin(kz)), también podemos

definir la serie de Fourier en una base exponencial

S(z) = f: C, e (5.4)

En donde los coeficientes (), pueden ser hallados a partir de la siguiente expresion

. 1 —ikx
C, = L/LS(x) e "dx

Mas aun, si el sistema admite un continuo de frecuencias (por ejemplo cuando no
es un sistema acotado, por lo que las frecuencias no se discretizan), en lugar de usar
una sumatoria discreta podemos usar una integral (por ejemplo haciendo el limite al
continuo empleando la serie en base exponencial), obteniendo la transformada de Fourier.

La expresién para la transformada directa es

FU0)} = F(v) = / T r) e gy

y para la transformada inversa
oo

FUFW) =10 = [ Fo)-ea

—0o0

En la Fig. 5.2 se pueden observar las transformadas de algunas funciones que solemos

usar.
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Figura 5.2: Transformadas de Fourier de distintas senales no periédicas.

Pensar: Podrias asociar las transformadas de la Fig. 5.2 a fenémenos que estu-

diaste en Fisica 27

Veamos ahora ejemplos en donde usaron transformadas y series en Fisica 2.
5.1.2. Ejemplo del uso de la serie de Fourier en el problema de
condiciones iniciales en sistemas acotados

Vamos a comentar someramente un ejemplo, pero si necesitds mas detalles podés
consultar el apunte de la materia Fisica 2 [?]. Tomemos como ejemplo para recordar, el
de una cuerda de longitud L con extremos fijos. Tal como se mencion6 en la seccion 4.1.2,

una posible solucién es

U, (x,t) = Apsin(k,z)cos(wpt + pn) (5.5)
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con k, = nm/L. La solucién més general es una superposicién de modos normales

U(z,t) =X, A.sin <n%x) cos (wnt + gon) (5.6)

en donde las constantes A, v ¢, estan determinadas por las condiciones iniciales. Vamos
a suponer que la cuerda parte del reposo, es decir ¥(z,0) = 0, de una posicién inicial

dada por la expresion

0 si0<z<Z

U(z,0) =491, sit<z<it (5.7)

0 si%<m<L

Si pedimos que la cuerda parta del reposo en la expresion 5.6, obtenemos que
YA sin(k,z) sin(p,) =0 (5.8)
para toda posicion, por lo que la tnica posibilidad es que ¢,, = 0 para todo valor n.
La condicién inicial para la deformacién implica poder igualar ¥(z, 0) = ¥(z,0). Nos
encontramos con el problema de que la forma general para la deformacién estd escrita
en una base de senos, mientras que la condicién inicial es una funcién cuadrada. De este

modo lo primero que tenemos que hacer es escribir a la condiciéon inicial en una base de

senos y cosenos (la de Fourier):

oo
U(z,t) = EpApsin(p%x) = U(2,0) = a/2+ Y ancos(nkoz) + busen(nk,e)  (5.9)

n
Dado que las series de Fourier permiten escribir funciones peridédicas como super-
posicion de senos y cosenos, para poder expresar a la condicion inicial como una serie
de Fourier necesitamos convertirla en una funcién periédica. Pero, ;cual seria el periodo,
y que condiciones tienen que cumplir? En primer lugar, se tienen que cumplir las con-
diciones de borde en x = 0 y = L. En segundo lugar, querriamos interpretar la serie
de modos como otro desarrollo Fourier para igualar término a términos los coeficientes.
Esto es posible s6lo si ambos desarrollos son de funciones con la misma periodicidad. Los

periodos espaciales de los modos normales (longitudes de onda de los modos) son

2 2L
Ay = — = —, 5.10
P kp D ( )
es decir que la longitud de onda del modo fundamental (p = 1) es \; = 2L, y todos los otros

son fracciones enteras de este. Por lo tanto, en analogia, vamos a pedir que el periodo A
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de una extension periddica de \Tf(x, 0), sea la longitud de onda fundamental: A = A\; = 2L.
Entonces, siendo que k, = 27/A, reemplazando A = 2L se obtiene k, = w/L, en cuyo

caso la igualdad entre series quedara

U(x,t) = EpApsm(p%x) = U(z,0) = a,/2 + Z ancos(n%x) + bnsen(n%x) (5.11)

Entonces ya sabemos cudl es el periodo de la extension. Para terminar de determinar
cual es la funcién extendida correcta, notemos que en la igualdad anterior entre desarrollos,
del lado de modos normales solamente tenemos senos, mientras que para Fourier tenemos
senos y cosenos. Por lo tanto, necesitaremos que a,, = 0 para todo n. Esto lo logramos si
extendemos a \Tl(x, 0) de forma impar. En la Fig. 5.3 encontramos la extensién impar de

U(z,0), con periodo A = 2L y que ademds cumple las condiciones de borde (en este caso

dos extremos fijos).

-2L -5L/3 —-4L/3 —-L -2L/3 -L/3 O L/3 2L/3 L 4L/3 5L/3 2L
X

Figura 5.3: Extensién impar de ¥(z, 0).

Solo queda ahora resolver las integrales de las ecuaciones 5.3 tomando como periodo
2L, es decir:

b(

2 [ 2 1 [
In = 57 i (x) cos ( gzx) dr = _/o f(z) cos <%> dx (5.12)

9 2L 9 1 2L
b, = i/o f(z)sin < sz> dr = —/0 f(z)sin (%) dx, (5.13)

a partir de las que se obtiene

[N}
~

an—l -

W(Qj;bi 1) {COS (@) e (@H (1)
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Es decir que solo sobreviven los términos impares, al igual que la expansién en modos
normales, por lo que podemos igualar los coeficientes by,—; = A, en la expresién 5.11. De

modo que la solucion para todo tiempo es

U(z,t) = zﬁ: {% {cos (@) — cos (@)] sin (n%x) cos (wnz(f + go)n)}
5.17

5.1.3. Ejemplo del uso de la transformada de Fourier en 6ptica

Observando la Fig. 5.2, es facil recordar muchos problemas que resolvimos en éptica
en Fisica 2:
1) Difraccién en una rendija: la difracciéon en campo lejano es la transformada de Fourier
de la rendija. Observar en la figura 5.2 que la transformada de la funcién cuadrada es la

funcién seno cardinal.

2) La interferencia de N fuentes puntuales (campo lejano), es la transformada de Fou-
rier de un peine de deltas como el tltimo ejemplo de la figura 5.2. Esto da como resultado
méximos (puntos brillantes) centrados en multiplos de 27 /T (los ordenes de difraccion).

Estos maximos son mas angostos cuanto mas fuentes puntuales tenga.

3) En el caso mas general, la difracciéon por una red se calcula como la interferencia
de N fuentes puntuales (N es el nimero de rendijas iluminadas), multiplicado por la di-

fraccién en una de las rendijas (la transformada de Fourier de una de las rendijas).

5.2. Sintonizando senales con los piezoeléctricos

Vimos que, al alimentar al emisor con una senal sinusoidal de amplitud A,, en el
receptor se mide una senal de la misma frecuencia pero cuya amplitud depende de la misma
(A(v)). Entonces podemos definir a la funcién transferencia del par emisor-receptor PE
como T'(v) = A(v)/A,. Vemos entonces que, si la frecuencia de alimentacion esta cerca del
méximo de la funcién transferencia (curva azul en la figura 5.4), la respuesta serd mucho
mayor que para una senal cuya frecuencia esté en las colas de la misma (curva verde).
Podemos definir al factor calidad o de mérito como @ = v,/Av, donde v, es la frecuencia
central y Av el ancho a mitad de altura de la campana de resonancia. Para el caso tipico

de los piezoeléctricos que se encuentran en el laboratorio, ) ~ 0,1. Ver que cuanto mas
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grande es la frecuencia de resonancia y mas angosta la respuesta en frecuencias, () se hace

mas grande.

1.0 A(vy)
A, 0.8
0.6 , |
~40kH.
T(L’} Vo z
A A A -
A A AANAA 0.4 AvndkHz
4 o5 A(vy)
VVV VLV VYV VD 0.0 — — coT T T
0 10 20 30 40 50

frecuencia (kHz)

Figura 5.4: Izquierda: dos ejemplos de senales sinusoidales con distinta frecuencia con las cuales
se alimenta un par ER. Medio: Curva de transferencia para el par ER. Notar que la frecuencia
de la onda azul es un maximo en la funcién de transferencia, mientras que la verde no. Derecha:
senal respuesta de cada excitacién. Notar que en el caso de la onda azul la amplitud es mucho
mayor que la verde.

Para pensar

;Podemos pensar al piezoeléctrico como un filtro en frecuencias? (ver Fig. 5.4)
Explicar. ;Cémo deberia ser () para sintonizar las frecuencias con precisién gran-
de?

5.3. Sintonizando senales peridédicas

Vamos ahora a estudiar la capacidad del piezoeléctrico de sintonizar senales. Sabemos
que, en general, si la senal es periddica podemos escribirla como una suma de senales
armonicas a partir de la serie de Fourier. Tomemos el ejemplo particular de la senal
cuadrada (ustedes en clase pueden tomar la que maés les interese). Una senal periédica
cuadrada de amplitud A cuya frecuencia es v, como la que se muestra en la figura 5.5,
puede ser representada por la serie de Fourier cuyos términos corresponden a multiplos

impares de la frecuencia fundamental:

S(t) = %{sin(%ﬂ/o) + %sm(zw(s%)t) + %sin(Zw(E)yo)t) + ...} (5.18)
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Figura 5.5: Senal periédica cuadrada de amplitud A y frecuencia v,,.

Importante: Observar que no importa qué valor tome v,, los coeficientes de Fourier

son siempre iguales ya que responden a la forma funcional de la senal.

En la figura 5.6(a) se puede observar la dependencia temporal de la sefial y los primeros
términos de la serie de Fourier. En la figura 5.6(b) se observa el espectro de frecuencias
de la senal; es decir, la relacién de los coeficientes de la serie de Fourier en funciéon de la
frecuencia. Se observa que, a medida que aumenta el nimero de armonico, la amplitud se
hace cada vez mas chica: esto hace pensar que, si bien la serie es una sumatoria infinita
de términos, no necesitamos infinitos términos en la aproximacién para tener una buena
representacion de la senial. En la figura 5.7 se puede observar la aproximacién tomando

N=1 y N=10 términos de la serie de Fourier.

a) 2 5° armpnico 5v, 1.50 ': i i b)
1.0 ———/ 1.251 * | 1
/' 3°arnjdnico 3v, Lo
s 05 1.00{ | 1 i
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2 oY o)
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_ y — T\ 025{ 1 1 e
1.0 \_/ Fundamental v, \ S . T T e
: : : : 0.00 +——1— : :
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tiempo (s) le-5 frecuencia (kHz)

Figura 5.6: (a) Senal cuadrada (en azul) y los primeros tres términos de su serie de Fourier
correspondientes al modo fundamental (amarillo), tercer (verde) y quinto (rojo) arménico. (b)
Espectro de frecuencias de la senial cuadrada.
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Ejercicio previo a la clase: Programar la serie de Fourier y graficarla para
distintos valores de N. Estimar numéricamente el error de aproximacion y definir
cuantos términos es razonable tomar para tener una buena aproximacién de la

senal. Describir el criterio elegido.

N=1
1.0 i PASAA — No10
- 057
=N
= 0.0
£
T —0.5 1
~1.0 R A
0 1 2 3 4 5
tiempo (s) le—5

Figura 5.7: Aproximacién a la sefal cuadrada (azul) tomando N=1 (amarillo) y N=10 (verde)
términos de la serie de Fourier.

Tal como se mencioné en la introduccién de este capitulo, en cualquier instrumento
para construir una senal se superponen ondas arménicas y, dado que el ancho de banda de
los instrumentos es finito, no se pueden considerar infinitos términos en la superposicion
de las senales. Entonces, supongamos que el ancho de banda de nuestro instrumento es
800 kHz: en el caso del ejemplo podriamos tomar solo 10 términos de la serie, y por lo

tanto mediriamos en el osciloscopio la senal que se muestra en la figura 5.7.

Para pensar y experimentar:

Observar en el osciloscopio el detalle de una onda cuadrada generada por el ge-
nerador de funciones.

- (Cudl es el ancho de banda del generador de funciones? (estd impreso en el
mismo)

- (Cuadl es el ancho de banda del osciloscopio? (estd impreso en el mismo)

- ;/Cual es el contenido espectral de la senal que estamos midiendo?

- /Quién lo limita: el osciloscopio o el generador de funciones?
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Pensemos ahora el siguiente experimento. Alimentamos al piezoeléctrico emisor con
una senal cuadrada. La frecuencia fundamental de la senal cuadrada la podemos cam-
biar libremente. ;Qué se espera medir en el piezoeléctrico receptor? ;Qué pasa cuando
cambiamos la fundamental? Para responder esto podemos hacernos algunas preguntas
que motiven el experimento. Aqui van algunos ejemplos, pero ;qué otras preguntas se te

ocurren?

Para pensar (antes de la clase) y experimentar (en clase):

Elegir la frecuencia de la senal con que se alimentara al piezoeléctrico. ;Cémo es
la separacién entre las frecuencias los arménicos de la cuadrada respecto al ancho
de la campana de resonancia?

., Qué se mide en el receptor si se alimenta al emisor con una senal cuadrada de

frecuencia:

igual a la de resonancia del PE?
- igual a la de resonancia sobre un nimero entero impar?

igual a la de resonancia sobre un nimero entero par?

distinta a cualquiera de esas opciones?

., Cémo utilizarias el piezoeléctrico para medir los coeficientes de la serie de Fou-
rier?
. Puedo reconstruir la senal empleando esos coeficientes de Fourier?

Explicar... jy hacerlo!

5.4. Respuesta impulsiva de un sistema

En todos los casos que vimos hasta ahora, el par ER fue alimentado con una onda
periddica, y, por lo tanto, con un espectro de frecuencias discreto. Supongamos ahora que
alimentamos al PE con una senal cuyo contenido espectral es continuo y coincidente con
la funcién transferencia T'(v). Ademds supongamos que idealmente esta senal tiene un
espectro plano, es decir, todas sus componentes espectrales tienen la misma amplitud. En
la figura 5.8 se muestran algunas de las senales incluidas en la senal de alimentacién en
este experimento imaginario. Por lo que vimos hasta el momento, al medir en el receptor
solo aquellas senales cuyas frecuencias coincidan con la campana de resonancia ofrecen

una senal apreciable. Las senales con frecuencias coincidentes con la de resonancia tendran

76 Apuntes Laboratorio 2, Catedra Prof. M.G. Capeluto



mayor amplitud y las que estan hacia las colas de la funcién transferencia tendran menor
amplitud. En el receptor se mide entonces la superposicion de todas esas senales. Es decir
que, analizando el espectro de la senal medida, podemos medir la funciéon transferencia

del sistema piezoeléctrico ER.

T(v)
\/\/\/\ 1.0 VAV VN

P - | AN
AN

0.4
Av~4kHz

\/\/\ 0.2
0.0
/\/\ 0 10 20 30 40 50 T~
frecuencia (kHz)

Figura 5.8: Esquema de la accién del par ER cuando se alimenta al emisor con ondas armoénicas
de igual amplitud cuyas frecuencias se encuentran en el rango donde la funcion transferencia
T'(v) no es nula. La respuesta del par ER es la superposicién de todas las ondas que se encuentran
a la derecha.

Nos preguntamos ahora: jes posible excitar al PE simultaneamente en todo el rango
en que este puede responder? Es decir, ;jexiste alguna senal cuyo espectro sea continuo y

se superponga con la funcién transmision 7'(v) del PE? ;Cudl serd esta senal?

Para responder esa pregunta necesitamos pensar en cudles son las senales con mayor

contenido espectral, y nos vamos a ayudar con situaciones que ya conocemos (jy la figura
5.21).

Analizar las siguientes situaciones con intuicién y conocimiento:

- Un aplauso, un golpe en una mesa, un chasquido con los dedos, la explosién de
un chaskiboom (todos lo conocemos no? :) ): jcudnto dura el evento en el tiempo?
.qué contenido espectral necesito para que suceda tan rapido?

- Hacer un experimento en casa grabando alguna de estas senales y utilizar la
transformada de Fourier para analizar su contenido espectral.

- La difracciéon en una rendija en campo lejano: jcémo se relacionan la ‘funcion
rendija’ y la ‘funcion difraccion’? jCuanto espacio ocupa la rendija? ;Cuanto es-
pacio ocupa la difraccién? ;Cémo se relaciona la difracciéon con la transformada

de Fourier de la rendija?
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Nota: Recordar la definicion de la transformada de Fourier explicadas anterior-

mente.

5.4.1. Respuesta al impulso

Todas las situaciones que describimos anteriormente estan relacionadas con seniales del
tipo impulsivas. Es decir, senales muy cortas en el tiempo y de amplitud muy grande. El
impulso ideal es una §(t) de Dirac, cuya transformada de Fourier (TF) es una constante
(Fig. 5.2), por lo que su contenido espectral es infinito. Sin embargo, experimentalmente
no podemos tener una senal que sea una delta (ya vimos que los dispositivos electrénicos
tienen un ancho de banda limitado). Entonces, veamos cudl es la mejor senal impulsiva

que podemos generar.

En la figura 5.9 se observa un pulso cuadrado de ancho At y altura 1/A(t) (es decir
drea A = 1). Llamaremos a esta funcién x(t) = rect(t). En el limite de At — 0, el
pulso cuadrado se parece cada vez méas a la delta de Dirac. La TF del pulso cuadrado de
ancho At es la funcién seno cardinal sinc(v/Av), que tiene su maximo en la frecuencia
v = 0, y el ancho de la regiéon maés significativa es (~ 1/At). Vemos que a medida que
disminuye At el ancho de la funcién sinc aumenta, es decir, el contenido espectral aumenta.
Entonces, generando el pulso més angosto posible obtendremos el mayor ancho espectral,

pero centrado en la frecuencia v = 0.

Experimental: ;Cual es el pulso mas angosto que se puede generar empleando

el generador de funciones del laboratorio? ;Qué contenido espectral tiene?

Todavia podriamos hacer un truco mas para correr el centro del espectro a donde
nosotros querramos. Supongamos que, en lugar de emplear una funcién cuadrada, em-
pleamos una funcién armoénica (portadora) modulada por una funcién cuadrada, z(t) =
rect(t)sin(2nv,t). Para calcular la TF vamos a usar una propiedad de la transformada,

cuya deduccién van a aprender mas adelante, pero es tan bueno que se los muestro ahora:

Propiedad: Dadas las funciones f y g, la transormada del producto se calcula asi:

F{Wg)} = FUO} « Flo)} = Fv) x G(v)

Es decir: la transformada de un producto, es la convolucion del producto de la trans-
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Figura 5.9: Esquema de un pulso cuadrado de ancho At y altura 1/At (izquierda) y su transfor-
mada de Fourier (derecha). A medida que At — 0, el pulso se parece cada vez més a una delta
y la transformada a una constante.

formada ‘

Entonces, la TF de z(t) se puede expresar como (la cuenta que sigue va para quienes

hayan hecho Matemaética 4, quienes aun no hayan cursado vean directamente el resultado):

F(v) = F{z(t)} = F{rect(t)sin(2nv,t)} = F{sin(2mv,t)} « F{rect(t)} = (5.19)
F(v) =06 —v,) * sinc(v/Av) = sinc((v — v,)/Av) (5.20)

en donde usamos los resultados de la tabla 5.2 para calcular las transformadas. Es decir,
agregar la portadora nos permitio correr el espectro a la frecuencia que querramos. En la
figura 5.10 podemos ver un ejemplo de la senal y su transformada para una portadora de
frecuencia v, = 10 kHz. Sin embargo, cuanto mas angosto es el pulso, menos oscilaciones

entran, y cada vez menos se parece la senal a una modulacién y una portadora.

1.0 1.00
0.5 0.75
3 Fx®} 3 os0
£ E 0.25
] —05 m
' 0.00
-1.01 ‘ , ‘ : -0.25+, : : , :
-4 -2 0 2 4 0 5 10 15 20
tiempo (s) frecuencia (kHz)

Figura 5.10: Ejemplo de una senal arménica modulada por una funcién cuadrada y su transfor-
mada de Fourier
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Volvamos ahora al caso del pulso cuadrado, y analicemos un ejemplo hipotético senci-
llo para ver como es la evolucién temporal para distintos anchos de impulsos, o a medida
que el pulso cuadrado se acorta para parecerse mas a un impulso ideal. El caso que se
muestra podria ser el de un oscilador amortiguado. Queremos analizar qué sucede cuando,
luego de recibir el impulso, el sistema evoluciona. Vemos que el ancho del pulso fija la
condicién inicial para la evoluciéon posterior. Cuanto mas corto, menos importante lo que
suceda dentro del pulso; es decir, se lleva al sistema a la condicion inicial instantanea-
mente. La evolucion posterior depende de las frecuencias que se hayan activado, hasta
que el sistema decae completamente. Si el sistema tiene asociadas varias frecuencias o
un ancho de frecuencias, cada senal asociada a una frecuencia individual decaera con el
tiempo caracteristico propio, pero la senal total serd la superposicién de todas las senales.
Es decir, estamos dando un impulso al sistema, y este reaccionard activando todas sus
frecuencias que coincidan en rango espectral con las del impulso (idealmente un rango
infinito), y la evolucién posterior sera que cada componente espectral decaerd con su
tiempo caracteristico. La respuesta total es la superposicién de las respuestas individuales
en cada frecuencia. Seguiremos trabajando con el concepto de frecuencias activadas en la

siguiente seccién.

LT 1At
1/At 1/At \
/—\ X X
At t At t At t
Impulso largo Impulso acortado Impulso muy corto

Figura 5.11: Dependencia temporal de una sefial ante distintos impulsos. Cuanto mas corto el
impulso, es menos importante lo que pase durante At, la evolucién posterior depende de las
frecuencias activas del sistema.

5.4.2. Respuesta al escalén

En los experimentos de tiempo de vuelo en ultrasonido (piezoeléctricos) y en sonido
(tubo de Kundt) usamos una senal cuadrada de baja frecuencia (~ 10H z) para medir con
qué velocidad se propaga el flanco de la senal en el aire. Para eso medimos el retardo At
entre la senial medida en el receptor (PE receptor o micréfono) y la senal de alimentacién

en funcién de la distancia entre el emisor y el receptor d, y usamos que d = ¢,At, donde ¢,
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es la velocidad de propagacion de las ondas. Como ejemplo de las senales medidas, en la

figura observamos la senal que resulta de alimentar a un piezoeléctrico con dicho flanco.

— Impulso § 1000
0.015 Pespuesta
[— LT e ———r————

0.010 | 1 1

0.005 | Hit

-0.00%

Voltage (V)
8

0.010 At |

=0.015

0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025

Tiempo (s)

Figura 5.12: Respuesta del par ER (naranja) cuando se alimenta al emisor con una senal cuadrada
de baja frecuencia (azul). At es el retardo entre que la senal es enviada por el emisor y recibida
por el receptor.

Tratemos de entender ahora, por qué la senal adquiere esa forma. En primer lugar
vemos que, para las escalas temporales que estamos manejando, podemos pensar que la
senal cuadrada es simplemente una senal constante nula (frecuencia cero), un flanco ver-
tical (ahora veremos que significa vertical) y nuevamente una senal constante (frecuencia
cero). Sabemos que el piezoeléctrico no tiene respuesta en v = 0, entonces si lo estamos
excitando, es porque el flanco tiene al menos una porcién de su contenido espectral que

coincide con al funcién transferencia del PE, T'(v).

Comencemos analizando conceptualmente al flanco, luego daremos descripciones mas
matemadticas. En la figura 5.13(a) vemos un flanco tipico que podriamos medir con un
osciloscopio. Podemos caracterizar al flanco midiendo el tiempo de subida de la sefial (o
rise time) t, que se suele caracterizar midiendo el tiempo que tarda la senal en subir
del 10% al 90 % del valor estable. En el ejemplo de la figura 5.13(b) se observa cémo
el flanco de una senal cuadrada se va ajustando por una serie de Fourier que considera
cada vez mds términos. Vemos que si solo consideramos el primer arménico (una onda
sinusoidal con la frecuencia fundamental) la subida de la senal es muy suave. También
vemos que su flanco es mas vertical cuanto mas términos de la serie se consideran. Lo
que estamos diciendo es que para tener un flanco vertical se necesita mucho contenido

espectral. Pero jcudnto es mucho? Se puede ver, analizando la transformada de Fourier,
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que el tiempo de subida de la senal es inversamente proporcional al ancho de banda
t, = 0,35/BW (bandwidth). Entonces por ejemplo, si el tiempo de subida es 10 ns, el
ancho de banda es aproximadamente 35 MHz, que es 3 ordenes de magnitud mayor que

la frecuencia que necesitamos para excitar al PE.

F'y a] 12 b) . B
1.0 N

0.8

0.6

1* harmonic_~
0.4 -

100%
90%

1% +3'* harmpriics

Voltage (V)

19 437 45 farmapics

0.2

00 ":‘:k?:‘;{ "";}h“‘\\‘“’ 1% 4314 45% 4+ 17 harmonics
-0.2

8 9 10 11 12
Tiempo (ns)

10%

Figura 5.13: (a) Flanco de una senal cuadrada y medicién del tiempo de subida (¢,). (b) Ejemplo
de como la suma de més arménicos (o términos en la sumatoria) en la serie de Fourier reconstruye
cada vez mejor una onda cuadrada.

Para experimentar

- Caracterizar el flanco de una senal producida en el generador de funciones em-
pleando el osciloscopio. ;Cudl es el tiempo de subida? ;Cual es el contenido es-
pectral? ;Quién lo limita: el generador, el osciloscopio o ambos?

- Comparar el ancho del pulso més angosto con el tiempo de subida. ;Cual de las

dos senales es méas rapida? ;Cudl tiene mayor contenido espectral?

Nota: Si bien se comparo el flanco con términos de una serie de Fourier, todo este
analisis de puede realizar empleando la transformada de Fourier de la funcién Heaviside:

su comportamiento con la frecuencia, al igual que los términos de la serie, va como 1/v [?].

Entonces tenemos ancho de banda suficiente para excitar al PE, y lo estamos excitando
en todas sus frecuencias. {Cémo entendemos entonces la senal de respuesta? En primer
lugar, se observa que hay un retardo At entre que la senal es emitida y el PE receptor la
recibe. Luego, de todas las posibles frecuencias contenidas en el flanco, solo aquellas que

coinciden con T'(v) tienen una amplitud significativa. La senal total es la superposicién de
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todas las senales cuyas frecuencias estan contenidas en 7'(v), con amplitudes dadas por
T(v). Como todas las frecuencias estdn muy juntas, el resultado de dicha superposicién

es un batido.

Si entonces realizamos la transformada de Fourier de la senal medida, obtendremos la

funcion transmisién del par ER.

Pensar y experimentar

Pensar cudles son las diferencias y similitudes que hay entre el par ER piezo-
eléctrico y el micréfono-parlante en el tubo de Kundt.

- ,Cémo se comparan los anchos de banda de sus respuestas?

- ,Coémo se comparan las frecuencias que se pueden propagar entre ellos?

- ; Qué se espera obtener si se realiza el experimento de la respuesta impulsiva en
el tubo de Kundt?

5.5. Frecuencia de muestreo y transformada de Fou-
rier

Cuando medimos con un instrumento en el laboratorio, a pesar de que la variable de
interés sea continua, obtenemos una muestra discreta de esa variable. Por ejemplo, cuando
medimos la amplitud de la onda en funcion del tiempo, estamos de acuerdo que tanto la
amplitud como el tiempo son variables continuas; sin embargo, el osciloscopio nos entrega

una senal que es digitalizada y muestreada.

La digitalizacion depende de los bits que tenga la placa de adquisicion del osciloscopio
o del instrumento que estemos usando. Por ejemplo, si nuestra placa es de 12 bits, significa
que todo el rango dinamico que puede medir nuestro instrumento AV, va a estar dividido
en valores digitales AV/2!12,

El muestreo de una senal dependiente del tiempo corresponde a tomar datos equies-
paciados en un tiempo dt o a una frecuencia de muestreo f; = 1/dt determinada. La
frecuencia de muestreo define el niimero de muestras que se obtienen de la senal por
segundo, y esta limitada por el instrumento de mediciéon. En este proceso hay que ser

cuidadosos en no perder informacion de la senal. En la Figura 5.14 se muestra un ejemplo
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de una senal muestreada (medida) utilizando una frecuencia més chica que la de la senal a
medir, por lo que se obtienen puntos discretos sobre la senal. Sin embargo, se observa que
la senal muestreada (puntos azules) poco tiene que ver con la senal que se desea medir.
Si la frecuencia de muestreo no es adecuada, la senial medida puede resultar en una senal

completamente distinta a la original. Este efecto se lo conoce como aliasing.

El teorema de Nyquist, establece que una senal estara correctamente muestreada si la

frecuencia de muestreo f, es al menos el doble de la frecuencia mas alta de la senal f,,4..

fs > 2fn. (5.21)
NANA A A NNAA A
HAYATAT VAV IWARARAVAVAWATANANAWANA!
VAURTBVAVAVAVAVAVAIRAVRIBVAIRTAVATA
VIV VvV VYUYV
dt |
NV NV
HAVATAT IV B LWAWANVAYATA AV (BT
MYRVAVAINVAVRIBVZIRVAVATA
; Viviviy ViVIVIV Y
dt
\ ——
dt

Figura 5.14: Senal continua periddica de frecuencia fy (en rojo) y senal medida (en azul) con
una frecuencia de muestreo f; < fy tal que la sefial que se obtiene es una onda armoénica con
una frecuencia distinta a fp.

Si, por ejemplo, se desea muestrear una senal que contenga frecuencias de hasta 8 kHz,
se necesita una frecuencia de muestreo de al menos 16 kHz. La mitad de la frecuencia de

muestreo (equivalente a f,,4.), en este ejemplo 8 kHz, se denomina frecuencia de Nyquist,

Jo-
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Veamos cémo se desprende este teorema observando el espectro en frecuencias (espa-
cio transformado) de la senal. En la Figura 5.15 se observa una senal continua g(t) en el
espacio de tiempos y su transformada G(f) en el espacio de frecuencias. Consideremos

que la senal tiene un espectro de frecuencias acotado.

La senal muestreada g4(t) resulta de hacer el producto entre la senal continua y el

muestreo, que esta representado por el peine de deltas
s(t) =Y 6(t —ndt) (5.22)

La transformada del peine de deltas es también un peine de deltas que estan a una
distancia f, entre si:

S(f)=>_6(f—nfs) (5.23)

Es decir que, cuanto mas chico sea dt, mas van a estar separadas las deltas del peine

en el espacio de las frecuencias.

Senal medida analdgica Espacio transformado
glt) ] G(f)
«—— Senal de espectro acotado —
t - f
Muestreo ideal max
1 fs=1/6t 1 1
Dot oo —_— :
i e 1 1 1
[ P T | H 1 ] 1
A i i i
L : : '_t
Senal muestreada f
a,(t) ] G.(r)} P——
o 9 HE —_— :
[T T SN ! : H
i '. e bl : : 'I ? 1 1 :
L [ 1 1 1
' \ ! ' | 1 1 ]
T yoror L
1 | 1 t f

Figura 5.15: Medicién de una senal continua en el tiempo y su representacién en el espacio
transformado de frecuencias.

La senal muestreada resulta entonces
g:(t) = g(t) > 6(t — ndt) =Y g(ndt)s(t — nét).

Apuntes Laboratorio 2, Catedra Prof. M.G. Capeluto 85



Ahora tenemos que ver cémo es el espectro de esta funcién, y para eso hacemos la
transformada. Podemos usar una propiedad muy interesante de las transformadas y la
convoluciéon que dice que la transformada del producto de funciones, es igual a la convo-

lucién de las transformadas. Es decir:

Flgh(t)y = Flg)} = F{h(t)} (5.24)

Entonces podemos calcular el espectro de la funcion muestreada como

Ga(f) = F{g(t) *f{zat—nét} Za f=nf) =) G(f—nf).

donde G(f) es la transformada de la funcién sin muestrear (es decir el espectro de la
senal original). No hace falta entrar en el detalle de como se calcula la convolucién pero,
en esencia, lo que implica la expresiéon més a la derecha es que tenemos una réplica
de G(f) centrada en cada posiciéon f = nf;. Veamos como se ve la sefial en el espacio
transformado cuando cambia la frecuencia de muestreo, o lo que es lo mismo, el dt en
el espacio de tiempos. En la Fig. 5.17 se ven dos ejemplos: se observa que al aumentar
dt (y por lo tanto disminuir f;), en el espacio transformado comienzan a solaparse las
réplicas vecinas. Esto da lugar al efecto de aliasing que mencionamos antes (la aparicién
de frecuencias que previamente no existian). Fijense que ahora la condicién de Nyquist
surge naturalmente, ya que f, tiene que ser por lo menos mayor que 2 f,,.., para que las

réplicas no se solapen.

Ahora nos preguntamos jcémo esta muestreada la transformada? De hecho, tiene que
estar muestreada, porque no podemos obtener una transformada continua si la funcion
original es discreta. Si se realizan N mediciones (muestras) sobre la senal g(t), la duracién
total de la senal estd dada por At = Ndt. Mediante la transformada de Fourier discre-
ta (DFT) en el espacio transformado obtendremos N valores de G4(f) en el intervalo
(—fs/2, fs/2) (ancho fs). Por lo tanto, dado que en en el espacio transformado tenemos
también N muestras, el espaciado de frecuencias serda Af = f,/N = 1/(Ndt) = 1/At (ver
Fig. 5.16). Es decir: la resolucién de la transformada estd dada por el largo total

de la medicion.
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Sefial muestreada Espacio transformado

gs(t) IGs(f)
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Figura 5.16: Esquema de la relacion entre el tiempo en el espacio de coordenadas y las frecuencias
en el espacio transformado.

Senal muestreada Espacio transformado
‘ G(f)
gslt) Ui
=1/6t
gy R s . .
voyoast 8 ! S d
e S : : !
[ T \ 1 ] 1
R : ' i
! [ T t
fmax f
Gi(f)
@ Q fs:l.fét : .
Poat S 9 ' ] : i
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Figura 5.17: Ejemplo de una senal medida con dos frecuencias de muestreo diferentes, tanto en
el espacio de coordenadas (tiempo) como en el espacio transformado (frecuencias).

Para pensar: Supongamos que se quiere medir la campana de resonancia del par
PE a partir de la transformada de su respuesta. ; Cuanto tiempo tengo que medir?
.Qué frecuencia de muestreo debo usar para que no haya aliasing si la campana
estd centrada en 40kHz y tiene una ancho de 5kHz? Piensen en cudntos puntos se

necesitan minimo para medir bien la campana.
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