LABORATORIO 2

Regresiones: conceptos basicos



Incerteza y error

® La exactitud (accuracy) se refiere a la proximidad entre el valor medido y
el valor verdadero o aceptado de una magnitud. El error representa la
inexactitud de una medicion.

® La precision (precision) es una medida de qué tan bien se puede determinar
una medicion (independientemente que permita o no acercarse al valor
verdadero de la magnitud). Es el grado de consistencia y concordancia entre
mediciones independientes de |la misma cantidad; también la fiabilidad o
reproducibilidad del resultado.

® Laincerteza (uncertainty) asociada a una medicion tiene en cuenta tanto
la exactitud como la precision de la medicion.



Incerteza en una sola medicion

Toda medicion tiene una incerteza asociada, cualquiera sea la precision
del instrumento de medicion.

La incerteza de una sola medicion esta limitada por la precision y
exactitud del instrumento de medicion y del método utilizado.

No existe una regla general para determinar la incerteza en todas las
mediciones posibles.

El experimentador es quien mejor puede evaluar y cuantificar la incerteza
de una medicion en funcion de todos los posibles factores que afectan el
resultado. Por lo tanto, la persona que realiza la medicion tiene la obligacion
de emitir el mejor juicio posible e informar la incerteza de una manera

que explique claramente qué es lo que representa.

En general, la incerteza debe indicar aproximadamente un intervalo de
confianza del 68%.



Incerteza en mediciones repetidas

El promedio es generalmente la mejor estimacion del valor "verdadero" de

una magnitud.

Generalmente, cuantas mas mediciones se hagan, mejor sera esta estimacion,
pero no tiene sentido hacer mas mediciones que las necesarias para la precision
requerida y la exactitud del método e instrumental.
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Residual sum of squares: RSS = Z(yi — f/l) = SSE
2

Explamed sum of squares: £S5 = Z(j\/i — )7> = SSR

2
Total sum of squares: 755 = Z(y,- — )7> = SST
Particion de la suma de cuadrados: 785 = ESS + RSS



RSS: Suma de cuadrados de residuos  TSS: Suma de cuadrados total

modelo ajustado
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1S5S: suma de cuadrados total
(0 SST)

ESS: suma de cuadrados explicados
(0 SSR, suma de cuadrados de la regresion)

RSS: suma de cuadrados de residuos
(0 SSE, suma de cuadrados de los errores,
no explicados por el modelo)

Vale para regresiones lineales, o en general, para variables con errores
gaussianos y con parametros independientes siempre-que-los residuos-

sean también independientes.



Cuadrado minimos

Sea y; los valores medidos de una variable que se distribuyen normalmente alrededor
de los valores del modelo y .. La probabilidad de haber obtenido cada uno de esos valores

es
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siendo o la dispersion de la distribucion. Si las mediciones son independientes, la
probabilidad de haber obtenido ese conjunto de valores es

dP = dPdP;...dP,
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Utilizando el principio de maxima probabilidad (basicamente que lo que se observo fue lo
mas probable) hay que pedir dP maximo, lo que implica que el exponente debe ser minimo

n A~ \2
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Si la dispersion es constante se tiene

RSS = Z(Vi —)71.)2 = minimo

i=1

sino se utiliza los cuadrados pesados con la dispersion.



Teorema del Limite Central o Teorema Central del Limite

El error aleatorio en la medicion de una magnitud en general proviene de
numerosas variaciones debidas a muchos factores. Es decir, el error no
es debido a una sola causa.

Entonces, la magnitud a medir puede considerarse como una variable
aleatoria que resulta de la suma de varias variables aleatorias.

El Teorema del Limite Central dice que en el limite cuando la cantidad
de variables aleatorias tiende a infinito entonces la suma de ellas seguira
una distribucion normal. Vale también para variables aleatorias discretas.
Por ejemplo, el caso de una moneda que sigue una distribucion binomial
con p = 0.5 (cuando esta balanceada) al arrojarla repetidamente la
probabilidad de obtener k& caras en 7 tiros tiende a una gaussiana cuando
n tiende a infinito. Lo mismo la suma de los valores de un dado arrojado
n Veces.

En la practica, muchas veces se obtiene una razonable distribucion
gaussiana con menos de la suma de 10 variables aleatorias arbitrarias.



La relacion entre la variacion explicada, ESS, y la total, 7SS,
en la variable y, se llama coeficiente de correlacion, R* (para
regresiones lineales se escribe en minusculas, %)
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R =—— , : :
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R? comparado con R? ajustado
El coeficiente de regresion R? indica la proporcion de variacion de la
variable y que es debida a una variacidn de las variables x.

Hay quienes, en cambio, prefieren usar el R? ajustado, que es una
"penalizacion" para modelos que tienen muchos parametros.

: 2 1 RSS
Partiendo de R = TS
1 p2 — RSS

=K 1S5S

Se define R? ajustado como | -R* = Inggjéz - ‘1};

p2 _ - n—1
R =1-(1-R)7=

donde 7 es la cantidad de datos y v la cantidad de parametros del modelo.



Un valor negativo de R? significa que el ajuste es peor que usar el valor medio
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La manera mas comun de terminar con un valor negativo de R? es forzar a
la linea de regresion que pase por un punto especifico.

El resultado es que la suma del error al cuadrado de la regresion es mayor
que si utilizara el valor medio y, por lo tanto, el resultado es un valor
negativo de R>.



Pruebas de significancia de la regresion

Hay que probar varias hipotesis en las regresiones

1- Que la variacion explicada por el modelo no sea al azar
(F-test)

2- Que los parametros de la regresion sean significativamente
distintos de O (z-test en cada parametro)

3- Que el valor de R* sea cercano a 1 (test Chi-cuadrado)

4- Que el residuo tenga una distribucion aleatoria



Algunas consideraciones:

- La estadistica F’ dice s1 le dependencia es al azar o no.

- La estadistica ¢ dice s1 cada parametro es significativo o no
para el modelo.

- El coeficiente de correlacion, R?, dice la proporcion del
del residuo que explica el modelo.

- El analisis del residuo, entre otras cosas, puede determinar
s1 hay o no otras variables no consideras en el modelo.



Hipotesis mas comunes en las regresiones:

1. Los errores (residuos) no varian con la
variable independiente.

2. Los residuos son independientes, 1o que
significa que el valor de un residuo no influye
sobre el valor de otro.

3. Los residuos siguen una distribucion normal.



Test de normalidad (distribucion normal)

S1 la variable tiene una distribucion normal, se pueden usar estadisticas
parametricas que se basan en esta suposicion.

S1 una variable falla la prueba de normalidad, es fundamental observar el
histograma y la funcion de probabilidad normal para ver s1 s6lo un valor
atipico o un pequeno subconjunto de valores atipicos ha causado la no
normalidad.

S1 no hay valores atipicos, se puede intentar una transformacion para que
los datos sean normales.

Finalmente, s1 una transformacion no es una alternativa viable, se pueden
utilizar métodos no paramétricos que no requieran normalidad.

Hay numerosos procedimientos para pruebas de normalidad de datos.
No siempre un histograma es la mejor herramienta para evaluar la
normalidad, ya que hay muchas elecciones subjetivas para construirlo.
Ademas, los histogramas generalmente necesitan tamafnos de muestra
grandes para detectar datos no normales. Por eso se debe recurrir a otras
herramientas (box plot, density trace, normal probability plot).



Se puede verificar la significancia del modelo usando la
estadisitica F' de la siguiente manera

_ ESS/ (v—-1)
RSS/ (n—v)

)& df =v—-1,n—-v

donde v es la cantidad de parametros del modelo y n el tamano
de la muestra. Por ejemplo, en una regresion lineal v = 2.



. Como se interpretan los valores F en el analisis de una regresion?

En general, en regresiones el test /' en regresion compara el ajuste de
diferentes modelos. A diferencia del test ¢ que evalua solo un coeficiente
de regresion a la vez, el test /' evalua multiples coeficientes simultdneamente.

En particular el test /' de significacia general es una forma especifica del
test /. Compara un modelo sin predictores con el modelo que se usa.

Un modelo de regresion que no contiene predictores también se conoce
como modelo de solo intercepcion.

Las hipotesis para lel test F' de la significancia general son las siguientes:

Hipotesis nula: el ajuste del modelo de solo intercepcion y el modelo son 1guales.
Hipotesis alternativa: el ajuste del modelo de solo intercepcion es
significativamente peor en comparacion con el modelo.



Se puede verificar s1 la hipotesis nula para un parametro b usando la
disitribucion ¢ de la siguiente manera

g _Iz_ donde s, es la desviacion RS% 2
g estandar del parametro Sp = 2
- \ b
Ejemplo: calculo de s,
df =n—v para una modelo lineal

Y B & e Cuando b = 0 no hay cambios en y al variar x




Graficos de residuos

Residuos distribuidos normalmente La dispersion del error no es constante
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Prueba de bondad del ajuste: Xz (Chi-cuadrado)

La prueba de bondad de ajuste de Chi-cuadrado es una prueba no parameétrica
que se utiliza para averiguar si el valor observado es significativamente diferente
del valor esperado. En la prueba de bondad de ajuste de chi-cuadrado, los datos
de la muestra se dividen en intervalos. Luego, se compara la cantidad de puntos
medida en cada intervalo con la cantidad esperada.

Hipotesis nula: supone que no hay diferencia significativa entre el valor
observado y el esperado.

Hipotesis alternativa: asume que existe una diferencia significativa entre el
valor observado y el esperado.

S1 el valor calculado de Chi-Cuadrado es mayor que un valor minimo prefijado,
se rechaza la hipotesis nula y se asume que existe una diferencia significativa
entre la frecuencia observada y la esperada.

n
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~ E; E; valores esperados
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los grados de libertad son / = n - 1, con n la cantidad de intervalos.



Grados de libertad

Los grados de libertad indican la cantidad de valores independientes que pueden
variar en un analisis manteniendo las restricciones existentes.

Los grados de libertad son una combinacidon de cuantos datos hay y cuantos
parametros se necesitan estimar. O sea, indica cuanta informacion independiente
entra en la estimacion de los parametros. Por lo tanto, para tener estimaciones
mas precisas se requieren muchos grados de libertad.

Como hemos visto, los grados de libertad también definen las distribuciones

de probabilidad para las estadisticas de prueba de varias pruebas de hipotesis.
Por ejemplo, las pruebas de hipodtesis utilizan la distribucion ¢, la distribucion F
y la distribucion chi-cuadrado para determinar la significancia estadistica.

Los grados de libertad para 7SS son n-1 (n: cantidad de datos), para RSS son
n-v (v: cantidad de parametros del modelo), para £SS son v-1, y para
chi-cuadrado son £-1 (k: cantidad de intervalos).



. Como se interpretan los valores p en el analisis de una regresion?

El valor p para cada variable del modelo prueba la hipotesis nula de que el
coeficiente es igual a cero (sin efecto). Un valor bajo (p < 0.05) indica que
se puede rechazar la hipdtesis nula. En otras palabras, un predictor que tiene
un valor p bajo no es debido al azar, y, que probablemente sea un parametro
significativo al modelo porque los cambios en el valor del predictor estan
relacionados con cambios en la variable de respuesta.

Por el contrario, un valor p mayor sugiere que los cambios en el predictor
no estan asociados con cambios en la respuesta (probabilidad alta de que

la dependencia observada sea al azar).

Por eso, normalmente, se utilizan los valores p para determinar qué términos
mantener en el modelo de regresion.



Intervalos de confianza, intervalos de prediccion e intervalos de tolerancia.
Intervalos de confianza:

Intervalo de confianza es un rango de valores derivado de la estadistica de la
muestra que dice que, con cierta probabilidad, se encuentre el parametro
desconocido de una poblacion, como por ejemplo, el valor medio, o la
desviacion estandar, como asi también los coeficientes de una regresion, etc.
Un intervalo de confianza del 95% predice que el valor del parametro
desconocido tiene un probabilidad del 95% de estar dentro de esos limites,
pero no predice que el 95% de las observaciones futuras estaran dentro del
rango.

Los intervalos de confianza solo evaluan el error de muestreo en relacion
con el parametro de interés. Por lo tanto, a medida que aumenta el tamafio
de la muestra, el error de muestreo disminuye y los intervalos se vuelven mas
estrechos. Si se pudiera aumentar el tamano de la muestra hasta igualar la
poblacion, no habria error de muestreo y el intervalo de confianza tendria
un ancho cero.



Intervalos de confianza, intervalos de prediccion e intervalos de tolerancia.
Intervalos de prediccion:

Un intervalo de prediccion es un rango que probablemente contenga el valor
de respuesta de una unica nueva observacion dada por la configuracion
especificada de los predictores en el modelo.

Por ejemplo, un intervalo de prediccion con un nivel del 95% indica que
existe un 95% de probabilidad de que la proxima medicion se encuentre

en ese intervalo.

Intervalos de tolerancia:

Un intervalo de tolerancia es un rango que probablemente contenga una
proporcion especifica de la poblacion. Para generar intervalos de tolerancia,
se debe especificar tanto la proporcion de interés de la poblacion como el
nivel de confianza. El nivel de confianza es la probabilidad de que el intervalo
cubra realmente la proporcion especificada.



