
Clase 3

Determinación dinámica del Módulo Elástico

Medición y análisis de series temporales



Módulo Elástico Estático (Modulo de Young) – clase 2

Módulo Elástico Dinámico (Modulo Dinámico) – clase 3
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Deformación estática de una viga en voladizo

𝑣 𝑥 = −
𝑃 𝑥2

6 𝐸 𝐼𝑧𝑧
3𝐿 − 𝑥



𝑣(𝑥, 𝑡) = ҧ𝑣 𝑥 sin𝜔𝑡

ഥ𝑣𝑖 𝑥 = 𝐶1,𝑖 )(cosh 𝛽𝑖𝑥 − cos 𝛽𝑖𝑥 + 𝑅𝑖 sinh 𝛽𝑖𝑥 − sin𝛽𝑖𝑥

𝑅 ≡ −
cosh𝛽𝑖𝐿 + cos 𝛽𝑖𝐿

sinh 𝛽𝑖𝐿 + sin 𝛽𝑖𝐿

𝛽1𝐿 = 1,875104

𝛽2𝐿 = 4,694091

𝛽3𝐿 = 7,854757

𝛽4𝐿 = 10,99554

Vibración de una viga en voladizo



ACTIVIDAD 3.0

Leer y comprender el apunte sobre

No se entrega

Esfuerzos, momentos, deformación y 
vibración de una viga en voladizo 



Vibración de una viga en voladizo



Vibración de una viga en voladizo



Vibración ideal (o forzada) de una viga en voladizo

𝑣𝑖(𝑥𝑝, 𝑡) = 𝐴𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑖𝑡 + 𝜑
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Pausa – Discusión

𝑣𝑖(𝑥𝑝, 𝑡) = 𝐴𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑖𝑡 + 𝜑

𝜔𝑖 =
𝛽𝑖𝐿

𝐿
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𝜌𝐴

𝐼𝑧𝑧 =
𝑏ℎ3
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𝐼𝑧𝑧 =
𝜋𝑟4
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𝑏
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𝑟 = 2.0 mm – 2.6 mm
𝐿 ≈ 300 mm

Estimar las frecuencias (𝑓 = 𝜔/2𝜋 = 1/𝑇) de los 3 primero modos de 
vibración de las barras usadas en el método estático

𝜌𝑎𝑐𝑒𝑟𝑜 = 7850 kg/m³
𝜌𝑙𝑎𝑡ó𝑛 = 8730 kg/m³

𝐸𝑙𝑎𝑡ó𝑛 = 110 Gpa
𝐸𝑎𝑐𝑒𝑟𝑜= 190 - 210 GPa



Vibración ideal (o forzada) de una viga en voladizo

𝑣𝑖(𝑥𝑝, 𝑡) = 𝐴𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑖𝑡 + 𝜑
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𝑥𝑝

Vibración libre de una viga en voladizo

fricción interna + amortiguamiento con el medio (aerodinámico)

Modelo: amortiguamiento viscoso ∝
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡
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𝑒−𝜁𝜔𝑖𝑡

−𝑒−𝜁𝜔𝑖𝑡

𝑣𝑖(𝑥𝑝, 𝑡) = 𝐴𝑝 𝑒
−𝜁𝜔𝑖𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑖,𝑑 𝑡 + 𝜑
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𝜔𝑖,𝑑 = 𝜔𝑖 1 − 𝜁2 𝜔𝑖 =
𝛽𝑖𝐿

𝐿
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Vibración libre de una viga en voladizo



Decrecimiento exponencial

𝛿 = ln
𝑣𝑖 𝑥𝑝 𝑡

𝑣𝑖 𝑥𝑝 𝑡 + 𝑇

𝛿 = ln 𝑒𝜁𝜔𝑖𝑇 = 𝜁𝜔𝑖𝑇

𝑣𝑖(𝑥𝑝, 𝑡) = 𝐴𝑝 𝑒
−𝜁𝜔𝑖𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑖,𝑑 𝑡 + 𝜑

𝜁 =
𝛿

4𝜋 + 𝛿2



Pausa – Discusión

𝜔𝑖,𝑑 = 𝜔𝑖 1 − 𝜁2

𝜔𝑖 =
𝛽𝑖𝐿

𝐿

2
𝐸 𝐼𝑧𝑧
𝜌𝐴

Estimar el efecto del amortiguamiento en la determinación de  𝐸 a partir de 
mediciones de 𝜔𝑖

𝜁 𝜔𝑖,𝑑/𝜔𝑖 𝐸𝑑/𝐸 𝑒𝑟 [%]

0.9

0.7

0.5

0.1

0.05

0.01



Pausa – Discusión

𝜔𝑖,𝑑 = 𝜔𝑖 1 − 𝜁2

𝜔𝑖 =
𝛽𝑖𝐿

𝐿

2
𝐸 𝐼𝑧𝑧
𝜌𝐴

Estimar el efecto del amortiguamiento en la determinación de  𝐸 a partir de 
mediciones de 𝜔𝑖

𝜁 𝜔𝑖,𝑑/𝜔𝑖 𝐸𝑑/𝐸 𝑒𝑟 [%]

0.9 0.4359 0.1900 81.00%

0.7 0.7141 0.5100 49.00%

0.5 0.8660 0.7500 25.00%

0.1 0.9950 0.9900 1.00%

0.05 0.9987 0.9975 0.25%

0.01 0.9999 0.9999 0.01%



Medición de la vibración de una viga en voladizo

𝑥𝑝

Medición de deformación estática



Medición de la vibración de una viga en voladizo

𝑥𝑝
Señal ∝ 𝑣(𝑡)



Pausa – Discusión



Pausa – Discusión

Señal ∝ 𝑣 𝑡 ??



Señal ∝ 𝑣 𝑡



Medición de la vibración de una viga en voladizo

𝑥𝑝

Señal ∝ 𝑣(𝑡)

Algún otro método?



ACTIVIDAD 3.0

Leer y comprender el apunte sobre

No se entrega

Esfuerzos, momentos, deformación y 
vibración de una viga en voladizo 



ACTIVIDAD 3.1

Calcular la transformada rápida de Fourier (FFT) de las siguientes funciones:

𝑣(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 2𝜋𝑓𝑡

Para ello, deberán muestrear las funciones.

Evaluar el resultado del módulo de la FFT de acuerdo a distintas duraciones y
frecuencia de muestreo.

para 𝑓= 45 Hz𝑣 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 2𝜋𝑓𝑡 + 0,2

𝑣 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 2𝜋𝑓𝑡 2 + 0,2

No se entrega – debe quedar asentada en el cuaderno



ACTIVIDAD 3.2

Generar una señal correspondiente a la vibración ideal sin amortiguamiento de
una barra en voladizo, considerando sus tres primero modos:

𝑣(𝑡) = 𝐴1 sin 𝜔1 𝑡 + 𝐴2 sin 𝜔2 𝑡 + 𝜑 + 𝐴3 sin 𝜔3 𝑡 + 𝜑

Obtener una buena FFT. Identificar parametros de muestreo.

𝛽1𝐿 = 1,875

𝛽2𝐿 = 4,694

𝛽3𝐿 = 7,854

𝜔𝑖 =
𝛽𝑖𝐿

𝐿

2
𝐸 𝐼𝑧𝑧
𝜌𝐴

𝑟 = 2.0 mm – 2.6 mm
𝐿 ≈ 300 mm

𝜌𝑎𝑐𝑒𝑟𝑜 = 7850 kg/m³
𝜌𝑙𝑎𝑡ó𝑛 = 8730 kg/m³

𝐸𝑙𝑎𝑡ó𝑛 = 110 Gpa
𝐸𝑎𝑐𝑒𝑟𝑜= 190 - 210 GPa

No se entrega – debe quedar asentada en el cuaderno



ACTIVIDAD 3.3

Determinación del Módulo de Young a partir de mediciones de vibración

Se presentan distintas capturas de series temporales realizadas con un osciloscopio

que permitía registrar series de datos de 30k puntos. Las series corresponden a la

oscilación vertical libre de una barra en voladizo. 3 de las series corresponden a una

barra de acero y 4 a una barra de latón.

Analizar las series y obtener el valor del módulo de Young de cada material.

Discutir la calidad de los datos al compararlos con una serie temporal ideal con

amortiguamiento:

𝑣(𝑡) =

𝑖

𝐴𝑖 𝑒
−𝜁𝜔𝑖𝑡 sin(𝜔𝑖,𝑑 𝑡 + 𝜑)

Archivos:

●laton_1.txt, …, laton_4.txt

●acero_1.txt, …, acero_3.txt

●descriptor_metodo_dinamico.txt

https://nube.df.uba.ar/index.php/apps/files/?dir=/L4_cuatri1_
2021/L4_2021_publico/clase%2003/datos/young%20dinamico
&fileid=157386253

Se entrega el 27.04.2021

https://nube.df.uba.ar/index.php/apps/files/?dir=/L4_cuatri1_2021/L4_2021_publico/clase%2003/datos/young%20dinamico&fileid=157386253

