Mecanica Clasica - 2do. cuatrimestre de 2012

Guia 2: Coordenadas generalizadas. Grados de libertad. Lagrange.

1. En el sistema de la figura, las posiciones x1 y x5 de las dos masas se miden a partir de sus puntos de
equilibrio. Seaqy =1+ 22 y ¢2 = 21 — 2o.

(a) (Definen ¢; y ¢ un conjunto admisible de coordenadas generalizadas?
(b) Si ¢ = 0, describa cualitativamente el movimiento de cada particula. Idem si ¢, = 0.

(c) Calcular las fuerzas generalizadas )1 y ()s.
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2. Para los casos siguientes, ;cudntos grados de libertad tiene cada sistema? Proponga conjuntos adecua-
dos de coordenadas generalizadas.

'/\/\f/\/‘/f. a) mi y me se mueven en el plano de la mesa.
b) fdem, pero la mesa rota con w constante.

c) m1 y mes se hallan dentro de un tubo.

— """ © Siq1 y go se miden a partir del centro de masa,

;son coordenadas apropiadas?

d) Las dos masas se hallan unidas por una barra rigida.
Analize los casos en que las masas

k : k pueden moverse horizontalmente o en el plano.

I L e) Discuta los casos P fijo y P mévil.



f) Una masa enhebrada en un alambre eliptico.

8 g) Una médquina de Atwood. Analice los casos
en que la cuerda desliza y no desliza sobre la polea.
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h) Una particula puntual que cae por una esfera.

3. D; y D, son dos plataformas rotantes, como se muestra en la figura. D, se mueve respecto al sistema
de laboratorio con velocidad angular 91. D, se mueve respecto a Dy con velocidad angular 92. Una
particula de masa m se mueve libremente sobre D,. Escriba el lagrangiano del sistema en términos
de las coordenadas polares p y ¢, de un sistema fijo a D,. Halle las ecuaciones de movimiento de la

particula e interprete.
Do

g &
:/
D, '
L
4. Para el sistema de la figura, hallar la aceleraciéon de cada masa, utilizando:
g
(a) Las ecuaciones de Newton y condiciones cinematicas. m J
1

(b) El principio de los trabajos virtuales (PTV). l
(c) Las ecuaciones de Lagrange.
(d)* Repita (a) y (b), pero ahora las poleas tienen masa M y radio R. ms
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5. Dos particulas de masas m; y ms estan unidas por un hilo inextensible de longitud /; m, se mueve
sOlo sobre el eje x y mo s6lo sobre el y. Las condiciones iniciales son las que indica la figura.

(a) Halle la ecuacion de movimiento para 6 utilizando el PTV.
(b) Halle la ecuacién de Lagrange para 6.
(¢) Simy; = mg = m, halle la tensién 1" en el hilo como funcién de 6.

(d) (Cual es el periodo de movimiento en este caso? Suponga que ¢ sélo puede tomar valores pe-
quenos.

6. Dos particulas de masas m; y mo estdn unidas por un hilo de longitud L, como indica la figura. La
masa m, se mueve en el plano de la mesa y ms sélo verticalmente. En ¢ = 0, m; se encuentra a una
distancia 9 < L del orificio y se le aplica una velocidad vy perpendicular al hilo.

(a) Escriba las ecuaciones de Lagrange y halle sus integrales primeras en términos de las condiciones
iniciales.
(b) Halle la tension del hilo.

(c) Repita (a)y (b), pero ahora la masa m, puede moverse en las dos direcciones de un plano vertical.

7. Bajo la accién de la gravedad, una particula de masa m se desliza sin rozamiento sobre una supeficie
conica definida por § = o, donde 6 es el dngulo polar de las coordenadas esféricas.




(a) Halle las ecuaciones de movimiento de la particula utilizando como coordenadas generalizadas el
angulo ¢ y el radio r de las coordenadas esféricas habituales.

(b) Halle el  maximo y el 7 minimo para el caso en que o = 30° y las condiciones iniciales sean
r(0) = a, #(0) = 0, (0)? = 4v/3¢/a.

(c) Halle el potencial efectivo unidimensional equivalente. Muestre que las Orbitas circulares son
posibles y halle la velocidad de la particula en tales drbitas.

(d) Suponiendo que la particula estd en movimiento circular, halle la constante del oscilador y el
periodo de oscilacion para pequefias perturbaciones alrededor de este movimiento. Compare el
periodo de las oscilaciones con el periodo de revolucién y describa cualitativamente la drbita de
la particula.

8. Analizar los siguientes puntos.

(a) Dado un sistema formado por NV particulas, ;cudl es el nimero de grados de libertad del mismo y
cudl el de ecuaciones de vinculo?

(b) (Se puede utilizar una velocidad como coordenada generalizada?
(c) ¢(Las fuerzas generalizadas se aplican sobre cada particula?

(d) El ndmero de grados de libertad de un sistema, ¢es independiente del sistema de referencia uti-
lizado para describir el movimiento?

(e) Para estudiar el equilibrio de un sistema, ;es siempre vélido utilizar el principio de los trabajos
virtuales?

(f) ¢(Es vdlida la formulacién lagrangiana para un potencial dependiente de la velocidad?, ;y para el
campo electromagnético?

(g) Dé un ejemplo en que un desplazamiento virtual difiera de uno real. ;En qué casos son iguales?

(h) Las ecuaciones de vinculo para un sistema fisico, ;dependen del sistema de referencia utilizado?,
Ly las fuerzas de vinculo?

(i) Para calcular las fuerzas de vinculo de un sistema, ;qué métodos es posible emplear?
(G) ¢(Siempre se pueden escribir las ecuaciones de Newton desde el centro de masa de un sistema?
(k) Para un sistema de N particulas, ;cudntas ecuaciones de Newton se necesitan?, ;y de Lagrange?

(1) ¢Qué se entiende por un sistema inercial? ;Serdn correctas las ecuaciones de movimiento si se
escribe el lagrangiano desde un sistema no inercial?

(m) Para una carga en un campo electromagnético, ;se puede conservar su impulso lineal? ;Qué
magnitud se conserva?

9. Para el sistema de la figura.




(a) Halle las ecuaciones de movimiento utilizando el método de Lagrange.
(b) Para el caso g = 0, integre las ecuaciones para condiciones iniciales r(0) = g, 77(0) = 0.

(c) Discuta el caso en que la barra puede girar libremente.

10. Considere el péndulo plano doble de la figura.

(a) Encuentre las ecuaciones de movimiento.

(b) Halle una expresién aproximada de las ecuaciones de movimiento para pequefias oscilaciones
alrededor de la posicion de equilibrio estable.

(c) Resuelva las ecuaciones proponiendo una solucion de tipo arménico para los grados de libertad.
En ¢t = 0 ambas masas se hallan sobre la vertical y a la inferior se le aplica una velocidad v,
perpendicular al hilo.

(d) Halle las tensiones sobre los hilos.

11. Una particula de masa m se desliza sin friccion por un alambre fijo en el punto A y que forma un dngulo
6y con el eje vertical. El alambre rota alrededor del eje con velocidad angular constante w.

(a) Encuentre el lagrangiano y las ecuaciones de Lagrange.

(b) Halle r(t) sabiendo que ent = 0, r(0) = rg, 7(0) = 0.
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12. Considere el péndulo en tres dimensiones (péndulo esférico). Encontrar las ecuaciones de Lagrange y
las constantes de movimiento. Discuta cualitativamente el movimiento de este péndulo.

13. Escriba el lagrangiano de un péndulo plano donde el punto de suspension:
(a) se desplaza uniformemente por un circulo vertical de radio a con frecuencia w,

(b) efectiia oscilaciones verticales de la forma a cos wt,

(c) efectia oscilaciones horizontales de la forma a cos wt.



14. Encuentre el lagrangiano de los sistemas de la figura.

15. Una particula de masa m y carga ¢ estd en un campo electromagnético con potenciales ¢ y A.
[E=—-Vp—(1/c)0A/0t,B = VxA]. A partir del lagrangiano L = T—U, donde U = q(p—v-A/c),
es un potencial generalizado dependiente de la velocidad. Muestre que la fuerza aplicada sobre la
particula es la de fuerza Lorentz, F = ¢(E + v x B/¢).

16. Sean (x1,y1) y (72, y2) dos sistemas de referencia cartesianos bidimensionales. Suponga que, respecto
del sistema (1, 1), el origen de coordenadas del sistema (2, 32) se mueve con velocidad v constante
y que los ejes de (2, y2) rotan con velocidad angular constante w. Hallar explicitamente las ecuaciones
de transformacion: x; = x1(xs, yo,t) y y1 = y1(x2, Y2, 1).

17. Encuentre el lagrangiano y las ecuaciones de movimiento del siguiente sistema: un péndulo simple de
masa mj, con una masa ms en el punto sostén, la cual puede moverse sobre una linea horizontal con-
tenida en el plano de movimiento de m;. Resuelva las ecuaciones de movimiento y halle la frecuencia
de oscilacion del sistema para pequefios apartamientos de la posicion de equilibrio estable.
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18. Escriba el lagrangiano y las ecuaciones de movimiento del siguiente sistema: una maquina de Atwood
con una cuerda de largo [ que pasa sin deslizar por una polea con momento de inercia /.

19. Una particula de masa m y carga ¢ estd en un campo magnético uniforme B = BjZ.

(a) Si A = Byx gy, compruebe que B = V x A, calcule las ecuaciones de movimiento y muestre que
las 6rbitas son hélices. Las condiciones iniciales son r(0) = (xg, Yo, 20), V(0) = (20, Yo, 20)-
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(b) Repita el punto anterior, pero ahora para el potencial vector A’ = ;B x r.
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(¢) Calcule la funcién ¢ que da el cambio de medida A’ = A + V.

(d) Siv(0) =0, interprete fisicamente la solucion hallada en (a).
20. Sea un oscilador isétropo bidimensional (k, = &, = k).

(a) Escriba el lagrangiano del sistema y halle las ecuaciones de movimiento para las coordenadas
generalizadas ¢ = y ¢ = v.

(b) Sea L* = may — kxy. Halle las ecuaciones de movimiento para este sistema. Compare con las
obtenidas en (a).



