Mecénica Clésica — 2do. cuatrimestre de 2019
Simulacro de parcial (resuelto).

m Problema 1.

a) Encontrar la érbita v(o) para una particula de masa m en un potencial repulsivo V(r) =

k/1?, con k > 0. La condicién inicial es como muestra la figura.

b) Calcular la seccion eficaz diferencial o(0).

t—= —
T — 00

x—0

a) Primer método. Usamos la conservaciéon de | para reescribir la ecuacién de la energia

como la de un problema unidimensional,

mi? + v + X
2 2mr? 1?2

y volvemos a usar la conservacién de | para cambiar de variable independiente de t a «,

= 8» (1)

2, 12k

- 2
2mr4T + 2mr? + 2 & (2)

donde 1’ significa derivada respecto de . De aqui resulta

dr/r?

2me 2mk\ 1
vt )e

El signo negativo debe elegirse mientras la particula se acerca desde r — oo hasta su valor

doo =+ (3)

minimo. El signo positivo vale mientras se aleja. Las condiciones iniciales implican

2me 1 2mk k 4
BEE I A ER @)
Conviene definir una cantidad ry con unidades de longitud

k
2

_ 5
1‘O e ()

Mediante estas sustituciones queda

dr/r?
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do ==+
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Con el cambio de variables u = 1/r la integracién es elemental. Como la funcién o(r)
va a terminar siendo bivaluada, llamaremos «_ a la rama de la funcién vélida durante el

acercamiento. Asi resulta

' 1 1
o (1) :J du = — arcsin(\/b2 + 13 ;) . (7)
0 1 r% 5
\/ﬁ‘(”b—z)“z 1+ o

Si fijamos en t = 0 el instante en el que T es minimo, la relacioén anterior vale entre t — —oo

y t =0. En t =0, la velocidad radial debe anularse. La velocidad radial es proporcional al
argumento que estd dentro de la raiz cuadrada de la integral en la ec. (7). Asi obtenemos el

valor de 1.,

Tmin = /0% +T13. (8)

El &ngulo en el que r es minimo estd dado por

Xo = K< (rmin) =

Invirtiendo la ec. (7) queda

\/ b2+ 7}
> ) (10)
sin(\/] +%o¢)

() =

Esta relacion vale entre o = 0 y o« = xo.
Utilizando el subindice ">’ para indicar la rama de la funcién «(r) vélida durante el

alejamiento, obtenemos

—1

r dr/r? Tmin du
o (1) = xo + 5 = o + 5
Tmin ] ‘ro 1 T71 1 ‘ro
\/b—z—(”ﬁ)r—z \/ﬁ‘(”ﬁ)“z
] N eenedl ] N et
= &g + —=——==arcsin| \/b? + 13 — arcsin| /b2 +15 - ) .
2 Thin T‘% T

To
1+¥ 1+b2

(11)

El segundo término es justamente igual a «y. De manera que, durante el alejamiento,

1 , 1
o (1) =200 — —— arcsm(ﬁbz + 13 ;) . (12)

To
1—|—b—2
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Invirtiendo,

b2 + 13
Al , (13)
sin(“ 1+ % (2o — oc))

para ¢ > «o. Compardndola con la ec. (10), esta relacién pone de manifiesto la simetria

o) =

de la 6rbita respecto de la direccién . Para que la funcién r(«) sea simétrica respecto
de o = o deberia cumplirse que r(xo + Ax) = 1(xp — Ax). Llamando &« = o + Ac, es

Ao = & — &, y la condicion de simetria se escribe como

() = 1(20t0 — o), (14)

para o« > otp, que es lo que acabamos de encontrar.

En realidad las cosas son més simples atin. De acuerdo a la ec. (9), la ec. (13) se lee como

\/ 02+ 15 \/ D2+ 15
0 0 (15)

T(CX) = > = 5 )
: ] TO : -l TO
sm(ﬁ—\/ +¥oc> sm(ﬂ —|—§oc>

lo que demuestra que la ec. (10) es vélida durante toda la trayectoria.

Por el mismo argumento de simetria que acabamos de invocar, cuando t — co debe ser
x — 2. Podemos comprobar esto explicitamente. Las asintotas de la 6rbita se obtienen

resolviendo la ecuacién 1/r(a) =0,

si 1—|—§oc
: in| 4/ 02

@ feen 10)

A una de las asintotas ya la conocemos, es o« = 0. La otra se obtiene cuando

o
1—|—1?0(:7T, (17)

que, por la definiciéon de o, ec. (9), da & = 2.

a) Segundo método. Mucho mds simple que todo lo anterior es usar la ecuacién de Binet.

Haciendo el cambio de variable u = 1/r en la ec. (2) y usando las relaciones (4) y (5) resulta

2 %Y.2_ 1
Aunque ya podriamos leer la solucién a partir de esta ecuacién, derivemos una vez mas
respecto de o,

" T‘(2)
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Es evidente entonces que

u(oc):Asin(\H—Fb—zcx—FB) (20)

La condicién inicial uw = 0 en & = 0 implica B = 0. A la constante A podemos hallarla si
evaluamos la ec. (18) en & = 0. Usando la solucion (20),

T3 1
2
A (1+b2>—b2. (21)
Puesto que u es una cantidad mayor o igual que cero, debemos tomar la raiz con signo

positivo. Finalmente,

1 12 \/b? +1‘0
u(a) = —— (\/ 1+ —= oc) = (22)

b) Seccién eficaz. Segin vimos, el &ngulo de la asintota de alejamiento es

que coincide con el resultado del primer método.

Koo = 2000 = L. (23)

2
To
1+b2

Este angulo es siempre menor que 7. El d&ngulo de dispersion es entonces

O=n—200=m|1——|. (24)
i
1+ b2
De aqui despejamos b?,
2
T
b? = S (25)
T\
(7o)
La seccion eficaz esta dada por
b [db(6) 1 |db()?
0) = = . 26
o(0) sme' do ‘ ZSine‘ do (26)
Conviene entonces reescribir la ec. (25) como
2 2
b2 — r5(1 —x) , (27)
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donde x = 0/7. Derivando y tomando el valor absoluto, encontramos

o(0)  (m—0) 1
mr}  02(2m—0)2 sin®’

(28)

m Problema 2. Dos particulas de masa m se mueven sobre un aro de masa M y radio a. El
aro se mantiene en un plano vertical y rueda sin deslizar sobre una superficie horizontal.
Hay gravedad.

a) Definir coordenadas generalizadas.

b) Escribir el lagrangiano.

c) Encontrar al menos dos cantidades conservadas.

d) Considerar la configuracién de equilibrio con las dos particulas en la parte mds baja
del aro. Escribir el lagrangiano de pequefias oscilaciones, encontrar las frecuencias y los
modos normales. Describir graficamente cada modo.

Solucién. Resulta préctica la siguiente elecciéon de coordenadas, y, @1y @,.

X ¥

Hay que tener en cuenta que la condicién de rodadura permite fijar la orientacién del aro
conocida la posicién de su centro. La posicion del centro del aro es

A~

roly) =y 1. (29)

Las posiciones de las dos particulas son

(Y, @1) =Toly) + ap(e). (30)
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La energia cinética del aro tiene un término de traslaciéon y otro de rotacién, que estdn

relacionados por la condicién de rodadura, QO =1y/a,

1, 1,1,
_1 T2 =t 31
Taro 2My +ZIQ zuy) ()
donde .
a

No tiene mayor importancia escribir cudnto vale 1.

Para calcular la energia cinética de las particulas, primero escribimos sus velocidades,

T =YY+ api ¢(ei). (33)
El médulo al cuadrado es
’2

72 =2 + a?@? + 2ay§; cos @;. (34)

Aqui usamos que ¢ (@) -y = cos @. Finalmente, el lagrangiano es

LY, 91, 92,U, @1, 92) =
(35)

1 . 1 . . o .
z(MJer)UZ + Sm [@% + @3+ 2ay (@1 cos @1 + @5 cos @z)} + mga(cos @1 + cos @2).

Las cantidades conservadas que estan a la vista son la energia,

1 1 . . Lo .
&=s(u+2m)y* +-m [(P% + @3+ 2ay (@1 cos @1 — @5 cos (Pz)] —mga(cos @1 + cos @2),

2 2
(36)
y el impulso generalizado asociado a la coordenada vy,
0L : : .
P:E = (L +2m)y + ma(@q cos @1 + @2 cos @2). (37)

Nos cuidamos bien de no llamar p,, a esta cantidad: p no es la componente y del impulso li-
neal. En realidad, debido a la fuerza de rozamiento que mantiene la condicién de rodadura,

la componente y del impulso lineal no tiene por qué conservarse. Es fcil ver que

p=py b (38)
Es esto lo que se conserva y no py,.

La posicién de equilibrio estable con las dos particulas en la parte mds baja del aro es
indiferente a la eleccién del valor de y. Tomamos como posicién de referencia aquella con
y = 0. Para escribir el lagrangiano de pequefias oscilaciones linealizamos alrededor dey = 0
y @1 = @, = 0. Las coordenadas de pequefias oscilaciones siguen siendo y, @1 y ¢,. Salvo
por una constante aditiva irrelevante, hasta términos de orden cuadratico, es

1 o1, o 1
£ =30+ 2m)y* + om | @f + ¢3 + 2ay (¢1 + (Pz)] —smga(er+e3).  (39)
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Tenemos la libertad de multiplicar este lagrangiano por una constante. Lo vamos a dividir
por ma?, de manera que en el término del potencial aparezca la frecuencia de pequefias
oscilaciones, w3 = g/a, asociada a las particulas de masa m. Asi, a todos los fines précticos

da lo mismo trabajar con el siguiente lagrangiano

o1 /y\N 1., . y.o. . 1
L =§oc(a) +§{ %+<p§+25(<p1+<pz) —zwé(@ﬂ@%)’ (40)
donde
_pf2om (41)
.

En lugar de y, podemos usar como coordenada generalizada la cantidad adimensional
0 = y/a, que no es otra cosa que el dngulo de giro del aro con respecto a su posicién de

equilibrio. En definitiva, las tres coordenadas generalizadas representan dngulos y es

. 1 11, . o 1
L0, @1,902,0, ¢1, P2) = Eocez +5 [cp? + @3 +20 (@1 + cpz)} — zwé (7 +93) (42)

Llamando x al vector (0, @1, @;), el lagrangiano de pequefias oscilaciones puede escribirse

como
L*—15<T>'c—1xVx (43)
-2 2 ’
donde
o« 1 1 0O 0 0
T = 1 1 0 , V:wé 0O 1 0O (44)
1 0 1 0 0 1

Definiendo A = w?/wj, el problema de autovectores y autovalores es

(AT —-V)-A=0. (45)
La ecuacion caracteristica es
oA A A
det| A A=1 0 |=p (46)
A 0 A-1

Calculando explicitamente el determinante, queda

AA=T1) [ —2)A — x| . (47)
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La raiz A; = 0 corresponde a un modo de traslacién, w; = 0. El autovector es

1
AV =10 |. (48)
0

El aro avanza a velocidad constante con las dos particulas en su parte mas baja.
El autovalor A, = 1 implica w = wy, la misma frecuencia que si el aro estuviera fijo y

las particulas oscilaran libremente. De manera previsible, el autovector es

0
Al?) = 1. (49)

El aro estd en reposo y las dos particulas oscilan simétricamente.

El tercer autovalor es

o 2m
A3=—=1+4+— 50
3 0(-2 + m ) ( )
lo que implica
2
w; = (1 + —m) w2, (51)
u
Su autovector es
2m
pw+2m
AB =1 1 |. (52)

Las dos particulas oscilan una sobre la otra y en contrafase del aro. Si el aro tiene una
masa mucho mayor que la de las particulas, su amplitud de oscilacién tiende a cero y
las particulas oscilan a una frecuencia muy préxima a wy, tal como si el aro estuviera
tijo. Si en cambio m es mucho méas grande que , las tres amplitudes de oscilacién son
aproximadamente iguales y la frecuencia w3 es mucho mayor que w,. Creo que a este
modo de oscilacién lo pueden haber visto cuando presionan fuertemente un rollo de cinta
de embalar contra una mesa, como si quisieran fijarlo con el dedo en un determinado

punto. Verdn que el rollo oscila raépidamente durante un breve instante.

A A Al3)
— . —
o [ ]
&
oe AN 74 /4

Verifiquen que AV - T+ AU) o §;; y encuentren las coordenadas normales.



