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1. De D’Alembert a Euler-Lagrange

Consideremos un sistema formado por N particulas. Revisaremos el camino que lleva
desde el principio de D’Alembert,

> Y sri =0, (1)

e s 2)

El principio de D’Alembert (1) postula que es nulo el trabajo de las fuerzas de vinculo
FEV) en cualquier desplazamiento virtual del sistema. Junto con la segunda ley de Newton,

miTy = ng) + Fi, (3)
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conduce de inmediato a la siguiente expresion

N
Z mit; — 20Ty =0, (4)
i=1

donde la suma sobre i se extiende a todas las particulas del sistema y, lo que es fun-

damental, donde las fuerzas F; son tnicamente las fuerzas aplicadas. Para llegar desde

esta ecuacion a las ecuaciones de Euler-Lagrange, lo primero que uno hace es escribir las
posiciones de las particulas en términos de n coordenadas generalizadas:

:ri(q1)---)qn)t)' (5)

A partir de aqui se calculan dos cosas. Derivando con respecto al tiempo se obtienen las
aceleraciones y, por otro lado, diferenciando con respecto a las coordenadas q; resultan los
desplazamientos virtuales 6r;. Lo primero es claro; lo segundo consiste en escribir

n

ari

j=1 "

Los desplazamientos se llaman virtuales porque la variacién 8t es nula.

Con las aceleraciones por un lado y los desplazamientos virtuales por el otro, todo
escrito en términos de las qj, las qj;, las q; y de las qj, luego de manipulaciones que parecen
fruto de una inspiracién sobrehumana, se llega a una forma equivalente del principio de
D’Alembert:

— (doT T
—x 5 —Q5)06q;=0 7
donde T es la energia cinética y donde Q; es la fuerza generalizada correspondiente a gj,
N

6ri
Q=2 Fg- (®)
i=1

La ec. (7) es de aplicaciéon mas general que las ecuaciones de Euler-Lagrange. En primer
lugar, no requiere escribir las fuerzas en términos de potenciales. En segundo lugar, la ec.
(7) vale tanto si las variaciones 8q; son independientes o no.

Si las fuerzas aplicadas se deducen de un potencial V(ry,...,rN), resulta

oV ory oV

N
Qj:_;ari.aqj:_a_qj’ (9)

y obtenemos entonces una forma menos general de las ecuaciones de movimiento pero
mads cercana a la ecuaciones de Euler-Lagrange,

= /daL L
> (ataiy 00) %0 Y

j=1

donde L =T —V.
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Si las variaciones son independientes, el término asociado a cada variacién en la ec. (7)
debe ser cero. Asi, sin asumir nada acerca de las fuerzas aplicadas, una forma preliminar
y mds general de las ecuaciones de Euler-Lagrange es

d of oT

ataq g "

Y, finalmente, en el caso de que las fuerzas aplicadas se deduzcan de un potencial que
no depende de las velocidades, obtenemos la forma menos general pero de més comun
aplicacion de las ecuaciones de movimiento, que son las ecuaciones de Euler-Lagrange

S o (12)

Es importante en la practica considerar un caso intermedio, cuando no todas las fuerzas
se escriben en términos de un potencial. En tal situacion se define un lagrangiano £ = TV,
en donde V incluye a las fuerzas que se escriben a través de potenciales. Si no todas las
fuerzas pertenecen a esta clase, las ecuaciones de movimiento conservaran el término con
la fuerza generalizada Q; asociada a las fuerzas que no han pasado a formar parte del
lagrangiano a través de V. Es decir, podemos encontrarnos con ecuaciones de la forma

= /d0dL oL
; (Ea_qj_a_%_Qj) 6q; =0, (13)

o, si las variaciones son independientes, de la forma

d oL 9L

atoq agq ~ O 14

No hay niguna obligacién de incluir en £ a todas las fuerzas que se obtengan de un
potencial. Lo mas habitual es hacer eso, pero no se comete ningtin error si algunas fuerzas
deducibles de un potencial son apartadas del lagrangiano y consideradas como parte de
las Qj. En un caso extremo, el lagrangiano podria estar dado tinicamente por la energia
cinética. Asi, en la ec. (7), podemos identificar T = £.

Hay suficientes motivos para no perder de vista las formas més generales de las ecua-
ciones de movimiento, ecs. (13) y (14). La razén mds importante es que no siempre es
posible elegir un conjunto de coordenadas generalizadas cuyas variaciones sean indepen-
dientes, que es lo que permite pasar de la ec. (13) a la ec. (14). La configuracién del sistema
podra quedar perfectamente definida a partir de los n valores de las qj, y n podré ser el
ndamero minimo de coordenadas que es necesario informar, y atn asi es posible que las
variaciones de las g; no sean independientes. Eso ocurre, por ejemplo, cuando se tienen
vinculos no holénomos de la forma

f(q],...,qn,q],...,qn,t):O. (15)

Son vinculos que no pueden reducirse a una relacién entre las coordenadas, sino que
involucran sus derivadas respecto del tiempo. La tinica clase de vinculos no holénomos de
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la forma (15) que estudiaremos en esta materia serdn lineales en las velocidades,

n
D ay(qry-.e Gy )5 + bu(qry -0y gnyt) = 0. (16)
j=1
El indice | = 1,...,s se usa para especificar la l-ésima condicién de vinculo. Estas condi-
ciones se traducen en una relacién entre las variaciones de 6q; y dt:

Z ay(qiy..., qn, 1)0q; +bi(q1,...,qn, )0t =0. (17)
j=1
Para desplazamientos virtuales 6t = 0, de modo que las variaciones virtuales de las
coordenadas quedan ligadas por el siguiente conjunto de ecuaciones

n
Zali(qh---)qn)t)éqj =0. (18)
j=1
Veremos ejemplos concretos mas adelante.

La otra razén por la que no hay que olvidar la forma més general de las ecuaciones
de movimiento es que en algunos casos resulta practico trabajar con un nimero de coor-
denadas mayor que el estrictamente necesario. En este caso, no por razén de principio
sino por decisiéon del usuario, las variaciones 8q; no serdn independientes. Esto puede
deberse a que eliminar las coordenadas redundantes conduzca a expresiones muy com-
plicadas para la energia cinética y, por lo tanto, para las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Computacionalmente hablando, la integracién numérica de las ecuaciones también puede
ser mds eficiente, aun cuando sea mayor el niimero de las incégnitas. Como veremos mas
adelante, otro motivo para trabajar con mds coordenadas que las necesarias es que asi se
obtiene informacién sobre las fuerzas de vinculo.

Por ejemplo, no hay nada esencialmente mal en la siguiente eleccion de las coordenadas
para una particula, por més que no se adivine el motivo que lleva a escribir algo asf:

r(x,0,7,0,®) =xX+ psin @y + rcos 0 Z, (19)

donde p, 1, 0 y ¢ tienen el significado usual de las coordenadas cilindricas y polares.

Cuando se eligen coordenadas para un problema, por lo general uno trata de incluir
implicitamente en esa eleccién todos los vinculos posibles, de modo que no sea necesario
expresarlos por separado. Pero si uno decide trabajar con un niimero de coordenadas
mayor que el estrictamente necesario, habra ecuaciones de vinculo que queden sin usar,
por decirlo de alguna manera. En general, esas ecuaciones serdn de la forma

gl(qh---)qn)t) = Ct. (20)

El indice 1 prevé la existencia de mds de una de estas ecuaciones. Aqui vemos que, en
principio, seria posible, por cada una de estas ecuaciones, eliminar una de las coordenadas.
Pero, por alguna razén, uno se abstiene de hacer eso.
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Diferenciando respecto de las g, la relacion entre las variaciones virtuales es

0
Z 21((:'1) )qn)t) 6q) =0. (21)
)

Es importante notar que la ec. (21) es la relacién que liga a los desplazamientos virtuales
5qj, y no la forma diferencial de la ecuacién de vinculo, que en verdad se escribe como

Lo

0, equivalentemente, como

0
q1> »q‘mt)&qj+%(q1»"°>qn>t)6t:0> (22)

G)
@

gt . 0g1
y 4+ g ) =0, 2
aq](qh >qn)t)q]+ ot (q1> yq t) 0 (3)

j=1

1.1. Otra vez el péndulo simple

Para fijar ideas, veamos un problema en donde se trabaja con méas coordenadas que las
necesarias. Se trata de un péndulo que se mueve en el plano vertical xy.

YIIIITEE

Sabemos que bastaria con informar el valor del dngulo que la barra forma con el eje x
para definir completamente la configuracion del sistema. Pero la configuracion del sistema
también queda definida si informamos al mismo tiempo los valores de x e y. Este seria
un conjunto redundante de coordenadas, porque hay formas de definir todo con una sola
coordenada. De todas maneras, usando x e y como coordenadas resulta

T’(X,y) :X&—Fyg) (24)
el lagrangiano es

L%y, % Y) = 3m(x* +9?) + mgx, (25)

2
y, finalmente, la ec. (10) se lee como
m(x —g) dx + my dy = 0. (26)

Esto vale para variaciones cualesquiera de x e y que respeten la condicién de vinculo

x> +y?r =1% (27)
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No podemos, en esta instancia, decir que son nulos los términos que multiplican a dx
y a 8y en la ec. (26), cosa que si podriamos hacer si ox y oy fueran independientes.
Evidentemente, uno no puede hacer variaciones 6x y oy independientes. Para mantener
constante la distancia al origen, debe ocurrir que

(x 4+ 8x)% + (y + dy)? = 1% (28)
Expandiendo hasta primer orden en las variaciones queda
X% 4+ 2x8x +y% + 2ydy = 1%, (29)
pero como x? +y? = 12, en definitiva tenemos que
xdx +ydy = 0. (30)

No es necesario hacer una cuenta tan detallada para llegar a este resultado. La forma
préctica de obtener la relacién entre las variaciones es diferenciar la ecuacién de vinculo,

5(x* +y?) =0, (31)

de donde se obtiene la ec. (30) de manera inmediata.
¢Qué haria uno muy ingenuamente? Bueno, ya que la ec. (30) permite eliminar una de
las variaciones en términos de la otra, por ejemplo,

sustituyendo en la ec. (26) resulta
. Y.
_Ix =0. 33
m (y X 9) by =0 (33)

Ahora si, el término entre paréntesis debe ser igual a cero. Sin embargo, atin nos faltaria
escribir x en términos de y (o viceversa). Este fue un ejercicio que hicimos durante la
primera clase. Copiamos aqui el escalofriante resultado de entonces:

©2
- Yy g.
U+12—y2+1_29 ?—y?=0 (34)

Todo esto estd muy bien, en principio el método de eliminacién funciona, pero la
cuestion es que si uno decidié trabajar con mdas coordenadas que las necesarias debi6
deberse, justamente, a que queria evitar el proceso de eliminacién de unas coordenadas
en términos de las restantes. No tiene mucho sentido postergar lo que pudimos hacer
desde el principio, esto es, usar los vinculos para reducir el nimero de coordenadas cuyas
variaciones son independientes. Es cierto que las ecs. (25) y (26) se escribieron de manera
muy sencilla, pero toda esa sencillez se destruy¢ al eliminar x en términos de y.

Necesitamos encontrar una manera de trabajar con las ecuaciones en su forma més sim-
ple y simétrica sin tener que recurrir, més tarde o méas temprano, al proceso de eliminacion.
Es aqui donde interviene el método de los multiplicadores de Lagrange.
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2. El método de los multiplicadores de Lagrange

Hemos visto dos clases de problemas en los que sélo es aplicable la forma general del
principio de D’ Alembert

= (ddL UL )
—=— — > ] 98q; =0. (35)
; (dt 0q; dq;)
En ambos casos el motivo era el mismo: la no independencia de las variaciones 8qj. En el
primer caso, esto era una propiedad intrinseca del problema. En el segundo caso, se trataba

del uso deliberado de un ntimero de coordenadas mayor que el minimo necesario. Dentro
de la primera categoria consideramos tinicamente vinculos no holénomos de la forma

Zalj(qh'--)qn)t)qj+b1(q1)-°°)qn)t):O) (36)
j=1

que, para las variaciones virtuales, implican

Zalj(qh...,qn,t)éqj = 0. (37)
j=1
Dentro de la segunda categoria, los vinculos son del tipo

gl(q])--'>qnat) =Cy, (38)

o, derivando respecto al tiempo,

Yo

Las variaciones virtuales correspondientes satisfacen las ecuaciones

o0

Vemos que, tanto en el caso de los vinculos no holénomos lineales en las velocidades

. 0
qh )qn)t)qj"i_%(qh---vqn)t):O' (39)

O)
LQ

Q)
@

q1) >qn)t) 6q) =0. (40)

como en el caso de los vinculos holénomos, la forma diferencial de los vinculos y las
relaciones entre las variaciones virtuales pertenecen a la misma clase, resumibles en las
ecs. (36) y (37). Lo que quiere decir que si un método es bueno para un caso también serd
bueno para el otro. Uno de estos métodos es el de los multiplicadores de Lagrange.

Segun el principio de D’Alembert, las ecs. (35) deben cumplirse para todas las varia-
ciones virtuales que satisfagan las ecs. (37). Aunque estén escritas apenas unas lineas mas
arriba, vamos a repetirlas aqui para apreciar mejor la relacion que las vincula:

E _ = 0q; =0 V {6q;} tal que ai;0qg; =0, 41
(dtaq, aqj) b @ 1 5Z_1 ue .

conl=1, ...,s, donde s es el numero de condiciones de vinculo.
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No esta de mds enunciar cudl es el problema. El objetivo es encontrar las ecuaciones
de movimiento. La cuestién es: ya que no son iguales a cero, a qué deben ser iguales las
expresiones

=== (42)

Veremos que la respuesta es: deben ser iguales a una combinacién lineal de los coeficientes
que aparecen en las ecuaciones para las variaciones virtuales; explicitamente

doL L ¢

A T A =Z7\1015- (43)

dtogq; 9q; =
Es facil ver que esta condicién es suficiente. Basta multiplicar por 0q; a cada lado de la
ecuacion, sumar sobre j y asumir que las 8q; satisfacen la ecuaciéon (37). Lo que no es tan
evidente es que también es una condicién necesaria.

Existen varias maneras de probar este resultado. Matematicos y fisicos suelen coincidir
en el uso de la misma e ingeniosa demostraciéon. Se trata de la demostracién que figura
en la mayoria de los libros de fisica, no sélo de mecénica cldsica. Tiene la ventaja de ser la
maés sencilla pero (y creo que hablo por muchos) tiene algo de desagradable, al menos a
primera vista. En algunos libros aparece una demostracién menos sutil pero més facil de
interpretar geométricamente, y cuando uno logra realmente ver la solucién del problema
gana mucho mds que con la demostracién ingeniosa.

2.1. Primera demostracion

La demostracion que encontraran en el Goldstein y en la mayoria de los libros (jincluso tt,
oh Lanczos!) empieza por aceptar, con fingida resignacién, que las 8q; no son arbitrarias y
que, por lo tanto, en la ec. (35) no puede concluirse que para cada j la expresion

P (44)

deba ser igual a cero. Inmediatamente después, y con una ligereza humillante, se hace
notar que cada ecuacién de vinculo (37) para las variaciones virtuales puede multiplicarse
por una funcién del tiempo, digamos, —Ay, sin afectar su contenido:

A\ ) aydg; =0. (45)

j=1

Las funciones A; son los llamados multiplicadores de Lagrange. Si se suman estas ecua-
ciones (contintia, como si nada, el argumento), el resultado seguird siendo cero,

—Z?\lz aljéqj = —Z (Z }\lal)'> 6q] =0. (46)
1=1 j=1

j=1 \1=1
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Si, por otro lado (ya en el colmo de la locura) se suma esta ecuacién a la ec. (35) no
obtendremos otra cosa que cero:

= (ddL L

Luego se llama la atencién sobre el hecho de que, habiendo s funciones A, ha de ser posible
elegirlas de tal modo que se anulen los s tltimos términos que multiplican a las variaciones:

d 0L oL >
———___Z}\laljzo) j=n—s+1,...,mn. (48)

— [(d oL oL >
- = _ = _ A Qs L= 4
Z <dt 3q; g z 1all> 5q; =0, (49)

donde ahora (prestar atencién aqui) la suma sobre j va de 1 hasta n—s, pues hemos anulado
el resto de los términos. Ahora bien (concluye el argumento, con los ojos desorbitados),
puesto que aqui s6lo intervienen n — s de las variaciones 0qj, que es igual al namero de
variaciones que pueden ser realizadas independientemente, esto implica que cada uno de
los términos que multiplica a las 0q; en la ec. (49) tiene que ser cero:

0L oL >
i___._Zy\laU:o, j=1,...,n—s. (50)

De este modo queda demostrado, haciendo dos escalas, que los n términos de la suma
original deben ser cero. Es decir, para dejarlo asentado por enésima vez,

d oL oL > )
____‘_Z}\lalj:()) ):1,...,“, (51)

que es el resultado anticipado en la ec. (43). Esta demostracion serd muy ingeniosa pero es,
me parece, un poco irritante. No se me oculta que estoy siendo ligeramente tendencioso.

2.2. Segunda demostracion

Hay otra demostraciéon que, sin ser tan inspirada, posee la ventaja de tener una inter-
pretacion geométrica en términos de planos y vectores normales. Encontraran esta de-
mostracién en el libro de Spivak (problema 5.1) y, aunque mencionada sélo al pasar, en el
libro de José y Saletan. Es una demostracién de dlgebra lineal.

Notemos primero que el problema puede replantearse en términos de vectores y pro-
ductos escalares: las variaciones 0q; se piensan como las componentes cartesianas de un
vector ¢ en R™. Asi, una expresién del tipo

= /d oL AL
> (s, 9q,) %9~ "

j=1
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es andloga al producto escalar del vector ¢ con un vector e que tiene componentes

d oL 0oL
= 3a  3q (53)
dtaq; 9q;
y, asimismo, las condiciones (37),
D aydg; =0, (54)
j=0
se representan por el producto escalar de g con s vectores a; que tienen componentes
((11)]' = yj. (55)

Estd implicito en todo esto que los vectores a, son linealmente independientes.
Hechas estas identificaciones, el problema (41) es equivalente a encontrar los vectores e
que son perpendiculares a todos los vectores perpendiculares a los a,,

{el e-q=0 V g talque al-q:O,conlzl,...,s}. (56)

Es trivial que si e es una combinacién lineal de los a; entonces lo anterior se cumple:

S
si a;-q =0, entonces e = E Ara, satisface e - q =0, (57)
[
para cualquier eleccién de los multiplicadores A;. Lo no trivial es demostrar que la condi-
cién es necesaria, es decir, que para que e sea perpendicular a todos los vectores que son
perpendiculares a los vectores a; debe ser entonces

€ = Z?\[G[, (58)
1=1

para ciertos multiplicadores A;.
La ecuacién anterior, que es el resultado fundamental, expresada en componentes, se

lee una vez méas como
d 0L 3L >
_— = A .
dtdq; 0gq; 2_May (59)

=1

La esencia de la demostracion consiste en notar que cada condiciéon del tipo a; - q =0
define en R™ un subespacio de dimensién n — 1, es decir, un hiperplano. El conjunto de las
s condiciones equivale a buscar la interseccién de los s hiperplanos. La intersecciéon de dos
hiperplanos es un subespacio de dimensién n — 2. La interseccién de tres hiperplanos es
un subespacio de dimensién n — 3. Asi hasta llegar a que la interseccién de s hiperplanos
debe ser un subespacio V de dimensién n — s. Los vectores de ese subespacio forman el
conjunto de todos los vectores perpendiculares a los a;. Ese subespacio V tendra una base
de n—s vectores, que son, por ortogonalidad, linealmente independientes de los a,. De esta
manera, es posible definir una base de R™ que consiste en esos n—s vectores pertenecientes
a V mas los s vectores a,. Es facil ver entonces que, si un vector es perpendicular a todos
los vectores de V, no puede ser otra cosa que una combinacién lineal de los vectores a;.
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Por lo tanto, los vectores que son perpendiculares a todos los vectores perpendiculares a
los vectores a; son de la forma (58).

Para verlo en un ejemplo, consideremos el espacio de 3 dimensiones ordinario. Muchas
de las cosas que digamos aqui serdn muy obvias, pero las diremos igual para seguir la
idea de la demostracion general antes esbozada. Asumiremos que hay dos condiciones de
vinculo, que se escribirdn como

(11'q:0, az-q:O. (60)

Cada una de estas ecuaciones define un plano por el origen, perpendiculares a a; y a ay,
respectivamente. Estamos asumiendo que a; no es paralelo a a,, de modo de tener dos
condiciones independientes. La intersecciéon de las dos condiciones define una recta L, que
es la interseccién de los dos planos.

Lo que buscamos es encontrar los vectores que son perpendiculares a todos los vectores que
son perpendiculares tanto a a; como a a,. En otras palabras: los vectores perpendiculares
a L. Una base de R? consiste en los vectores a;, a, y un vector cualquiera contenido en
la recta L, digamos x. Los vectores que buscamos se tienen que poder escribir como una
combinacion lineal de a;, a, y x. Pero, en realidad, como deben ser perpendiculares a la
recta L, no pueden tener una componente segtin x. Luego, los vectores que buscamos son
combinaciones lineales de la forma

Aag +Axa;, (61)

que es lo que queriamos demostrar. La figura hubiera sido suficiente.
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2.3. Lo que hay que recordar

Para cerrar esta larga explicacion, resumiremos aqui los resultados. Las ecuaciones de
movimiento surgen de la conjuncién de las ecs. (59) y de las condiciones de vinculo (16),

(4oL oL &
— = = =¥ Aag G=1,...,n),
dtaqj aq) I—ZI Rty
(62)
> aygi+bi=0 1=1,...,s).
L =1

Son n + s ecuaciones para n + s incognitas, las n coordenadas generalizadas q;(t) y los
s multiplicadores A((t). Son ecuaciones con un cardcter muy particular: son a la vez
diferenciales y algebraicas, puesto que involucran a las derivadas de las coordenadas pero
no a las derivadas de los multiplicadores.

Es habitual sefialar que el problema asi planteado no destruye la simetria entre las coor-
denadas, cosa que si ocurre si se eliminan unas coordenadas (o, al menos, sus variaciones)
en términos de las otras, tal como vimos en el ejemplo del péndulo simple.

Dicho todo esto, queda confesar que, con relaciéon a los problemas de las guias, el
método de los multiplicadores de Lagrange no tendrd una aplicacién verdaderamente
préctica hasta que no veamos los problemas de cuerpo rigido.

3. Ejemplos

3.1. El péndulo simple una vez mas

¢Qué ocurre cuando queremos implementar el método de los multiplicadores de Lagrange
para el problema del péndulo simple? Segtn vimos antes, el método de eliminacion
rdpidamente se tornaba engorroso. ;Serdn los multiplicadores la alternativa vencedora?
Igual que antes trabajaremos con las coordenadas redundantes x e y, dejando al vinculo
x? +y? = 1% como condicién aparte. El objetivo es escribir el sistema de ecuaciones (62).

El lagrangiano es el de una particula en un campo gravitatorio

L 1 . .
Ly, %,9) = zm(x2 +9?) + mgx. (63)



CLASE PRACTICA 26/8 13

De aqui obtenemos

dtox  ox 9 dtoy oy ¥

Por otro lado, la forma diferencial del vinculo para las variaciones virtuales es
x0x +ydy = 0. (65)

Segun el método de los multiplicadores, debemos buscar la solucién entre las funciones
x e Yy que satisfagan las ecuaciones

m(x —g) = Ax, my = Ay, (66)
con la condicién auxiliar

x> +y =1% (67)

Hasta aqui es todo simétrico, ninguna coordenada ha sido eliminada en términos de la
otra. ;Y ahora? Ocurrird lo que ocurri6 antes. Eliminaremos A de una de las ecuaciones,
obtendremos una ecuacién diferencial en x y en y, usando el vinculo eliminaremos una
de las coordenadas y llegaremos a la misma ecuaciéon que queriamos evitar, ec. (34).
Terminariamos haciendo todo lo que no querfamos hacer. Esto muestra las limitaciones del
método, pero mas que nada las limitaciones de la eleccién particular de las coordenadas.
Volveremos sobre eso en un minuto. Antes queremos decir algo a favor del método de los
multiplicadores incluso en este caso.

Aunque trabajando con x e y parece ser una consecuencia inevitable tener que romper la
simetria entre las coordenadas, el sistema de ecuaciones diferenciales-algebraicas (66)-(67)
es muy f4cil de implementar numéricamente, manteniendo la simetria entre las coorde-
nadas en todo momento. De manera que, aunque en el papel no hayamos encontrado
ninguna ventaja, computacionalmente veremos que hemos dado con un método muy
préactico de integracion numérica. Un algoritmo puede ir propagando simultdneamente
los valores de x(t), y(t) y A(t), sin necesidad de ningtn proceso de eliminacién. Basta con
poder encontrar x(t+At), y(t+At) y A(t) sise conocen x(t), y(t), x(t) y y(t). Construiremos
el algoritmo mads sencillo de todos. Es posible introducir varios refinamientos.

Supongamos, para simplificar la notacién, que t = 0. Son datos x(0), y(0), x(0) y y(0).
Por hipétesis estos valores satisfacen la condicién de vinculo, tanto en su forma exacta
como en su forma diferencial, que es una consecuencia de aquella:

x(0)% +y(0)* = 1%, (68)

x(0)x(0) +y(0)y(0) = 0. (69)

Queremos encontrar x(At), y(At), x(At), y(At) y A(0). Si podemos dar este salto en At
para t = 0, lo podremos dar para t = At, y asi sucesivamente. En lo que sigue el signo
“igual” querrd decir “igual hasta orden At”.
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Encontrar las nuevas posiciones es fécil:

x(At) = x(0) + x(0)At, (70)
y(At) = y(0) + Y (0)At. (1)
Las nuevas velocidades seran
x(At) = x(0) + x(0)At = x(0 } At, (72)
§A1) = 9(0) + §(0)At = (0) + %)y(omt. (73)

Estas expresiones dependen de A(0), que atn es una cantidad desconocida. Necesitamos
averiguarla por otro camino.
Hasta orden At, las nuevas posiciones satisfacen la condicién de vinculo (68); en efecto,

x(At)? +y(At)? =x(0)% +y(0)% + 2|x(0)%(0) +y(0)y(0) | At = 12 (74)
Para que se satisfaga la condicién (69) a tiempo At debe ser, hasta el mismo orden,

x(At)x(At) + y(At)y(At) =

x(0) + X(O)At} {X(OH (%X(O) + g) At] + [y(O) + g(omt] {Q(O)—%%y(O)At} —0. )
Como los vinculos (68) y (69) se satisfacen a t = 0, hasta orden At esto implica
x(0)% +1(0)* + %12 +x(0)g = 0. (76)
De aqui se obtiene el valor inicial de A,
A(0) = —m {V(g)z + @g} . (77)

Llegado este punto ya podemos calcular las nuevas velocidades, (72) y (73), que era lo que
nos faltaba para poder seguir.

Resumiendo: a partir de las condiciones a tiempo t = 0 pudimos calcular las posiciones
y velocidades a tiempo At y el multiplicador A en t = 0. Repitiendo el procedimiento
una y otra vez, iremos avanzando en el tiempo en pasos de duracién At. Esto demuestra
que el método de los multiplicadores de Lagrange aplicado al péndulo, si bien no es til
para encontrar las ecuaciones de movimiento en las coordenadas x e y, si es facilmente im-
plementable como algoritmo para hacer una integracion numérica. El mérito sera todavia
mayor si tenemos sistemas con més de una particula y muchos vinculos, como veremos en
el caso del péndulo doble.
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3.2. El péndulo simple en coordenadas polares

Veamos ahora cémo resulta el método de los multiplicadores en coordenadas polares. En
estas coordenadas el lagrangiano es

. 1 . .
L0, 9,0, ¢) = 5m (0* + p*§?) + mgp cos @. (78)

La condicién de vinculo es

0, en términos de las variaciones virtuales,
5p = 0. (80)

La condicién de vinculo también implica p = 0.
Tendremos entonces

405 0% —m("— p2 — gcos )
dt 0p dp = P—pP g DP),
(81)
d oL oL 5 .. .
S = 2 .
26 9 m (p?§ +2p¢ + gpsin @)
El sistema de ecuaciones (62) se leerd ahora como
m (p—p@* —gcos @) = A,
m (02§ + 209 + gpsin @) =0, (82)

p=1

Usamos el simbolo A para distinguir a este multiplicador del que apareci6 al resolver
el problema en coordenadas cartesianas. La tercera ecuacién implica p = 0y p = 0.
Reemplazando en las dos primeras ecuaciones se obtiene

A=-m (1> +gcose), (83)

(p+%sin(p:O. (84)

Encontramos asi que, en este sistema de coordenadas, las ecuaciones se separan limpia-
mente en una ecuaciéon para A y una ecuaciéon de movimiento propiamente dicha para ¢
que es independiente de la primera. En este sentido, el cambio de coordenadas cartesianas
a polares ha sido un acierto. Pero es algo que apenas debe sorprendernos.

3.3. El péndulo doble

En este ejemplo se va a apreciar mejor la medida en la que se simplifican las ecuaciones
de movimiento, al costo de aumentar el niimero de incégnitas. Usaremos las coordenadas
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generalizadas que muestra la figura. Ya sabemos que dos dngulos serian suficientes, pero,
como habran visto en el problema 2 de la Guia 2, las ecuaciones de movimiento no son
nada sencillas, en el sentido de que son muchos términos, muchas derivadas y muchas
oportunidades de cometer errores.

Y1 Y2
. : Yy
Ly

X] ....................... "

m L
Xz ................................................. :

mp
X

El lagrangiano es ahora

S K
L(x1,%X2,Y1,Y2, X1, X2, Y1,Y2) = ETHJ(X%4-H%)+'§Tn2(xi4—95)—F(ﬂn1X1-FT“2X2)9- (85)

Los vinculos son

xi+yt =1,
(86)
(x1 —x2)* + (Y1 —y2)? = 3.
Las variaciones virtuales estaran ligadas por las siguientes ecuaciones
x10%x1 +y1dy; =0,
(87)

(x1 —x2)(0x1 — 8x2) + (y1 —y2)(dy1 — dy2) = 0.

Multiplicando cada condicién por un A; y sumandolas formamos las combinaciones lin-
eales necesarias:

A (x18x1 +y18yr) 4+ Az [(x1 — x2) (8x1 — &x2) + (Y1 —y2)(dy1 — dy,)] =

(88)
[Axa+A2(x1 — x2)] %14+ [AMyr +A2 (Y1 — y2) [ Syr — Az [(x1 — x2)8%2+ (Y1 —y2)8y2].
Por otro lado necesitamos escribir
dar oL 59
dtog;  0q;

para cada coordenada. Por tratarse de coordenadas cartesianas esto es equivalente a
escribir las dos componentes cartesianas del par de expresiones m;r; —F;, donde las fuerzas
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son los pesos de las dos particulas. En efecto,

438 0L G —a) 43k L a—a)
dtox;  ox =gl dtox, 0%, 2X2 = 9)
(90)
4oL oL _ 4oL oL _
dtoy, ody, b dtoy, ody, 292

Cada una de estas expresiones debe igualarse al coeficiente que acompafa a la respectiva
variacién en la ec. (88). En definitiva, las ecuaciones de movimiento son

miXy; =myg+ Aixg + Az (X1 —x2),
miyr = Mys +A2(y1 —ya2),

myXy = mag — Ax(X1 —X2),

maU, = —A2(y1 —y2).

Resulta evidente que, en los segundos miembros, los términos en donde aparecen los
multiplicadores son equivalentes a fuerzas dirigidas segtn las barras. Como veremos
luego, son las fuerzas de vinculo. El sistema de ecs. (91) debe ser complementado por
las ecuaciones de vinculo (86).

Tal como ocurria con las ecuaciones cartesianas del péndulo simple, las ecuaciones
que hemos obtenido para el péndulo doble no nos acercan ni un poco a la solucién del
problema. La principal y nada despreciable ventaja que poseen es la de ser facilmente
programables en un algoritmo que las integre de forma numérica. El resultado de esta
integracion no sélo contendrd las trayectorias sino también los multiplicadores A; y A,
cuya interpretacion hemos adelantado en el parrafo anterior.

3.4. Ejercicio propuesto

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, plantear el problema del péndulo
doble en coordenadas polares, es decir, definiendo las posiciones de las particulas como

T =p1p(@1), T2=11+p20(@2). (92)

Por simplicidad tomar l; =L, =ly m; =m,; =m.




18 MECANICA CLASICA 2019 2cC

4. Significado fisico de los multiplicadores

4.1. El caso del péndulo simple

Lo que no podemos ver atin es qué ventaja hay en trabajar con mds coordenadas genera-
lizadas que las necesarias, cuando lo mds sencillo hubiera sido trabajar directamente, en
el caso de los péndulos, por ejemplo, con a lo sumo un par de dngulos. Si tal hubiéramos
hecho, el lagrangiano hubiese tenido menos términos, nos hubiéramos ahorrado escribir
una ecuacién de Euler-Lagrange para las coordenadas radiales y hubiéramos deducido las
ecuaciones de movimiento en un par de pasos.

Pero, si se mira con atencién, se descubrird que, al usar mas coordenadas, obtuvimos
también mads ecuaciones. Por ejemplo, en el caso del péndulo simple no hemos reparado
todavia en la ec. (83), que copiamos aqui abajo,

A=-m (19> +gcosg). (93)

Sélo nos importé que esta ecuacién no nos estorbara para escribir ni resolver la ecuacién
de movimiento (84). Pero una vez resuelta esta ecuacién y encontrado ¢(t), podemos
evaluar la ec. (93) y encontrar A(t). La cuestién pasa por saber si hay alguna informacion
interesante contenida en A(t), o si es s6lo una funcién auxiliar sin mayor significado. La
respuesta es que A(t) contiene informacion sobre la fuerza de vinculo. Si se fijan bien, veran
que el segundo miembro de la ec. (93) es menos la suma de la fuerza centrifuga y de la
proyeccion del peso en la direccion de la barra del péndulo. Es decir, A no es otra cosa que
la magnitud de la fuerza de vinculo en la direccién de la barra,

FY) =Ap. (94)
El signo menos en la ec. (93) significa que la fuerza es ejercida hacia el origen. La tensién es
T=—A =ml@? + mgcos @. (95)

También en coordenadas cartesianas el multiplicador de Lagrange tiene un significado
andlogo. En esas coordenadas encontramos que las ecuaciones para x e y eran

m(x —g) = Ax, my = Ay, (96)
que se resumen en la ecuacién vectorial
mr =mg + Ar. (97)

Vemos asi que el significado de A, salvo por un factor [r| = 1, es el de la magnitud de una
fuerza que acttia en la direccién radial y que no puede ser otra que la fuerza de vinculo:

FY) = Alp. (98)
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Si integramos las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas, al final de todo
podremos calcular la tension escribiendo

T=-AL (99)

Con relacién a las coordenadas cartesianas y al método numérico que esbozamos para
integrar las ecuaciones en ese caso, recordemos que resultaba [ec. (77)]

“m [V(t)z 4 ﬂg] +O(AL). (100)

Alt) = 2 2

En el limite en que At — 0, queda

2
Tz—?\l:m(\)T—i—%g). (101)

Se reconocerd aqui, igual que en coordenadas polares, el término centrifugo y el término
asociado al peso, lo que confirma nuestra aseveraciéon de que —Al es igual a la tension.

Lo que muestran estos dos ejemplos tiene cardcter general. Los multiplicadores de
Lagrange estan relacionados linealmente con las fuerzas de vinculo.

4.2. El caso general

Los vinculos acttian a través de fuerzas. Supongamos resuelto el problema del movimiento
para ciertas condiciones iniciales. Habremos tenido que resolver el sistema

d 0L oL >
— = = =) A =1
dtaqj aq] é 1(11) (J ) ,Tl),
(102)
D ayg+bi=0 (L=T1,...,5s)
\]:1

Concentrémonos en uno de los vinculos, digamos, el vinculo con | = 1, y supongamos
que eliminamos el agente fisico encargado de asegurar la realizaciéon del vinculo. Resultara
posible reproducir el mismo movimiento bajo las mismas condiciones iniciales si externa-
mente se aplican las mismas fuerzas que aplicaba el agente asociado al primer vinculo.
Llamemos ff” a esas fuerzas, donde el indice i se refiere a la particula sobre la que actta.
Notar que un mismo vinculo puede actuar sobre varias particulas simultdneamente. Bajo
la accion de estas fuerzas y de los s — 1 vinculos restantes el sistema seguird la misma
trayectoria, pero sus ecuaciones de movimiento estardn dadas por estas otras:

(103)
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donde las Qjm son las fuerzas generalizadas asociadas a las fuerzas aplicadas fi] !,

Q=Y A (104)
q;
Puesto que hemos modificado el sistema, en la ecuacién (103) hemos reemplazado los
multiplicadores A; de las ecs. (102) por A;. En el sistema (103), debido a que el primer
vinculo ha sido eliminado, el indice | toma valores entre 2 y s. De todas maneras la
ecuacion para 1 = 1 sigue siendo vélida por como hemos definido las fuerzas fE”.
Para que las ecuaciones

d 0L oL >
————ZZNGL]')

dt aq) aq] =
(105)

d oL 3L 1) s
_—— = Q + Alal.

dtogq; 09q; 7 ; :

sean consistentes, debe ser
Qjm + Zj\lalj = ZNGU- (106)
1=2 1=1

Una forma de cumplir esta igualdad es con A=A paral=2, ..., s. Con lo que resulta

Q" =NMay;. (107)

Es muy razonable que los multiplicadores no cambien, porque a todos los efectos précticos
el sistema no deberia enterarse de que un vinculo ha sido sustituido por un agente externo
bajo nuestro control. Si los multiplicadores A; poseen una interpretacién fisica, entonces
sus valores no pueden depender de como se consiga imponer uno de los vinculos.

Lo mismo que hicimos con el primer vinculo podemos hacerlo con cualquier otro.
Nuestra conclusién es que los multiplicadores A, estdn relacionados con las fuerzas de
vinculo a través de las ecuaciones

QY => " g;] = Nay, j=1,...,n (108)
Notar que puede haber hasta 3N componentes para las fuerzas asociadas a cada vinculo,
y la expresién anterior contiene a lo sumo 3N ecuaciones y, en general, contendrd muchas
menos. Esto significa que serd necesario usualmente aportar hipdtesis extra sobre las
fuerzas para determinar cuanto vale cada una.

Si la identificacion A; = A, resulta cuestionable, lo que puede hacerse es eliminar todos
los vinculos de manera simultdanea, reemplazédndolos por las fuerzas aplicadas necesarias
para mantener las mismas condiciones. Es fécil ver entonces que lo tnico que podemos

afirmar es que
N

or s
- vy, = _ .
Qj = Zf 0q; ;7‘1%- (109)

i=1
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En Q; confluyen todas las fuerzas de vinculo. Separarlas unas de otras serd posible sélo
con hip6tesis adicionales.

5. Ejemplos

5.1. El péndulo simple en coordenadas cartesianas

Para el sistema de la figura

asumiremos que hay una tnica fuerza de vinculo actuando sobre la particula. Queremos
averiguar como estd relacionada esta fuerza con el multiplicador A asociado a la tnica
ecuacion de vinculo,

X% +yy = 0. (110)

Leemos de aqui que a;x = x y ajy = y. Si la fuerza de vinculo es f tendremos dos
ecuaciones de la forma (108). Notando que 9r/0x = X y andlogamente para y, resultan

f-x=A, f-y=»Ay, (111)

de manera que f =Ar = Alp(@). A la misma conclusién llegamos en la ec. (98).

5.2. El péndulo simple en coordenadas polares
En este caso la ecuacion de vinculo es
b =0, (112)

lo que implica a;, =1y a;, = 0. Las dos ecuaciones que relacionan a la fuerza de vinculo
con el multiplicador A, segtin la notacién que empleamos anteriormente, son

ar_ -

O e 5(0) = A 11
%0 pl@) =A, (113)
or

e =1f- (@) =0.

5o o) (114)

Luego, la componente tangencial de la fuerza es cero y la componente radial es directa-
mente igual a A. Es la misma conclusion a la que llegamos en la ec. (94).
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5.3. El sistema del problema 3 de la Guia 2

Consideremos el sistema de la figura de la izquierda.

X A x A

Nos concentraremos en el vinculo que mantiene la distancia entre las particulas fija en el
valor 1, de modo que dejaremos este vinculo como condicién aparte y usaremos la distancia
entre las particulas como una coordenada mds, como en la figura de la derecha. Entonces,
usando p y @ como coordenadas generalizadas tenemos

T1(p, @) = psin@y, (115)

2(p, ) = —pcos @ x. (116)
Lo que conduce al siguiente lagrangiano:

L. 1 . )
L(p, @, p, @) zzm(pz+p2@2)+mgpcos<p- (117)

La ecuacién de vinculo es p = 0, de modo que hay un tnico coeficiente ay; distinto de
cero y es a;, = 1. Mediante el método de los multiplicadores de Lagrange obtenemos las
siguientes dos ecuaciones

m(p — p@? — gcos @) = A,
(118)
m(p? P + 2ppP + gpsin @) = 0.

Aplicando ahora el vinculo p =1, resulta, primero, la ecuacién de movimiento, tal como la
vimos en la clase del jueves 22/8,

<p+%sin<p=o, (119)

y, después, una ecuacion para el multiplicador

A=—m(lp? + gcos ). (120)
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Nos gustaria demostrar que A estd relacionado con la tensién o compresioén de la barra
que une a las particulas. Formemos las fuerzas generalizadas asociadas, como en la ec.
(108). A diferencia del péndulo simple, hay dos particulas involucradas:

aT‘] aTZ .
Qp:ﬂ~a—p—|—fz-a—p:ﬂysm(p—szCOS(p:7\, (121)
4 0
Q(p:'ﬁ'a—:;—i‘fZ'anj:f1yCOS(P+f2XSiIl(p:O. (122)
Estas dos ecuaciones implican
f1y = Asin @ = —m(l$* + g cos @) sin @, (123)
f = —Acos @ = m(1l@? + g cos @) cos @, (124)

pero no dicen nada acerca de las otras dos componentes, fi, y f,,. No dicen nada
porque formalmente no hemos dicho nada acerca del mecanismo que mantiene unidas
a las particulas. De manera instintiva lo que esperdbamos es que fueran f; = —f,. Es cierto
que dibujamos una barra, pero lo mismo daria montar cada particula sobre un carrito
provisto de un motor y de un sistema de control automatizado. En ese caso no habria
razén para suponer que las fuerzas que ejerce cada carrito sean iguales y opuestas. Otro
modo de mantener la distancia entre las particulas es uniéndolas mediante un arco rigido:

x A

Aqui no hay motivo para decir que las fuerzas de vinculo f; y f, estén sobre la linea que
une a las particulas, que es lo que uno esperaria en el caso de la barra. Sin embargo, todos
estos mecanismos realizan el vinculo. Esto indica que lo tinico que podemos decir hasta
ahora de las fuerzas de reaccion esta en las ecs. (123) y (124).

Notemos que el principio de D’Alembert (si los rieles no hacen trabajo), requiere que

fi-0ry +1£,-01r; =0, (125)

cosa que, como deberian verificar, se satisface automdticamente para las fuerzas de las ecs.
(123) y (124).
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Tal vez deberiamos buscar la respuesta en las otras fuerzas de vinculo. Para aislar la
fuerza que mantiene a la particula 1 sobre el eje y, separemos ese vinculo, dejando que la
barra gire libremente alrededor de la particula 2. Usaremos las coordenadas generalizadas
X2 Y @, como en la figura.

X A
f 1
> Y
© /1
xX2@ 2
Con esta eleccién resulta:
1 =x2x+1p(e), (126)
T =%%, (127)
y a partir de aqui se calcula el siguiente lagrangiano:
1
L(x2, @, %2, ) = sm (2%3 + 1P 9* — 2Lk, ¢ sin @) — mg(2x, + Leos @). (128)
La condicién de vinculo es x; = 0, que se lee como
x2 + lcos @ =0, (129)
0, en su forma diferencial,
X2 — l@sin @ = 0. (130)
Obtenemos de esta manera a;; =1y a;; = —Llsin @. Asi llegamos a las ecuaciones

m (2%, — 1@ sin @ — lpZ cos @ + 2g) = A,
(131)
m (1§ — X, sin @ — gsin @) = —Asin @.

Parece del todo razonable pedir que las fuerzas de vinculo que mantienen a la particula 1
sobre el eje y acttien so6lo sobre la particula 1. Las relaciones entre las fuerzas generalizadas
asociadas a este vinculo y el multiplicador A son, en tal caso,
61”1 =
f-—=1f,=A 132
6xz * ’ ( )
ar]

e L(—fy sin @ + fy cos @) = —Alsin @, (133)
@
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de donde resulta fy = 0, tal como esperdbamos de la reaccioén de riel horizontal. Por otro
lado A es directamente la fuerza en la direccién normal al eje y.

Ahora podemos volver a la fuerza de vinculo f; que ejerce la barra sobre la particula 1.
Nos faltaba conocer su componente x, es decir f;. Debido a que la particula 1 se mantiene
sobre el eje y, las fuerzas en la direccién x deben anularse. Lo que implica

Luego, la componente que buscamos es

f]x - Q—fx. (135)

Empleando la ecuacién de vinculo (130) para escribir X, en términos de ¢ y ¢, escribiendo
explicitamente f, = A a partir de la primera de las ecs. (131), y usando la ecuacién de
movimiento (119), luego de algunos calculos sencillos se obtiene

f1x = —m(gcos @ + Lp?) cos @. (136)

Si comparamos con la ec. (124) vemos que fix = —f).

Un desarrollo similar demostraria que f,, la otra componente que no habiamos podido
calcular, debe ser igual a —f5,,, y por lo tanto, reuniendo ambos resultados, f; = —f,.

Nos hubiera gustado demostrar esta relacion mediante métodos mds elementales, pero
esos métodos llevan implicitas hip6tesis que, con ser muy razonables, no son necesarias.

Por ejemplo, si hubiéramos resuelto este problema de manera directa a través de la
segunda ecuacién de Newton, seguramente hubiésemos postulado, como algo muy natural,
que la fuerza que ejerce la barra esta en la direccién de la barra y que sobre cada particula
ésta ejerce fuerzas opuestas. El argumento usual para justificar esta hipétesis es que, al no
tener masa ni momento de inercia, la fuerza y el torque netos sobre la barra deben ser cero.
Segin hemos visto mediante el método de los multiplicadores, las conclusiones que se
derivan de aqui resultan ciertas. Corresponde preguntarse cudles de nuestras hipétesis son
las que implican que esto sea asi. De algiin modo, sin decir abiertamente que las particulas
estaban unidas por una barra rigida sin masa, algunas de nuestras hipoétesis tienen que
significar eso mismo. En algtin punto tiene que estar implicito, porque es fécil convencerse
de que la relacién f; = —f, no es necesaria. Basta pensar en los otros mecanismos capaces
de realizar el vinculo.

Repetimos la pregunta: jen dénde estd dicho que lo que une a las particulas es una
barra sin masa ni momento de inercia? El hecho de que haya resultado f; = —f, indica que
en algin lado hemos asumido hipétesis equivalentes a las de tener una barra rigida y sin
masa entre las dos particulas. Pero ;en dénde?

5.4. El sistema del problema 5 de la Guia 2

Una particula de masa m se desliza por un alambre fijo en el punto A y que forma un
angulo 0, con el eje vertical. El alambre rota con velocidad angular constante w.
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Primero resolveremos el problema sin coordenadas redundantes. La posicién de m es
r(r) = r7(00, wt), (137)

donde hemos tomado el eje z apuntando hacia abajo. La tnica coordenada es r. Los dos
vinculos estan contenidos implicitamente en la definicién de r. Uno es 6 = 0, y el otro es
¢ = wt, suponiendo que en t = 0 la barra pase por el plano xz. El lagrangiano es

1
L(r,T) = 5m (% + r?w? sin® By ) + mgr cos O, (138)

y la ecuacién de Euler-Lagrange,

¥ — rw?sin® 0y — g cos B = 0. (139)

Busquemos ahora las fuerzas de reaccién. Apartemos un vinculo por vez, empezando
por la condicién 0 = 0y, a la que ahora trataremos por separado. El nuevo lagrangiano es

T .
£(r,0,1,0) = 5m <+2 41202 4 r2@? sin? e) + mgr cos 0. (140)

La condicién de vinculo en su forma diferencial se escribe como 6 = 0, de modo que
aieg = 1. De esta manera resultan las dos ecuaciones

#— 102 —rw? sin? 0 — gcos =0,

. . (141)
m(r%0 + 2r70 — r?w? sin 0 cos 0 + grsin 0) = A.
Utilizando aqui la condicién de vinculo 0 = 0y, queda
# —rw?sin? 0y — gcos By = 0,
(142)

m(—r?w?sin 0y cos Oy + grsin 0y) = A.

La primera es la ecuacién de movimiento que habiamos obtenido antes. La segunda es una
ecuacién para A. Las fuerzas generalizadas asociadas al vinculo 6 = 6, son

d
Qe:f-ﬁzrf-ézx. (144)
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Estas ecuaciones implican que la fuerza de vinculo en la direccién radial es nula, cosa que
debia ocurrir. La segunda ecuacién nos da la componente de la fuerza en la direccién 0.
Junto con la segunda ec. (142) implica

f-0 = m(—rw?cos Oy + g) sin O,. (145)

No sacamos ninguna informacién acerca de la componente de la fuerza en la direccién ¢.
Miremos, en segundo lugar, lo que pasa si en lugar del sacar el vinculo 6 = 6, aparta-
mos el vinculo ¢ = wt. Ahora el lagrangiano es

1
L(T, ®, T.‘) (P) = zm (TZ + Tz(bz Sinz 90) + mgr cos 90. (146)

La condicién de vinculo de escribe como ¢ = wt. La forma diferencial de este vinculo es'
de modo que es a;, = 1. Nos queda asi el siguiente sistema de ecuaciones

¥ —1@?sin® 0y — gcos By = 0,

~ (148)
m(r2@ + 2ri@ sin? 0y) = A,
que, junto a la condicién de vinculo implica
F—rw?sin? 0y — gcos By =0,
(149)

2mriw sin? 0y = A.

La ecuacién de movimiento para r sigue siendo la misma. La segunda ecuacién da el valor
del multiplicador A. Las fuerzas generalizadas asociadas al vinculo son

_ ) _

Qr:f.a_::f.f:()) (150)
_ _ 9 _ _

Qe="° %-rsmeof ¢ =A (151)

Aparece el resultado que esperdbamos, Q. = 0. Obtenemos la componente ¢ de la fuerza

f- @ = 2miw sin 0. (152)

Pero no sabemos nada de la componente segtn la direccién ©.
Pareciera haber una indeterminacién en las fuerzas que la barra ejerce sobre la particula.
Lo que es contradictorio, porque es claro que, usando las ecuaciones de Newton, podriamos
averiguarlas sin problemas. En verdad: asumiendo que la barra acttia sobre la particula

tUn punto para notar: las variaciones virtuales de ¢ satisfacen la condicién 5@ = 0 y no d¢ = wdt. Es
el primer vinculo que encontramos en el que los desplazamientos virtuales no coinciden con un desplazamiento
real del sistema.
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con una fuerza
F=Fo0+F, ¢ (153)

y escribiendo la aceleraciéon de la particula en coordenadas esféricas, la ecuaciéon F = ma
se lee como

m(f—réz—r('pzsin6>?+m<ré+2i‘9—r(pzsinecose>é

(154)
+m <r('psin9 + 21 sin 0 +2r9(pcose> ¢ = Feé—i-F(p ® +mg <cos@f—sineé> .
Imponiendo los vinculos, queda
m (i‘ — rw? sin 90) # — mrw? sin 0 cos 0 O + 2miw sin 0, )
(155)

=TFe 0 +Fy @ +mg <cos@0f‘—sin90 é) .
Igualemos componente a componente. En la direccién radial volvemos a obtener la ecuacion
de movimiento para T,

# —Tw?sin @y — gcos By = 0. (156)

En la direccién © queda una ecuacién que da la fuerza segtn 0,

Fo = m(—rw? cos 8y + g) sin O, (157)

y anadlogamente en la direccién ¢,

Fe = 2mrwsin 0. (158)

Vemos entonces que no hay ninguna ambigiiedad respecto a los valores de las fuerzas
de reaccién. Es més, cada componente coincide con las que habiamos obtenido dejando sin
efecto un vinculo a la vez, ecs. (145) y (152), que copiamos a continuacion:

-0 =m(—rw?cosBy + g) sin 0y,
(159)
f. @ =2miwsin O,.

La primera fuerza es la que debe aplicarse si se suprime el agente que mantiene 0 = 0, en
tanto que la segunda debe aplicarse si se suprime el agente que proporciona la condicién
@ = wt. De las otras componentes de estas fuerzas no habiamos podido decir nada a través
del método de los multiplicadores, salvo que f - # = f - ¥ = 0.

La contradiccion entre el resultado obtenido por Newton y los obtenidos mediante el
método de los multiplicadores es aparente, porque las ecuaciones (159) no responden la

1"

cuestion de “;Qué fuerzas ejerce la barra?”, sino a la pregunta “;Qué fuerza externa es
necesario aplicar para mantener la condicién © = 0, si se suprime el agente fisico que
produce materialmente el cumplimiento del vinculo?”, y andlogamente para la condicién

¢ = wt. El método de los multiplicadores contesta el segundo tipo de pregunta.
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Si sustituimos el agente que realiza la condicién 6 = 0, por una fuerza externa que
esté bajo nuestro control, es evidente que esa fuerza puede tener cualquier componente
segln la direccién ¢. Esto es debido a que, al no haber eliminado el agente que mantiene
la condicién ¢ = wt, éste es capaz de compensar cualquier fuerza que se aplique en la
direcciéon ¢. La fuerza externa que apliquemos para mantener 0 = 0, podria, llegado el
caso, tener componente nula segiin ¢. Pero de no ser asi, el agente que mantiene ¢ = wt
podria compensar la fuerza aplicada mediante una fuerza de reaccién extra segtin .

Fisicamente, el origen de la ambigiiedad estd en que no hay dos agentes distintos para
cada uno de los vinculos. Hay uno sélo, que es la barra. No se puede eliminar un vinculo
y no eliminar el otro. Si queremos encontrar las fuerzas de vinculo tendremos que apartar
los dos vinculos simultdneamente, y ya no podremos clasificar a las fuerzas como “la que
mantiene el vinculo 6 = 0,” y “la que mantiene el vinculo ¢ = wt”. Si hacen este ejercicio
obtendrdn los mismos resultados que dedujimos a partir de las leyes de Newton. Vean, a
proposito de esto, el comentario vecino a la ec. (109).

Sefialemos, para terminar, que no hay ninguna obligacién de usar el método de los
multiplicadores para encontrar las fuerzas de vinculo. A menudo es mucho mas sencillo es-
cribir las ecuaciones de Newton y despejar de alli las fuerzas. Al seguir este procedimiento,
la parte que toca a las ecuaciones de Euler-Lagrange es la de proporcionar los valores de
las derivadas segundas de las coordenadas. No hay que perder de vista, tampoco, que si
este método resulta sencillo es porque en general uno asume calladamente ciertas hip6tesis
que no estdn implicitas en la formulacién del problema mediante los multiplicadores. O
sea: es hacerse un poco el tonto.

También queremos repetir que quiza la mayor ventaja del método de los multiplicadores
no radique en el célculo de las fuerzas sino en su f4cil implementacién numérica.

6. Vinculos no holénomos

Hasta ahora usamos el método de los multiplicadores para tratar problemas que perfecta-
mente hubiéramos podido resolver mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange eligiendo
un conjunto minimo de coordenadas generalizadas. Segtun advertimos, no siempre es posi-
ble elegir coordenadas generalizadas de manera que sus variaciones sean independientes.
Un caso especial lo conforman los vinculos no holénomos lineales en las velocidades, que
imponen condiciones de la forma

Z alj(qh- . -»qn)t)qi +b1(q1> . °°)qn>t) = 0. (160)

j=1

Estos vinculos son tipicos de problemas con rodadura, en donde la condicién implica que la
velocidad de dos puntos tiene que ser la misma. Estrictamente hablando son no holénomos
siempre que no sea posible integrar estas ecuaciones para llegar a otras de tipo

Ql(qh---,qmt) = Ct. (161)
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Cuando introdujimos el método de los multiplicadores, no hizo falta distinguir entre los
vinculos del tipo (160) y los de tipo holénomo, como en la ec. (161), que surgen al trabajar
con un nimero redundante de coordenadas. La cuestion central era la no independencia
de las variaciones virtuales, variaciones que estaban ligadas en ambos casos por el mismo
tipo de ecuaciones

> aydq; =0. (162)
j=1

El punto de partida eran estas ecuaciones y la forma general del principio de D’ Alembert

= /doL AL

d 0L 9L -
_—— = A =1
dt aq] aq) ; lalJ (J ) ,T\.),
(164)
Zatjqj+b1—0 (L=T1,...,s),
( J=1

donde s es el nimero de condiciones de vinculo y donde las incégnitas son a la vez las
funciones q;(t) y los multiplicadores A{(t).

Veremos a continuacién un ejemplo de vinculo no holénomo para el que no es posible
elegir coordenadas cuyas variaciones sea independientes. No es que elijamos voluntaria-
mente un nimero redundante de coordenadas sino de que no podemos hacer otra cosa.

6.1. El problema de la persecucién (problema 13 de la Guia 2)

No lo llegamos a ver en clase; el problema dice asi: un punto Q se mueve sobre el eje
y segun la ecuacién y(t) = ut. Una particula puede moverse sobre el plano xy, con la
restricciéon de que en cada instante su velocidad tiene que estar dirigida hacia el punto Q.

Y Y
u
o
t=0
N S
o S
X Q m x

Puesto que la particula puede ocupar cualquier posicién en el plano, el nimero minimo
de coordenadas generalizadas que se necesitan para especificar la posicién de la particula
es igual a dos. Ya que el enunciado del problema habla de la persecucién de un punto Q
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que se mueve segun el eje y, todo indica que un par conveniente de coordenadas serd, sin
ir mas lejos, x e y.

La condicién de vinculo es que la velocidad de la particula tiene que estar dirigida hacia
el punto Q, cosa que puede enunciarse ast:

F=x(Q—r), (165)

donde Q = uty es la posiciéon del punto Q, y donde « es una funcién del tiempo, con
la condicién suplementaria « > 0, de modo que la particula persiga al punto Q y no que
huya de él. Escrita en coordenadas, la condicién de vinculo se lee como

XX+Yy=of—xx+ (ut—y)y]. (166)

Eliminando « queda una sola ecuacién
(ut —y)x +xy = 0. (167)

Se trata, entonces, de un vinculo lineal en las velocidades. Es facil convencerse de que no
es integrable. La particula puede estar detenida en un lugar y empezar a moverse durante
un instante cualquiera, cosa que hara en una u otra direccién dependiendo del instante t
en el que empiece a moverse. Eso implica que no hay una curva y(x, t) que sea solucion de
la ecuacién anterior para condiciones iniciales dadas. Desde cualquier punto la particula
puede acceder a todo un subconjunto del plano xy de dimensién 2. En otras palabras, la
ec. (167) no puede emplearse para eliminar una de las coordenadas en términos de la otra.

Escribamos ahora las ecuaciones de movimiento. Debido a que no hay fuerzas apli-
cadas, el lagrangiano es simplemente la energia cinética,

o 1 ) )
L6y %Y) = gm (& +97). (168)

El sistema de ecs. (164) termina siendo

mx = Alut —y),
my = Ax, (169)
(ut —y)x +xy =0.

Tal como ya nos ha pasado antes con el problema del péndulo simple, el uso del multipli-
cador no proporciona, en este problema en particular, ninguna ventaja a la hora de resolver
las ecuaciones de movimiento. El camino natural es eliminar A de una de las ecuaciones
y reemplazarlo en la otra. El sistema (169) puede ser ttil para integrar numéricamente
las ecuaciones, pero en el papel no lleva a ninguna simplificacién respecto del método de
eliminacién. El sistema se reduce entonces a dos ecuaciones:

xX — (ut —y)y =0,
(170)
(ut —y)x+xy =0.
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A estas mismas ecuaciones hubiéramos llegado sin pasar por el método de los multi-
plicadores, sino directamente a partir del principio de D’Alembert y de la condicién de
vinculo. En efecto, la ec. (163) en este problema es

%% + )by =0, (171)

Puesto que las variaciones no son independientes no podemos anular aqui cada uno de los
factores que las multiplica, como sucederia si fuera una particula libre. Pero la ecuacién de
vinculo (167) implica que las variaciones virtuales satisfacen

(ut —y)ox + xdy = 0. (172)

Eliminando, por ejemplo, &y en funcién de dx y reemplazando en la ec. (171), queda
t —
KBx — (u - y) {ox = 0. (173)

Ahora si, todo lo que multiplica a dx debe ser cero. Resulta pues

xX — (ut —y)y =0, (174)

que coincide con el resultado via los multiplicadores.

Integrar las ecuaciones de movimiento (170) da un poco de trabajo. Una primera idea
es tratar de eliminar la presencia explicita del tiempo, despejando, por ejemplo, (ut—y) de
la segunda ecuacién y reemplazédndolo en la primera, o viceversa. Sea en un caso o en el
otro, lo que se obtiene es

X%+ = 0. (175)

Pero esta ecuacion es una derivada total,

S Y .
XX +yy = EE(XZ +9%) =0, (176)

de modo que lo que encontramos es que el médulo de la velocidad es constante,

X2+ 172 =v2. (177)

Hemos obtenido de esta forma una ecuacién que, en conjunto con cualquiera de las otras
dos, equivale al sistema de ecuaciones original. Ahora podemos escribir nuestro sistema
como dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

)'(2 _,_gz :vZ)

(178)
(ut —y)x+xy =0.

Lo que sigue s6lo puede descubrirse luego de muchos intentos o consultando desespe-
radamente la solucién. La clave del método es usar x como variable independiente en lugar
de t. Esto tiene sentido si lo que se busca es la forma de la trayectoria y(x). Dividiendo la
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2

primera ecuacioén por x~ se obtiene

T+y”? = v (179)
y Xz)

donde el primado significa derivada respecto de x. Despejando x, resulta

=t (180)

El signo frente a la raiz debe elegirse segtin el signo que tenga inicialmente x. Si al propagar
la solucién en el tiempo, x(t) pasa por 0 habrd que tener especial cuidado en que la solucién
no cambie de rama. Dividiendo la segunda ec. (178) por x, queda

ut—y+xy’ =0. (181)

Lo que sigue molestando es t. Lo podemos eliminar si derivamos una vez mds. Ya
que estamos tratando de pasar todo a la variable independiente x, derivemos la ecuacién
anterior con respecto a x. Notando que t’ = 1/, luego de una cancelacién inesperada,
encontramos que

u+xxy” =0. (182)

Usando la ec. (180) para escribir x, queda

"

wt Y _p (183)
V1+y”?
Finalmente, hallamos una ecuacién para y’,
dy’ d
L = :Fl;L_X (1 84)
A1+ y/Z vV X
Segun las condiciones iniciales del problema, x(0) = —v. Eso indica que debemos tomar el
signo inferior. La integral es elemental:
/ . u
= = 185
y'(x) smh(c + . logx> , (185)
donde c es una constante de integraciéon. La condicién inicial implica
: y(0)
= = 0. 1
y'(xo) = I (156)
Luego
c= —% log a, (187)

donde a = x(0). Escribamos entonces

y’(x) = sinh {log(z)wv} . (188)



34 MECANICA CLASICA 2019 2cC

Debido a que en el argumento del seno hiperbélico aparece un logaritmo, termina quedando

- (E)u} . (189)

Integrando una vez més y teniendo en cuenta la condicién inicial y(x = a) = 0, se obtiene

una expresion relativamente sencilla,

(x/a)"  (x/a)'Y

e e

y 1 uv

a 2

+ (190)

vZ_uZ'

Si se preguntan por el caso singular v = u, un célculo atin més sencillo da

L) ) o

En estas circunstancias la curva de persecucién tiene el siguiente aspecto (notar que in-
cluimos parte de la trayectoria previa antes de t = 0). Las distancias estdn medidas en
unidades de a.

Y

Queda como ejercicio demostrar que en el caso v = u cuando t — oo la distancia entre
perseguidor y perseguido tiende a a/2.
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