1. Repaso Teérico

Para realizar la aproximaciéon de pequenas oscilaciones en un sistema mecénico, se parte de un Lagrangiano de
la forma
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el cual se obtiene cuando solo hay vinculos independientes del tiempo. Ademés, hay que suponer que existe un
punto de equilibrio que se da cuando ¢y, ..., ¢, = 0 (si no, hay que hacer los cambios de variables ¢~ = qx — q](ceq))
Esto no es otra cosa mas que pedir que
oV

—(@1=0,..,¢,=0) =0V 1<k <n.
90 (1 4n = 0) <k<
Por otro lado, como el potencial esta definido a méas de una constante, se puede elegir la misma para que

V(Q1 = 0, ey Qn = 0) =0.

Por lo tanto, en la aproximaciéon de pequenos apartamientos respecto del equilibrio se puede escribir
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el Lagrangiano del sistema queda escrito como
L(Qla"'aanqla' aQTL — E 711] Qz QJ E ‘/ZJ qi 45, (2)
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donde

Tij = 9ij(q1 =0, ...,q, = 0)

. o2V
Y 0g;0q;

(Q1 = 07 vy Gn = 0)
Las ecuaciones de Euler-Lagrange en notaciéon matricial quedan entonces
T 1§ +V |g) =0,
donde T'y V son las matrices con coeficientes T;; y V;; respectivamente mientras que
q1
lgy =1
qn

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales y por lo tanto la solucién es una combinacién lineal de

modos normales dados por

donde

(V—w? T)|A) =0. (3)

Se demuestra que tanto T como V' son simétricas (para V' la demostracion es trivial) y si el equilibrio es estable,
V' es definida positiva. Con todo esto se prueba que las frecuencias de los modos normales resultan ser reales.



2. Péndulo Doble

El lagrangiano del péndulo doble ya es escribié en una clase previa para masas y longitudes generales y en este
caso resulta ser

1
L=2ml? gbf+§m12 G2+ m 1% cos(pa — 1) 1 pa+4m gl cospr+m gl cosps,

donde 1 y @2 son los angulos de las sogas respecto a la vertical. Para ¢; = 2 = 0 el sistema se encuentra en
un equilibrio estable y por lo tanto se puede hacer la aproximacion de pequenas oscilaciones (ademaés el lagrangiano
se escribe como en la Ecuacion (1)).

Si se quiere escribir el Lagrangiano como en la Ecuacion (2) hay que aproximar

cos(p2 — 1) ~ 1,

2
cospp ~1— %,
2
cospa ~ 1 — %

Haciendo esto se obtiene
L:sz2¢§+%mz2¢§+m12 o1 ¢2+5mgl—2mgz¢§—%mgz¢§,
o bien, re definiendo la constante del potencial,
L=2ml? <,bf+%ml2 P2 +mi? ¢y ¢2—2mgl<pf—%mgl<p%.

Viendo el lagrangiano, se puede deducir que
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La Ecuacion (3) queda entonces
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o bien

donde



3. Péndulos Acoplados por un Resorte

Tomando como origen de coordenadas el punto de apoyo del péndulo de la izquierda, el eje x hacia abajo y el
eje y hacia la derecha, las posiciones de las dos masas se escriben como

71 =1 cospy T+ sinp; g,

T9 :lo g+l COS Y2 SE+Z SiHQDQ g

Habiendo hecho esto y sabiendo que

[Fo — 71| = \/12 (cospa — cosp1)? + [lo + 1 (sinpy — singy)]?
= /12 (cos g — cos p1)2 + 12 (sin g — sin1)2 + 2 Io | (sinpg — sing) + 12
=/212 (1 —cos(p2 — 1)) +2 o I (sinpy —singpy) + 12

es facil demostrar que el lagrangiano estd dado por

1 1
L= 3 mi? (3 +p2)+mgl (COSQOl-f—COS(pQ)—i k (\/2 12 (1 —cos(pa — 1)) +2 1o I (sin g —siny) + 12 —1o)?.

A partir de aci conviene empezar con las aproximaciones. En primera instancia se hara

cospp ~1— %%,
cospa ~ 1 — %g,
cos(p2 — 1) =1 — Mv
siny >~ @1,

Sin w9 ™~ @q.
Con esto, el lagrangiano queda

2 2
L=imP (gi+¢3)+mgl(2-% - %)
— 1k (VP (p2—1)2+2 1o L (2 — 1) + 12— 1o)%

Hecho esto, notar que

P(pa—01)’+210 L (2 — 1) + 1 = [l (p2 — 1) + lo)?

y por lo tanto (sabiendo que para dngulos pequenos lo de adentro del cuadrado es positivo)

1 L
L=omP(gi+¢3)+mgl (2= =) =5 kI (o= @),

o bien eliminando la constante
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Viendo el lagrangiano, se puede deducir que
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donde

La Ecuacion (3) queda entonces
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Pidiendo que el determinante de la matriz se anule se llega a
W =wyg = 4 = —1 L
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La solucion se escribe entonces de la siguiente manera

p1(t) = C1 cos(wy t) + Dy sin(wy t) + Cy cos(ws t) + Dy sin(ws t),

pa2(t) = C1 cos(wy t) + Dy sin(wy t) — Cy cos(ws t) — Dy sin(wy t),

donde w; y wo son las dos frecuencias halladas previamente.
Las condiciones iniciales del problema son

©1(0) = @10, ¥1(0) = ¢10,

©2(0) = 0, ¥2(0) =0.

Usando la Ecuacion (5) se llega a

w1 D1 =we Dy = Dy =wy D, Dy =w;y D.
Por ende se puede escribir

01(t) = C (cos(wy t) + cos(wz t)) + D (we sin(w; t) + wy sin(ws t)),

w2(t) = C (cos(wy t) — cos(wz t)) + D (we sin(w; t) — wy sin(ws t)).
Por ultimo, usando la Ecuacion (4) se llega a

2 0290107

2D w1 Wy = §b10~
Por lo tanto, finalmente la solucion esta dada por

_ %10 Y10 , 1

w1(t) 5 (cos(wy t) 4 cos(wa t)) + 5 (— sin(w; t) + L sin(ws t)),

w1 w2

©10 o0 , 1

wa(t) = 5 (cos(wy t) — cos(wa t)) + — (— sin(w t) — L sin(ws t)).

2 w1 w2



