Mecdnica Clasica — 2do. cuatrimestre de 2019
Clase practica del lunes 2/9. Guia 3. Problemas variacionales. Métodos directos.”

m Problema 5. Se propone considerar el movimiento unidimensional de una particula
de masa m en un potencial cudrtico, V(x) = Bx?/4. Se trata de encontrar una expresion
aproximada para el periodo T como funcién de la energia E.

Lo primero que hay que notar es que, cualitativamente hablando, el potencial cuartico tiene
la misma forma que el potencial armoénico, al que ya estamos acostumbrados, por lo tanto
el movimiento serd periddico. Si a t = 0 la particula parte de x = 0 y regresaa x =0 a
tiempo t = T, la trayectoria serd aquella que extreme la accion,

2 B

.
Ix] = L dt Bm&c(t) - x(v)' (1)

sujeta a esas condiciones. Mediante la ecuaciéon de Euler-Lagrange el problema podria
traducirse a buscar la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria. La idea del ejercicio
es otra. Es tratar de encontrar por métodos directos la funcién que extrema la accion.
Este enunciado debe ser tomado al pie de la letra: encontrar la trayectoria exacta requiere
explorar todas las funciones dos veces derivables que ent =0y t = T valen 0. Tal cosa no
es imposible (como veremos en el préximo problema), lo que aqui torna impracticable este
procedimiento es el hecho de que el potencial sea cudrtico.

En lugar de buscar la solucién en todo el espacio de funciones admisibles, acotaremos
la basqueda a una clase reducida de funciones, en la inteligencia de que el extremo de la
accion restringida a funciones de esta clase dara la mejor aproximacion accesible. Es como
buscar a la persona més longeva del mundo indagando sélo entre los ciudadanos chinos.

De esta manera, el problema sugiere considerar la familia de funciones

x(t,A) = Asin wt, (2)

con w = 27/T, y buscar los extremos no triviales de la accién dentro de esta familia. Esta
clase de funciones tiene la caracteristica principal que nos interesa, es decir, que la solucién
sea periddica y, ademds, que el paso por x = 0 a tiempo T corresponda a un periodo
completo del movimiento, y no a un paso intermedio.
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Calculemos entonces la accién para este tipo de funciones y veamos cudl es el pardmetro
A que la hace extrema. Sustituyendo la funcién de prueba (2) en la ec. (1), resulta

! 1 2222 BAT
I(A) :J dt l—mw A cos” wt — sin” wt| . (3)
0 2 4

La accién es asi una funcién de A, mas atn, es un polinomio, I = c1A% + ¢, A%, Todo el
mundo sabe que la integral de cos? wt en un periodo es T/2. Ahora bien, tener que calcular
la integral del seno a la cuarta le da a uno ganas de llorar. No hay que apurarse a hacer
escandalo: en primer lugar, la integral se puede calcular con la computadora; en segundo
lugar, al poco de pensarlo se descubrird que calcular la integral de sin’™ wt durante un
periodo es bastante trivial. En verdad, usando el binomio de Newton,

ot g—twt\Th(_qjn 2 o
sin®™ wt = (%) = %Z < .n)(—1)2“1e21(1n)wt. (4)

j=o \J

La integral en un periodo de un término tal como e?*0~™®* dar4 cero a menos que j = n,

lo que sucede para un tnico término de la sumatoria. Luego,

T
Jo dt sin®™ wt = Zl—n (2;1) T. (5)
En particular, paran = 2, - 3
J dt sin* wt = =T. (6)
0 8
Finalmente,
I(A) = (mszZ — 36;4> }. (7)

Igualando a cero la derivada de I respecto de A queda

3BA3
2mw?A — BZ =0. (8)
Ademas de la solucién trivial A = 0, encontramos otras dos:
4w*m 4t [m
=4 =4+—,/—.
A 3B T \/ 3B )

Los dos signos son vélidos: partiendo desde x = 0 en t = 0 la particula puede regresar

ax = 0 a tiempo T ya sea que inicialmente tenga cierta velocidad o la opuesta. Para

tijar ideas, quedémonos con el signo mds. Es notable que el periodo sea inversamente

proporcional a la amplitud. Como el problema no tiene ninguna longitud caracteristica, el

andlisis dimensional indica que este resultado es exacto. Lo que no es exacto es la constante

de proporcionalidad entre A y 1/T/m/f3 (pueden hacer la comparacién como ejercicio).
En conclusién, la funcién que extrema la accién dentro de la clase de funciones (2) es

4w?m

x1(t) = 3p sin wt. (10)
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El problema, ademds, pide examinar la relacién entre el periodo T y la energia E. Para
un oscilador armoénico sabemos que el periodo es independiente de la amplitud y, por lo
tanto, de la energia. ;Qué es lo que sucedera en el caso del potencial cudrtico? La respuesta
cualitativa puede obtenerse por andlisis dimensional. Hay que tratar de formar una canti-
dad con dimensiones de tiempo usando sélo la energia E, la masa m y la constante 3. Si A
es la amplitud del movimiento, tenemos dos magnitudes con dimensiones de energia,

[MA’T?] =[E],  [BA*] =[H. (11)

Los corchetes indican aqui las dimensiones de las cantidades que encierran. La primera
expresion, por ejemplo, debe leerse asi: las dimensiones de m por A al cuadrado sobre T al
cuadrado son iguales a las dimensiones de E. Elevando al cuadrado la primera relacién y
dividiéndola por la segunda se elimina la amplitud, y queda

[(m*T*p~"] = [EL (12)

De aqui se ve que la combinacién de pardmetros que tiene dimensiones de tiempo y que
es entonces proporcional al periodo es

1/4
T= (T[;—Ez) x T. (13)

Se obtiene pues que, a mayor energia, menor es el periodo. El tiempo que se pierde debido
al aumento de la amplitud se recupera debido al aumento de la velocidad.

Esta es la respuesta cualitativa. Para obtener una relacién cuantitativa entre T y E hay
que hacer el calculo explicito. Si conociéramos la solucién exacta, x(t), bastaria usarla para
evaluar la energia en t = T/4, ya que, por simetria, ahi la velocidad es cero y entonces

E= Zx(%T) : (14)

La dificultad es que no conocemos la solucién exacta, y la solucién aproximada que obtu-
vimos no tiene una energia constante, como muestra la siguiente figura.

3BE /
2m2w4 1k

0.75 b\ s mr e n m e m o mefe

05t

025t

t/T

0 0.25 0.5 0.75 1

La linea llena es la energia adimensionalizada de la aproximacién (10); la linea de trazos
es su valor medio; la linea de puntos corresponde a una aproximacién de segundo orden,
discutida al final del problema. Para las soluciones aproximadas no podemos dar una
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relacion entre la energia y el periodo, pero si entre la energia media y el periodo. Cuanto
mads cercana sea la solucién aproximada a la solucién exacta menor serd la diferencia que
haya entre hablar de una cosa o de la otra.

La energia media para la solucién aproximada (10) se calcula mediante las mismas
integrales usadas para calcular la accién. Resulta

_ mfw?
E="38 (15)
La relacion entre la energia media y el periodo que se obtiene de aqui es
2 (m2\/* m2\'/*

A modo de comparacion, la relacién exacta entre el periodo y la energia involucra como
constante de proporcionalidad al doble de la constante de la lemniscata:

r(z)
r3)

El problema no lo pide, pero uno podria mejorar la solucién sumando maés términos,

2 x I/ —4 ~ 52441, (17)

x3(t) = ay sin wt + a3 sin 3wt, (18)

(az = 0 por simetria) y habria que extremar la accién respecto de los pardmetros a; y as.
Los detalles del cdlculo son engorrosos; baste decir que resulta

BE

El acuerdo es mucho mejor. Notar que en la figura de la padgina anterior incluimos la

mz 1/4
T ~ 5,2443 x <—_) . (19)

energia como funcién del tiempo para esta aproximacién. Es notable cémo ha disminuido
su variacion respecto de la primera aproximacién. Finalmente, mostramos la trayectoria
para la solucién exacta y las dos aproximaciones (durante medio periodo, todo adimensio-
nalizado). La segunda aproximacién es dificilmente distinguible de la solucién exacta.

x(t) 1 .
primera
Ir S aproximacion
/ N segunda
0.75F aproximacién
st/ \\ T exacta
0.25F

0 0.25 0.5 t
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m Problema 7. En este problema se trata de hallar la trayectoria de una particula que
se mueve sobre el eje y bajo la accién de la gravedad. Por simplicidad se asume que el
movimiento ocurre entre t = 0 y t = t. > 0. El problema variacional es el de encontrar la
trayectoria que extrema la acciéon

Hmaﬂazwmym% (20)

sujeta a las condiciones y(0) = y(t.) = 0. Es decir, la particula parte desde el origen y
regresa al origen un tiempo después. En otras palabras: es una particula que se lanza hacia
arriba.

Sabemos que la solucién del problema variacional puede darse a través de las ecuaciones
de Euler-Lagrange. En este caso todo eso es trivial. Por un lado

£y, 9) = ymy’ — may, (21)
lo que implica
y=—9, (22)
que se integra inmediatamente:
y(t) =a+bt— %tz. (23)

Si la particula parte del origen a tiempo t = 0 y regresa a tiempo t = t., encontramos

a=0, b= 9;3 (24)

Ademéds es obvio que b = y(0).

La idea del problema es no recurrir a las ecuaciones de Euler-Lagrange, sino buscar
de modo directo la funcién que extrema la accién bajo las condiciones de contorno dadas.
Queremos resolver la ecuacién

dIly] =0, (25)

con y(0) = y(tc) = 0.

El método que se propone en el enunciado se conoce como método de Ritz. Consiste en
considerar el problema variacional no en todas las funciones admisibles, sino tinicamente
dentro de una clase de funciones que son combinaciones lineales de ciertas Wj,

yn(t) =Y qW;(t). (26)
j=1
Si el conjunto de funciones Wj es una base completa de las funciones admisibles, entonces

es esperable que al hacer tender n a infinito la solucién y,, (t) converja a la solucién exacta.
Para n finito, tendremos una solucién aproximada.
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Lo mas sencillo es elegir una familia de funciones que satisfaga las condiciones de
contorno del problema original. En este caso buscariamos funciones tales que

W;(0) = W (t.) = 0. (27)

Dentro de esta clase de funciones, una familia muy utilizada es la de las funciones seno

W;(t) = sin(jtit) . (28)

C

La figura muestra las primeras funciones de esta familia en el intervalo [0, 1].

-05F

Se sabe que este conjunto es base; ademds estas funciones Wj son ortogonales:

te t
J dt Wi(t)W;(t) = éijf. (29)
0
La basqueda de una solucién aproximada empezaria por tomar n = 1 en la ec. (26), es
decir
. [Tt
y(t) 2y (t) = a3 sm(t—) . (30)

Debemos minimizar la accién respecto al tinico pardmetro libre que tenemos, que es a;. En
este caso la accién es una funcién de a;, dada por

I(a;) (' 1. te 1ma3 [/ mt . [Tt
m :JO dt 291('” —991(t) :JO dt E?COS E — gaj sin E
(31)
_ maj  2gait.
4t wo
Buscando el extremo respecto de a;, se obtiene que éste se encuentra en
. _ 4gte
a =3 (32)

con lo que queda

4gtz . [t
yi(t) = = SIH(E>. (33)
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Una de las cosas que podemos comparar respecto de la solucién exacta es el valor de la
velocidad inicial. Aqui es

4g

. te
91(0) = =5 ~ 0,405 gte, (34)

en contraste con el valor exacto, que es y(0) = %gtc. Por otro lado, la altura méaxima es un

3 % mayor que la exacta (verifiquenlo).

La ventaja de trabajar con la base de funciones seno es que, debido a la linealidad del
potencial, podemos extender todos estos calculos para n cualquiera. Primero escribimos,
como en la ec. (26),

n ‘ j7'[
n(t) = - . 35
yalt) ;a)sm(tc) (35)
El término de la accién que es cuadratico en la velocidad se calcula como

te te n . . . 2
J dt yn(t)? :J dt [ E ]Tt[a] cos(]?t)] . (36)
):1 (& C

0 0

Usando la ortogonalidad de las funciones cos(jmtt/tc),

te j k te
Jo dt cos (?t) cos <t—ﬂt> = 6jk?, (37)

al desarrollar el cuadrado de la serie en la ec. (36), s6lo sobreviven los términos diagonales.
Este es, quizas, el punto mds técnico del ejercicio:

t rt n . . n
¢ ) ¢ jTa; jt kmay k7t
dt y.(t 2 = dt E ) cos (—) E cos( )
JO y ( ) JO [ J[c tc k tc Jcc

=1

iy jrrt krtt
=| dt Z Z E)k a;ay cos (t_) cos( T ) (38)

n n 7'(2. tc )Tft kat n j7‘(a- Ztc
:ZZ@Jka]’akJ dt cos(t—) cos( tc ) :];( tc]) .

0 c

El término de la accion asociado a la energia potencial es més sencillo de calcular,
te te = jrt = oa;t
dtyn(t)=| dt jsin( =— | = ) = [1—(=1)]. 39
Jo yYn(t) Jo j;a)sm(tc) j;jﬂ [1—(=1)] (39)

Reuniendo los dos resultados, la accion es
n

I te 1 e\ te  gteq .
% :J it {zgn(t)z—gyn(t)} :;{(Vt&) tZ_ g’gﬂaJ 1 —(—1))]}. (40)

0 j
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Debemos buscar el conjunto de coeficientes a que extreman la accién. Derivando con
respecto a cada a; e igualando a cero, resulta

1dl(a)  (jm)’ te gt -
— = (=) g=-=[1-(-1)] = 41
m da; (tc> 47 jmt 1= =17 =0, (41)

lo que implica que los coeficientes impares estdn dados por

4gt?

e k=0,1,... 49
[(2k + 1)m)® 42)

AQ2k+1 =

y los coeficientes pares son cero, ayx = 0. Debido a que

(e —t [t
sin {M] = (—1)*"sin {E] , (43)
t. t.
esto indica que la trayectoria es una funcién par respecto de t./2, lo que no es dificil de
entender en base a la simetria de inversién temporal.
En conclusién,
4gt? 1
nlt) = < '
Yn(t) e (2k+1)3sm[

k=0

(44)

Cc

(2k + 1)7(’(]

Asi, por ejemplo, el segundo nivel en la aproximacién seria

4gt2 [ . [mt 1 . [3mt
ysz(t) = 3 {sm(E) + ﬁsm( T )] . (45)

Queda como ejercicio demostrar que el cdlculo directo de la expansion en serie de

Fourier de senos de la solucién exacta coincide con la expansiéon obtenida para y, si se
hace tender n a infinito.

Siguen varios graficos comparativos entre la solucién exacta y las aproximadas: la
primera figura muestra una comparacion entra la soluciéon exacta y(t) y las aproximaciones
y1(t) eys(t). Esta dltima es muy dificil de distinguir de la primera. Estupefaccién grado 8.

y A Y

N

Y3

exacta

La siguiente figura muestra la velocidad inicial calculada para y,n+1(t), con n entre 0y 100
(recordar que los coeficientes pares a,, son nulos y, por lo tanto, yon = yn_1). Aqui se ve
que la convergencia es mucho mads lenta que lo que podia sugerir el grafico anterior.
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VO/gtc \

exacta

0,5

0,405

0 100 ™

Por el contrario, la altura méxima calculada a partir de las funciones y,n1(t) converge
rapidamente al valor exacto, como lo muestra el grafico siguiente, donde n varia entre
0y 19, lo que es equivalente a decir que el dltimo punto corresponde a yso.

>

8Ymax/gt2 1
1,03

exacta D —

3\7

m Un dltimo comentario acerca de los dos problemas aqui presentados. Al extremar la
accion respecto de los coeficientes a; en el problema del potencial gravitatorio, result6
una ecuacién separada para cada coeficiente, ec. (41), sin que unos y otros coeficientes se
acoplaran. Esto es lo que hace posible que, al escribir

Uoolt) =D g Sin(jtlt) : (46)
j=1 ¢

podamos truncar la serie, sin mayor problema, para cualquier j.x. Los términos descar-
tados no influyen en el calculo de los términos retenidos. La funcién y,n41 es igual a la

funcién y,, 1 mds un término extra.
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Si vuelven al Problema 5 (particula en un potencial cudrtico) e intentan plantear la
solucion en forma de serie infinita, se encontrardn con que esto es muy dificil. Sin ir tan
lejos, si intentasen, por ejemplo, buscar la solucién aproximada de la forma

x(t) = a; sin wt + az sin 3wt, (47)

(la simetria del problema elimina los términos pares) veran que el valor de a; no resulta
independiente del valor de as. Dicho en otras palabras: la aproximacién de orden 3 no se
construye sumdndole a la aproximacién de orden 1 un término extra. Cuando plantean el
problema de extremar la accién respecto de a; y a3, la solucién para a; no es la misma
que obtienen cuando sélo trabajan con la aproximacién de primer orden. En cambio, en
el problema de la particula en el potencial gravitatorio, las aproximaciones se construyen
agregando un término por vez a las aproximaciones de menor nivel, sin modificarlas en lo
mas minimo. La no linealidad del problema del potencial cuartico hace necesario modificar
todo el edificio de la aproximacién cada vez que se agrega un nuevo nivel.

Otra cosa: el ejemplo del Problema 7 de una particula en un campo gravitatorio cons-
tante es tan sencillo que resolverlo mediante métodos variacionales directos sélo sirve a los
efectos de presentar estos métodos. En cambio, el problema de la particula en el potencial
cudrtico no es de ninguna manera sencillo. Resolverlo analiticamente es equivalente a
encontrar soluciones de la ecuacion

w0 =-Lww), (48)

0, si se usa conservacion de la energia, a calcular la integral

me dx (49)

tx)=/5 | ——
0 /E_%BX4

2
y ni hablar de invertir esta relacién para escribir x(t). Aqui se ve entonces la importancia
del método variacional directo, que permite encontrar la solucién aproximada para x(t)
por un camino que, en apariencia, estd completamente apartado del calculo de integrales o
de la resolucién de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo grado.



