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Precesion y nutacion de un girdscopo rapido

m Es el problema 8 de la Guia 6, en version telegrama. Para mayores detalles, lean la secciéon

5-7 de Goldstein 2da. ed. X
\,\' .

Un giréscopo rota alrededor del eje x3 con velocidad angular w3 = w. Su momento de
inercia axial es I3 y el momento de inercia alrededor de cualquier eje en el plano x;x, es
I. Un peso mg esta fijo sobre el eje x3 a una distancia d del origen. Hay que escribir el la-
grangiano, encontrar magnitudes conservadas y reducir a un problema unidimensional. Se
pide linealizar las ecuaciones obtenidas bajo la suposicién de que 0 ~ 71/2 y las velocidades
0, ¢ sean pequetias. Inicialmente 0 = 71/2, $(0) =0, $(0) = 6(0) = 0. Vamos a suponer que
el momento de inercia I incluye la contribucién de m.

= El lagrangiano:
S /. . 2 1. o
L6, 9,1,0,9,0) = ?3 (II) + @ cos 6) +3 (92 + @ sin? 9) —mgd cos 0. (1)
= Ecuacién de conservacion de la energia:

I3 : . 2 I N2 .2 .2 o
?<1l)+(pcos6> +Z(6 + @~ sin 6>+mgdc089—8. (2)

= Primer impulso generalizado que se conserva, 9.£/01:
I3 (ll) + ¢ cos 9) =A. (3)

Esto expresa la conservacion de la proyecciéon del momento angular sobre el eje 3 del
cuerpo, que es lo mismo que decir que w3 es constante. Segin las condiciones iniciales

cos® =0y wz =1(0) = w, y queda
A =Lw. (4)
= Segundo impulso conservado, 0£/0@:
I3 (11)—1—@0056) cos 0 + I¢sin® O = B. (5)
Demuestren que esto es L,. Usando la primera conservacién queda

Acos® + Ipsin® 0 = B. (6)
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La condicién inicial da B = 0. De la ecuacién anterior, con A = I3w, se obtiene

Izwcos O

¢ =——"—>. (7)

B Isin? 0

Reemplazando en la ecuacién de conservacion de la energia queda

I 62 4 I3 % w2 cos? 0
2 I sin? @

donde C una constante; no importa mucho escribirla explicitamente. El problema se

+ mgdcos 0 = C, (8)

reduce a un problema unidimensional para 0, donde el potencial efectivo es

12 w? cos? 0

Ver(0) = T + mgd cos 6. 9)
Linealizando (8)) alrededor de 6 = 7t/2,
0=2+n, n<l, (10)
la ecuacion de conservacion de la energia queda como
I, I ’ 2.2 _
7 M + (T) wn ] — mdgn = constante. (11)

Dividiendo por I/2 y completando cuadrados,

Iz 2 mgdl 2
0 + (T) w? (Tl — leﬁ) = constante. (12)

De aqui ya se obtiene n(t):
~ mgd I

nt) = 2 E + acos Qt + bsin Qt, (13)

Q% = (%)2 w?, (14)

y las constantes a y b hay que fijarlas con las condiciones iniciales. Inicialmente 0 = 7t/2,

donde

lo que significa n(0) = 0; entonces

~mgd I

— . 15
w? 13 (15)

a—=

Por otro lado 6(0) =7(0) es también igual a cero, lo que implica b = 0, y finalmente

2 md?l
ﬂ) M 11— cos Q1) (16)

I3

n() = (

w

donde w? = g/d. Esta seria la ec. 5.71 de Goldstein 2da. ed.
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= Volviendo a la ec. (7)), a primer orden en n queda
I 2 2
¢ = B = LM 4 say), (17)
I w Ig
y de aqui es de dénde sale la velocidad media de precesiéon
232
. wsmd
= — 18

que seria la ec. 5.74 de Goldstein.



