Mecanica Clasica — 2do. cuatrimestre de 2019
Clase del 17/10: Esferas moviéndose en lugared]

“On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage.”

—J. L. Lagrange, Mécanique analytique
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1. Esfera en un plano

Una esfera de radio a, masa m y momento de inercia I rueda sin deslizar sobre un plano
horizontal. Hay que encontrar las ecuaciones de movimiento por dos métodos distintos.

1.1. Via Lagrange

Se trata de un problema con vinculos no holénomos. Supondremos que la esfera se
mueve sobre el plano z = 0, con su centro a una altura constante igual al radio a. Como
coordenadas generalizadas tomaremos las coordenadas x e y del centro de la esfera y los
angulos de Euler. Descompondremos la energia cinética usando como punto de referencia
el centro de la esfera. Teniendo en cuenta que el tensor de inercia es proporcional al tensor
identidad queda

(% 9,0, 0,0,%,9,0,¢,1) = % (X +9%) + % (62 + @ +* + 2hpcos0). (1)

La condiciéon de rodadura indica que, en el punto de contacto, la velocidad del punto
de la esfera que toca el plano debe ser cero. La velocidad de cualquier punto p de la esfera
se escribe como

Vp =V+wX(r,—T1), (2)

donde v es la velocidad del centro de la esfera, w es la velocidad angular de la esfera y r
es la posicién de su centro. Para el punto de la esfera que esta en contacto con el plano es

T, —T=—az. (3)
Debe ser entonces

XX+yy—aw xz=0. (4)
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Las cosas parecen estar a favor de escribir w en la base xyz, con lo que resulta
XX+YUy+alwyy—wyx) =0. (5)
Agrupando por componentes,
X — awy =0, (6)
Y+ awy = 0. (7)

Escribiendo explicitamente las componentes de w en términos de los dngulos de Euler, se
obtienen las dos ecuaciones de vinculo

X —a(0sin @ —sinbcos @) =0, (8)
U+ a(0cos @ +PsinOsin @) = 0. 9)

La forma diferencial de las ecuaciones de vinculo da las relaciones que deben satisfacer los
desplazamientos virtuales:

Ox — a(d0sin @ — 0P sin O cos @) = 0, (10)
oy + a(86 cos @ + 5P sin Osin @) = 0. (11)

Detengdmonos un momento para recordar la manera en la que se escriben las ecuacio-
nes de movimiento cuando los vinculos son de la forma

D ay(q)g; =0, (12)
j=1
conl = 1,...,M. Por un lado, el principio de D’Alembert implica que, para todos los

desplazamientos virtuales compatibles con los vinculos, debe ser

n

2 [ﬂaa_j) B S_ﬂ 24 =0 (13)

)=

Los desplazamientos virtuales compatibles con las ecuaciones de vinculo satisfacen
Zal)(q)éq, =0. (14)
j=1

Introduciendo M multiplicadores de Lagrange, el principio de D’Alembert junto con las
ecuaciones anteriores y el famoso resultado de que 0 + 0 = 0 implican
>ld (aL) L

— 5= ]—5—— ) Ma;|dq; =0. 15
; [dt aq] aq] ; ! l)] ) ( )

Segun el teorema que todos conocemos, el término que multiplica a cada dq; debe ser cero.
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El sistema final se compone de las ecuaciones modificadas de E-L mas las de vinculo:

M
d /0L 0L
— [ == ___E}\ =0 i=1,... 16
dt(aqj) 0q; = s R 1o

Zahq):O, l:],,M (17)
j=1

Las incognitas son las n funciones q; y los M multiplicadores A;.
En el caso de la esfera sobre el plano, necesitamos dos multiplicadores. Las ecuaciones
de E-L para x e y son

Vemos asi que los multiplicadores son las componentes x e y de la fuerza de rozamiento.
Debido a que ¢ no aparece en las ecuaciones de vinculo (9), la ecuacién de E-L para ¢ no
involucra a los multiplicadores,

%('—i—ﬂ)cosG):O. (19)

Esta ecuacion expresa la constancia de w,. Las ecuaciones asociadas a 6 y a { son

I (6 + 1§ sin 6) = a(—A;sin @ + A; cos @), (20)

I(LII.)—f— ®cosB — (f)ésinﬁ) = asin® (Aj cos @ + Az sin @). (21)

Ahora sigue un poco de malabarismo. Derivando respecto del tiempo las ecuaciones de
vinculo (9), obtenemos

X = a(ésincp—kéqbcoscp—il)sin@ cos @ — 0 cosO cos @ +1p@sind Sin(p), (22)
U =—a(éCOS(p—é¢Jsin(p+1.|.)sin6 sin @ + PO cos O sin @ + PP sind cos @). (23)

Estas ecuaciones junto con las ecs. nos dan A; y A, en términos de los dngulos de Euler
y de sus derivadas. Es f4cil ver que los segundos miembros de las ecs. y son

A1sin @ — A cos @ = ma <é+1i)(psin9> , (24)
A7 cos @ + Az sin @ = ma (9@—{Dsin9—1b9cose>. (25)
Asi, la ec. se lee como

(1+ma?) (84 hesing) =o0. (26)
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La otra ecuacién da un poco mas de trabajo. Primero escribimos ¢ a partir de la ec. (19),
¢ =—1 + PO sin6. (27)

Reemplazamos esta expresion en el primer miembro de la ec. (21), y usamos la ec. (25) para
escribir el segundo miembro,

Isin © (1]) sin 0 + 10 cos 6 — 9(p> = ma?sin 0 (G(p —Psin 0 — P cos 9) . (28)

Finalmente ocurre algo parecido a lo que sucedi6 con la primera ecuacién, obtenemos
(I—I—maz) sin 0 <1b sin 0 —|—1i)9cos@—9¢)> =0. (29)

En resumen, el par de ecuaciones que conseguimos es

0+ Pp@sind =0, (30)
Psin® + PO cosd — 0§ = 0. (31)

Comparando con las ecs. y ([25), vemos que debe ser, un poco intempestivamente,
A=A =0. (32)

A partir de aqui el problema se resuelve solo: las ecs. dan x y y constantes, lo que
implica, a través de las ecs. (6) y (7), que wy y w, son constantes. Si a esto agregamos la ec.
, tenemos que w es un vector constante.

Llegamos asi, por un camino complicado, al resultado mds simple: una esfera en un
plano, en ausencia de fuerzas externas y sin deslizamiento, no puede hacer otra cosa que
moverse en linea recta y rotar con velocidad angular constante; el rozamiento es cero.

1.2. Via ecuaciones de Newton

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento de la esfera son la ecuacién para la fuerza
y la ecuacién para el torque. Si llamamos r a la posicion del centro de la esfera es

mr = F, (33)
L=r. (34)

La fuerza F incluye a la fuerza de rozamiento, la fuerza normal y el peso, si hubiera
gravedad. Puesto que la esfera esta restringida a moverse sobre el plano, la fuerza normal y
el peso se cancelan. A todos los efectos practicos, podemos omitir las fuerzas en la direccién
z e igualar la fuerza F con la fuerza de rozamiento f. La posicién del centro de la esfera se
escribe en todo momento como

r=p+as (35)
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donde p esta en el plano horizontal,
p=xX+yu. (36)

Tanto el impulso angular como el torque T estdn calculados respecto del centro de la
esfera. El torque se origina en la fuerza de rozamiento. Si r representa la posicién del centro
de la esfera y 1, es el punto de la esfera en contacto con el plano, entonces

T=(r, —71) xf. (37)
Pero r, —r = —az, de modo que
T=—azxf. (38)
Por otro lado, debido a que el momento de inercia es proporcional al tensor identidad,
L=1 w=Iw. (39)
Tenemos entonces las siguientes ecuaciones
mp = f, (40)
Iw=—azxf. (41)
Vemos que z - W = d, = 0. Existe una tercera ecuacién, que es la condicién de rodadura,
T+(rp—T)Xxw=p—azxw=0. (42)

Con la ayuda de esta ecuacién podemos escribir una de las incégnitas en términos de la
otra. Derivando (42) con respecto al tiempo resulta

p=azx . (43)
Reemplazando en la ec. (#0),
maz x w = f. (44)
Tomando el producto vectorial con z, usando la ec. y el resultado de que z- v =0,
—maw:—éw:,w:o. (45)

Confirmamos el resultado que obtuvimos por medio de las ecuaciones de E-L: la velocidad
angular es constante. La ec. implica, a su vez, que p es constante y, por lo tanto, 7.
Este método resulté mucho mads elegante que el anterior. No siempre va a suceder eso.
Aqui estuvimos auxiliados por el hecho de que el tensor de inercia fuera proporcional al
tensor identidad. En otros casos, serd mds directo el primer método, que también cuenta
con la ventaja de que es facil de programar, porque todas las coordenadas estdn a la vista.
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Al usar el segundo método en ningtin momento tuvimos que introducir coordenadas, nos
manejamos con ecuaciones vectoriales. El primer método proporciona un algoritmo ya
listo para implementar en la computadora y f4cil de generalizar. En el segundo método no
seguimos un algoritmo definido; fuimos deduciendo relaciones, mds o menos al tanteo. Si
en algtin punto hubiéramos introducido coordenadas, habriamos llegado a las ecuaciones
que obtuvimos con el primer método.

2. Esfera en un plano que rota

Una esfera de radio a, masa m y momento de inercia I se mueve sin deslizar sobre un
plano horizontal. El plano rota alrededor del origen. Se trata de encontrar el movimiento de
la esfera. Usaremos las ecuaciones para la fuerza y el torque mds la condicién de rodadura.

La posicion del centro de la esfera es p + az, donde p = xX + yy estd en el plano
horizontal. Las fuerzas externas son la normal y el rozamiento. La normal sera igual al
peso de la esfera. En esa direccién no pasa nada interesante. La fuerza de rozamiento, f,
sOlo tendrd componentes en el plano horizontal. Las ecuaciones para el movimiento del
centro de masa y para la variaciéon del impulso angular respecto del centro de masa son

mp =T, (46)
[ =—azxf. (47)

La segunda ecuacién implica la constancia de w,. Usando el hecho de que f estd en el
plano xy, si hacemos el producto vectorial de la segunda ecuaciéon con el versor z, queda

I x z = —af. (48)

Reemplazando en la ec. , obtenemos una relacién entre la aceleracién y w,

. L.
mp = —— xz. (49)

El punto del plano en contacto con la esfera esta en la posiciéon 1, = p. Si el plano rota
con velocidad € = Q z alrededor del origen, la velocidad de ese punto es

v, =Q x p. (50)
Por otro lado, la velocidad del punto de la esfera en contacto con el plano es
Ve=p+wX(—az)=p—aw X Z. (51)
La condicién de rodadura es v, = v, lo que implica
p—aw xz=120Q x p. (52)

Derivando esta ecuacién respecto del tiempo obtenemos una relacién entre las derivadas
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depy w,
p=aw xz+Q x p. (53)

De aqui podemos despejar el término W x z y reemplazarlo en la ec. (49), con lo que se
obtiene una ecuacion cerrada para p,

p=-A2p Xz, (54)

donde

[

- 55
I + ma? (55)

Para una esfera homogénea es A = 2/7.
La ec. (54) tiene la misma forma que la ecuacién de movimiento en un plano de una
particula cargada en presencia de un campo magnético, que en el sistema cGs es

i— 94+ «B. (56)
mc

Recordaran que en ese caso las 6rbitas son circulos. Por lo tanto, la posicién del centro de
masa de la esfera en el plano rotatorio también describira circulos, con v = |p| constante.
La forma de obtener el radio de 6rbita consiste en igualar la aceleracion centripeta con la
fuerza,

2 v

N
—=AQ R=_— 57
s Qv = O (57)

Tiene sentido que para O — 0, R — oco. El periodo del movimiento circular es

xR o

=0T (58)

Todas las esferas que tengan el mismo valor de A, tendrdn 6rbitas con el mismo periodo,
independientemente de su masa, de su radio, de su velocidad o del radio de la 6rbita.

Para obtener otras propiedades de la 6rbita, sin resolverla por completo, notemos que
en ambos miembros de la ec. aparece una derivada total respecto del tiempo, lo que
permite reducir en uno el grado de la ecuacién,

p=-AQ(p—A)xz (59)
donde A es un vector constante en el plano xy. En términos de las condiciones iniciales es
Po = —AQ(po —A) X Z. (60)

Tomando el producto vectorial con z se puede despejar A en funcién de las condiciones

iniciales,

Po X 2
AQ

Poxz=AQ(po—A)= A =po— (61)
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Sin alterar el contenido de la ec. (59), podemos reescribirla como

d .
a(p—A):—AQ(p—A) X Z. (62)
Una ecuacién de este tipo implica que el médulo de p — A es constante. Esto quiere decir
que el centro de la esfera se mueve en un circulo cuyo centro estd en A y cuyo radio es,
como vimos antes,
[Pol

R:|00—A|:m- (63)

Ustedes deberian demostrar que la ecuacién de la trayectoria del centro de la esfera en
el plano xy es

1 . . . )
p(t) =A+ 0 [cos(AQt) (Po X z) 4 sin(AQt) po]. (64)
Esto hace evidente que la 6rbita es un circulo centrado en A, pero no estd clarosient =0
es p = po. Pueden verificar que la ecuacién anterior también se escribe como

p(t) = A+ (po — A) cos(AQt) + [Z X (po — A)]sin(AQt), (65)

lo que pone de manifiesto queent =0 es p = po.

De manera muy poco intuitiva, el problema tiene simetria de traslacién en el plano xy
(compdrese con el problema 13 de la Guia 3). Si la velocidad inicial es la misma, distintas
posiciones iniciales dan como resultado 6rbitas semejantes. Lo tinico que las diferencia es
la posicién de sus centros. Es muy extrafio que el hecho de que el plano rote alrededor del
origen no haga que el origen sea un punto en alguna manera especial, en lo que respecto
al movimiento del centro de la esfera.

Con un poco mas de trabajo también pueden calcular w(t),

1—A
W = wo + ——(p — po)- (66)

Como era de esperarse, aqui ya no existe la simetria de traslaciéon. Para mantener la condi-
cion de rodadura, 6rbitas centradas en distintos puntos requerirdan velocidades angulares
diferentes, dependiendo de la distancia al centro de rotacién del plano.

Ejercicio propuesto. Resolver el problema de la esfera sobre el plano giratorio cuando
el plano estd inclinado un dngulo « respecto de la vertical. El eje de giro sigue siendo la
normal al plano. Intuitivamente uno esperaria que la esfera rodase cuesta abajo. Encuentren
el problema equivalente en términos de una carga eléctrica en campos E y B. Consulten
las soluciones de ese problema en cualquier libro de Fisica 3 o de electromagnetismo y
apliquen esas soluciones al problema de la esfera en el plano giratorio inclinado.
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3. Esfera sobre un plano movedizo

Es un problema que no estd en la guia y que no llegamos a ver en clase. El resultado es
sorprendente y, lo que es mejor, es muy sencillo hacer el experimento, basta con una pelota
de tenis o similar y una hoja de papel.

Inicialmente (t < 0) una esfera de radio a, masa m y momento de inercia I se mueve
sin deslizar sobre un plano horizontal en reposo. Entre t = 0 y t = T el plano se mueve
de manera arbitraria paralelamente a si mismo (es decir, no sube ni baja, s6lo se mueve
hacia los costados y puede rotar alrededor de cualquier punto). El movimiento puede ser
lo suficientemente brusco como para que la condicion de rodadura deje de cumplirse. Para
t > T el plano estd otra vez en reposo y la esfera vuelve a rodar sin deslizar. Debido a
los resultados del primer problema, sabemos que para t < 0 la velocidad v, del centro de
masa de la esfera y su velocidad angular w, son constantes. Para t > T, serdn constantes
su velocidad final v¢ y su velocidad angular final w¢. Hay que demostrar que son iguales
a las iniciales.

Solucién. El andlisis del movimiento del centro de masa puede restringirse al plano hori-
zontal. En todo momento la fuerza que acttia sobre la esfera es paralela al plano, digamos
f(t). Las ecuaciones de movimiento son

mv = f, (67)
[ =—azxf. (68)

Debido a que no hay torque en la direccién z, es posible anticipar que
Woz = We,. (69)

No conocemos los detalles intermedios para 0 <t < T, pero la forma de las ecuaciones nos
permite concluir algunas cosas. Eliminando f de la ec. (67) y reemplazando en la ec. es

[w(t) =—maz x v. (70)

Esta ecuacion puede integrarse explicitamente. Existe entonces la siguiente relacién, vélida
para todo t,

IHw(t) —wo] = —maz x [v(t) —vo] . (71)
En particular, para t > T,
[(ws— wp) =—maz x (v —vop). (72)
Tanto para t < 0 como para T > 0, se cumple la condicién de rodadura

v—aw x z=0. (73)
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Teniendo en cuenta que en la ec. aparece el producto vectorial de z con las velocidades,
tomando el producto vectorial de la ec. con z resulta

ZXxv—aw+aw,z=0. (74)
Esto vale para t < 0, en cuyo caso tenemos
Z X Vo — aWo + awp, z =0, (75)
y vale también para t > T, en donde es
ZX Vs —aws + aws, z = 0. (76)
Tomando la diferencia de ambas ecuaciones y usando que wy, = wy,, obtenemos
Zx (v —vo) —alws — wy) =0. (77)
Entonces la ec. implica
(I+ma?)z x (vi —vo) =0, (78)
lo que, dada la perpendicularidad entre las velocidades y la direccién z, significa que
vi — vy = 0. (79)
Volviendo a la ec. (72), tenemos también.
wr — wo =0, (80)

y esto completa la demostracion.

Es facil hacer el siguiente experimento: se hace rodar una esfera (una pelota de tenis,
de golf, una canica, una bola de los antiguos mouses) de modo tal que pase sobre una hoja
de papel. Mientras la esfera esta sobre la hoja, mueven la hoja en cualquier direccién. El
resultado del problema predice que, cuando la esfera abandone la hoja de papel o cuando
el papel quede de nuevo en reposo, la esfera se seguird moviendo con la misma velocidad
que antes. El efecto es bastante asombroso de contemplar. Como ejemplo, uno puede mover
la hoja de papel paralela a la velocidad de la esfera, pero tan rdpido que ésta empiece a
girar hacia el lado contrario. Cuando vuelve a tocar la mesa, se da vuelta otra vez. Otro
experimento empieza con la esfera en reposo sobre el papel. Entonces mueven el papel
de cualquier forma (sin levantarlo y con cuidado de que no tenga arrugas), y cuando lo
detengan la esfera volverd a estar en reposo. Esto ocurrird incluso si retiran el papel, lenta
o rdpidamente, como en el famoso truco del mantel y las copas.
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4. Animales esféricos

La esfera es el mas uniforme de los cuerpos s6lidos, ya que todos los puntos de la super-
ficie equidistan del centro. Por eso y por su facultad de girar alrededor del eje sin cambiar
de lugar y sin exceder sus limites, Platén (Timeo, 33) aprob¢ la decisién del Demiurgo, que
dio forma esférica al mundo. Juzgé que el mundo es un ser vivo y en las Leyes (898) afirm¢é
que los planetas y las estrellas también lo son. Doto, asi, de vastos Animales Esféricos a
la zoologia fantdstica y censuré a los torpes astrénomos que no querian entender que el
movimiento circular de los cuerpos celestes era espontdneo y voluntario.

Mas de quinientos afios después, en Alejandria, Origenes ensefié que los bienaventu-
rados resucitarian en forma de esferas y entrarian rodando en la eternidad. En la época
del Renacimiento, el concepto de Cielo como animal reaparecié en Vantini; el neoplato-
nico Marsilio Ficino hablé de los pelos, dientes y huesos de la Tierra, y Giordano Bruno
sinti6 que los planetas eran grandes animales tranquilos, de sangre caliente y de hébitos
regulares, dotados de razén. A principios del siglo XVII, Kepler discuti6é con el ocultista
inglés Robert Fludd la prioridad de la concepcién de la Tierra como monstruo viviente,
“cuya respiracion de ballena, correspondiente al suefio y a la vigilia, produce el flujo y el
reflujo del mar”. La anatomia, la alimentacién, el color, la memoria y la fuerza imaginativa
y plastica del monstruo fueron estudiados por Kepler.

En el siglo XIX, el psicologo alemdn Gustav Theodor Fechner (hombre alabado por
William James, en la obra A Pluralistic Universe) repensé con una suerte de ingenioso candor
las ideas anteriores. Quienes no desdefian la conjetura de que la Tierra, nuestra madre, es
un organismo, un organismo superior a la planta, al animal y al hombre, pueden examinar
las piadosas péaginas de su Zend-Avesta. Ahi leeran, por ejemplo, que la figura esférica de
la tierra es la del ojo humano, que es la parte mas noble de nuestro cuerpo. También, “que
si realmente el cielo es la casa de los dngeles, estos sin duda son las estrellas, porque no
hay otros habitantes del cielo”.

El libro de los seres imaginarios —]J. L. Borges.
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