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1. Guia 8, problema 6

Transformacién relativista de la fuerza. Encuentre la ley de transformacion relativista del

vector fuerza F, definido por

d_p ~dmy(uju

F=
dt at

al pasar de un sistema § a un sistema &’ que se mueve con velocidad v respecto del primero.

¢Se comporta F como la parte espacial de un cuadrivector F*?
m La fuerza, como estd definida maés arriba, es
dp
F=—". 1
Tt (1)
El vector p es la componente espacial de un cuadrivector, pero no puede decirse lo mismo

de F. El cuadrivector andlogo a la fuerza en mecdnica relativista, g, se define derivando no

con respecto al tiempo t sino con respecto al tiempo propio T, que es un escalar de Lorentz:

Lapr e a
Lo = Mo =mo [y(w)(c,u)]. (2)

n

Aqui u* es el cuadrivector velocidad,

1 dx* u
H —_ —_—— = .
w= S =y (1,). (3)
La relacién entre dt = dt/y(u) implica
o =vw (me T F) @

donde F es el vector definido por la ec. (1). Las componentes espaciales de g" estdn
relacionadas con la fuerza. La componente temporal es
dy(w) _ y(u) dE(u)

0° = y(wme L = YIS ©

donde E(u) = mc?y(u) es la energia cinética (mds la energfa de la masa en reposo).

*zanellaj@df.uba.ar



2 MEcCANICA CLAsICcA 2019 2C

En otro sistema S’, el cuadrivector debe estar definido de la misma manera. Para que
sea un objeto con significado fisico, la interpretacién del cuadrivector debe ser la misma en

todos los sistemas. Asi

d /
g/ll — ,Y(u/) (mc ‘}:1(::' ),F/) . (6)

Supongamos que S’ se mueve con velocidad v = vx con respecto a S. Entonces, inde-

pendientemente de lo anterior, tenemos las siguientes ecuaciones de transformacién

g =Y) (9x—vg°/c), 9 =9y, 9. =0:. (7)
De la conjuncién de estas ecuaciones con la ec. (6) resulta

dv(u)>
at )’

V(W) = yiolyta) (P my

Y(u/)F; = 'Y(u)Fy) (8)

Es importante entender la l6gica detrds de este resultado: por un lado sabemos que cierto
objeto g* es un cuadrivector. Por otro lado sabemos que sus componentes son funciones de

otras magnitudes, a, b, c, ...,

90 :fO(a)b>C)°--)> (9)
Ox :fx(a)bvcan')) (10)
etc. (11)

Tienen que ser las mismas funciones en todos los sistemas,

g/O :fO(a/)b/)C/)---)) (12)
g. = fx(a’,b'5c’,..0), (13)
etc. (14)

Entonces las transformaciones de Lorentz, ademads de implicar una relacién entre las com-
ponentes de g* en distintos sistemas, también aportan informacién sobre las relaciones de
las magnitudes a, b, c, ... en cada sistema, aunque estas magnitudes no sean ni escalares,
ni cuadrivectores ni tensores de ningtn tipo.

Por ejemplo, cuando transforman el cuadrivector velocidad
ut = (ul ul u? ud) (15)
saben que su componente temporal en el nuevo sistema serd

u® =vyw)(ul —vu'/e). (16)
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Pero ademads saben que u° = y(u). En S’ la componente temporal de u° también tiene
que ser igual a la funcién y(u’). Si un objeto se interpreta en tales términos en un sistema,
tiene que interpretarse en los mismos términos en todos los sistemas. Entonces para ver
cémo transforma y(u) al pasar de un sistema a otro, no necesitan calcular primero cémo
transforma u, lo que incluye la transformacién de las tres componentes espaciales de
la velocidad, el calculo de su moédulo y la aplicaciéon de la funcién y a ese resultado
(« ejercicio). Simplemente transforman la componente temporal de u*. Ya saben que el
resultado tiene que ser y(u’). Dicho sea de paso, este seria el método mds directo para
calcular cémo transforma el médulo de la velocidad: lo despejan a partir de y(u’).
Volviendo a las ecs. (8), si supiéramos escribir y(u’) en términos de las magnitudes
del sistema S tendriamos las ecuaciones de transformacion para el vector fuerza. Segin
observamos en el pdrrafo anterior, y(u’) puede obtenerse mediante la transformacién del

cuadrivector velocidad, del cual y(u) es la componente temporal

u
|- —
= y(u) (1, C). (17)
Explicitamente,
y(u) =y)y(u) (1 —ww/c?), (18)
Asi que, en principio, seria
Fx —mvy(u) Fy/v(v) F2/v(v)
Fl= | = .
1 —uwv/c?’ vyl —uw/c?’ Ry 1 —uv/c? (19)

El tinico lunar en estas expresiones es y(u), pero se puede escribir también en términos de

la fuerza. En efecto,

y(u) = % (ﬁ) = Y(;)g u- %. (20)
Por otro lado, a partir de la ec. (1),
F=my(uu+ my(u) % (21)
Tomando el producto escalar con u,
F-u=mu?y(u)+myu) u- %’ (22)
que permite escribir
yiwu T = L) 23)

y(u) = v(w)? (lF u— uzy(u)> . (24)
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Notar la siguiente identidad, que se usa con frecuencia,
BZ,YZ — ,YZ —1.

Aplicada en la ec. (24) para escribir y(u)?u?/c? estd ecuacion se reduce a

. y(u)? 1 .
V) = —F——F-u- [y(w)? = 1] v(u).
Finalmente,
, 1
Y(u) =—5F-u.
mc

Esta ecuacién es importante. Debido a que la energia es
E =my(u)c?,

vemos que

E=F-u,

que coincide con su versién no relativista.
Volviendo a la primera ec. (19), resulta

B Fx —vF-u/c?
x 1 —u,v/c?

La transformacion de la fuerza escrita de manera vectorial se lee como

1

=T Tuve {F-(\?—vu/cz)\?—%\?x (Fxv)|.

vY(v)
Nos faltaria ver qué pasa con la componente temporal del cuadrivector fuerza,
0" =v(w) (E/c,F).
La ecuacién de transformacién para su componente temporal es

YW)E = vy (E-vF).
Usando el resultado de la ec. (18) obtenemos

B E—va/c
1 —uwv/c?’

que relaciona la potencia en los dos sistemas.

(25)

(27)

(29)

(30)

(31)
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2. Guia 8, problema 7

La férmula mr relativista. A partir de la ecuacién de movimiento relativista

dmy(v)v
Y o, (35)

deduzca la version relativista de la ecuaciéon mv = F, a saber,

mv=— {F — C1—Z(F : v)v} . (36)

m La version relativista de la ecuaciéon F = dp/dt es mds complicada que su contrapartida

no relativista. La dificultad esta en que p = myv; luego
F=myv+myv. (37)

Usando el resultado del problema anterior para la derivada de y respecto del tiempo, ec.
(27), obtenemos la férmula del enunciado,

oo 1
mv = ; [F — c_z(F . v)v} . (38)

Ya que la solucién ha sido tan breve, diremos algunas cosas més.

Aunque la fuerza F no dependa de la velocidad, en general la aceleracién serd una
funcién de v. Cuando las velocidades son relativistas, fuerzas perpendiculares o paralelas
a la velocidad producen efectos de muy distinta magnitud. Si F es paralela a v, digamos,
F = Fv, se obtiene

1
my = _5F. (39)

El factor de supresion es 1/v3. Si F es perpendicular a v,
mv = —F, 40
y (40)

y el factor es s6lo 1/v. A igual médulo, para velocidades relativistas, es mucho mayor la
aceleracion producida por una fuerza perpendicular que por una fuerza paralela. Esto es
de gran importancia en los problemas de radiacion.

Otro aspecto de la ec. (38) es que cuando v — ¢, la aceleracion es

mv:l[F—(F-o)o}zlox(Fx{;). (41)
Y Y

Independientemente de la direccién de la fuerza, la aceleracién tiende a ser perpendicular
a la velocidad. Una aceleracién perpendicular a la velocidad implica que el médulo se
mantiene constante. Es posible desviar a la particula pero no hacer que se mueva mads
répido.
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3. Guia 8, problema 8

Movimiento hiperbélico. Encuentre el movimiento para todo t de una particula de masa
m y carga e en un campo eléctrico constante y uniforme € = &x. Asumir e€ > 0. En
t = 0 la carga estd en el origen y tiene velocidad nula. Demuestre que, en el sistema
instantdneamente en reposo respecto de la carga, la aceleraciéon siempre toma el mismo

valor e€/m.

m Resolveremos primero la dltima cuestién. Puesto que se pide calcular la aceleracién en un
sistema de referencia en el que la particula estd momentdneamente en reposo, serd vdlida

la ecuacién no relativista
ma’ =F. (42)

Las cantidades estdn primadas para distinguirlas de aquellas medidas en el sistema S,
donde la carga se mueve con velocidad u. Para calcular la aceleraciéon a’ necesitamos
conocer la fuerza F'.

En el sistema S, la tinica componente no nula de la fuerza estd en en la direccién x,
F=eéx. (43)

Debido a que la carga parte del reposo, esta fuerza sélo produce aceleracién sobre el eje
x. Notar que la ec. (38) implica que la fuerza y la aceleracién no son siempre paralelas. En
este caso si. La carga se mantiene entonces siempre sobre el eje x.

El sistema S’ en el que la carga estd instantdneamente en reposo tiene la misma ve-
locidad de la carga, v = u, X. La transformacién de la fuerza involucra, por lo tanto, un
movimiento relativo en la direccién x. Segun las ecs. (19), las componentes de la fuerza
perpendiculares a la velocidad también son nulas en S’ y, por lo tanto, serdn nulas las
componentes de la aceleracién en esas direcciones. La ec. (30) da la transformacién de la

componente de la fuerza paralela a la velocidad relativa entre los sistemas S y S/,

F.—vF-u/c?

Fl =
1 —u,v/c?

X

) (44)

donde u es la velocidad de la particula en el sistema S. Debemos tomar v = u,, de manera
que el resultado, un poco inesperado, es que

F. =F,, (45)

X

aun cuando la velocidad u, estd cambiando todo el tiempo.
La aceleracién en el sistema en el que la carga estd instantdneamente en reposo siempre

tiene el mismo valor
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Este resultado implica que el campo eléctrico en la direccién x no depende del sistema de
referencia, cuando el movimiento relativo es segtin x. Todos los sistemas con velocidades
entre menos y més ¢ son visitados por la carga, y en todos esos sistemas su aceleracion
es siempre la misma. Eso implica que el campo eléctrico debe ser el mismo. Encontramos
asi un resultado que volveran a ver en Fisica Tedrica 1 y que vale también para el campo
magnético: las componentes de los campos E y B paralelas a la velocidad segtin la cual
se realiza la transformacién son invariantes. Esto, por supuesto, descarta toda hipétesis de
que los campos E y B sean las componentes espaciales de algtn cuadrivector. Si tal fuera
el caso, sus componentes paralelas a la velocidad deberian transformar como las de un
cuadrivector.

Ahora si, resuelta la cuestion secundaria, y como aplicacion de la ec. (38), resolvamos el
problema de la carga e que se acelera desde el reposo en un campo eléctrico en la direccién
x. La fuerza es F = e€%, con e€ > 0. La aceleracion estard dirigida también segtn esa
direccién. Tendremos u = ux, y la ecuacién de movimiento sera

_ 1 68_ .2 23/268
u_y3(u)m_(] u?/c?) — (47)

No es la més bella de las ecuaciones diferenciales,

du _ g, (48)
(1—-u2/c2)*? m

La primitiva se obtiene por adivinacién. Puesto que la particula parte del reposo queda

b ey, (49)

JT—ufj2 m
De aqui se despeja

<= eCt/m
B 1+ (e€t/me)?’

(50)

El signo de la raiz se ha elegido conforme al hecho de que la particula se acelera en el
sentido creciente de x. La integral que queda por hacer es elemental. El resultado es

2 2
- me” H(e_&) 1l (51)
mc

Deberian verificar que las unidades de cada término son las correctas. Recuerden que e
tiene unidades de fuerza, es decir, de energfa sobre longitud, y ademés mc? tiene unidades
de energia.

Este tipo de movimiento se conoce con el nombre de movimiento hiperbélico, y volvera
a aparecer en el problema 17 de la Guia 7, en donde se resuelve el mismo sistema pero

mediante la ecuacién de Hamilton—Jacobi. Alli se discuten mds detalles de la trayectoria.
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Otro método (sin integrales)

Puesto que la fuerza estd en la direccién x y es constante, la ecuacién p = F se lee como
Px = €&, (52)

que, para una particula que parte del reposo, implica

Px = eCt. (53)
Por otro lado, la férmula para la potencia, ec. (29),
E= eéx, (54)
se integra inmediatamente y da
E=eéx+ Ey, (55)
donde E; = mc? es la energia inicial. Adem4s
E? = (mc?)? + (pxc)? = (mc?)? + (e€tc). (56)

Las dos ecuaciones implican

mc? ect)?

que es el mismo resultado de antes pero sin tener que haber resuelto ninguna integral.

El problema siguiente trata el mismo sistema mediante el método de Hamilton-Jacobi.
Es importante advertir que hasta aqui, cuando escribimos que la energia era E, nos referia-
mos puramente a la energia cinética (que incluye la energia de la masa en reposo)

E= mczy(u). (58)

Es una cantidad que varia con el tiempo, debido a que el campo eléctrico realiza trabajo. En
el siguiente problema, el campo eléctrico serd tenido en cuenta a través de su potencial. Ahi

E incluird tanto el término cinético como el potencial y serd una constante de movimiento.

4. Guia 7, problema 17

El hamiltoniano de una particula relativista de masa m y carga e que se mueve sobre el eje

X en un campo eléctrico constante y uniforme E = £ x es

Hix,p) =/ (me2)2 + (pe)? = Ax, (59)

donde c es la velocidad de la luz y A = e€ > 0. Dibuje el retrato de fase. Encuentre la

soluciéon general del movimiento mediante el método de H-]J.
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m Seguiremos el método de H-J resolviendo la ecuacion diferencial para la funcién carac-
teristica de Hamilton W y la usaremos como funcién generatriz. La transformacion daré
como resultado un hamiltoniano constante.

Tendremos en cuenta que A = e€ > 0. El retrato de fase es el grafico de las curvas
de nivel de la funcién H(x,p). Aunque podriamos despejar p(x, E) a partir de la ec. (59),

conviene ver primero si no se trata de una ecuacién reconocible. Si la energia es E, entonces
(Ax + E)? — (pc)? = €2, (60)

donde € = mc?, y con la condicién adicional

(61)

que proviene del hecho de que Ax +E = /€2 + (pc)? > e. La ec. (60) representa hipérbolas

con vértices en el eje x en las posiciones

_ie—E

X+ = A (62>

Segun la ec. (61) debemos quedarnos tinicamente con la rama derecha de estas hipérbolas.

El minimo valor de x alcanzado serd xg = (e — E)/A. La particula se aproxima a x¢ desde

X — oo en t — —o0, pasa por xg en cierto instante t, y para t — oo de nuevo es x — 0.

it
MR

Procedimos por inercia. Mucho mads facil hubiera sido romper un poco con el trata-

miento especial que parece recibir x cada vez que hacemos un retrato de fase. ;Por qué
deberiamos siempre graficar las funciones p(x)? ;Por qué no graficar las funciones x(p)?
En este problema ésta es la forma mas sencilla de dibujar el retrato de fase. Apenas si hay

que despejar algo. A partir de la ec. (59) tenemos

x(p, B) = % (\/(mcz)z + (pe)? — E) : (63)
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El grafico de esta funcién no necesita de tanto andlisis como el de las hipérbolas. No hay
ningtin signo que definir. Esta claro que tienen que ser curvas como las de la figura, y no
de otra forma.

Hay que notar que la relacién entre velocidad e impulso ya no es p = mx, sino

_OH_ pc
op  /e2+(pc)?

Sigue siendo cierto que p y x tienen el mismo signo, pero cuando [p| — oo la magnitud

X (64)

de la velocidad tiende a c. El sentido de las flechas en la figura estd determinado por la
ecuacién anterior: x tiene el mismo signo que p.
Debido a que se trata de un sistema conservativo, buscaremos la funcién caracteristica

de Hamilton, que satisface la ecuacion
H(x, W'(x)) = E, (65)

que en el presente problema se lee como

Ve + Wix)2e2 — A =E. (66)

Despejando,

W/(x) = £/ (E+Ax)? — e2. (67)

La solucién dependera explicitamente de E. Serd

W(x, E) = :I:% /XO dx \/(E + Ax)2 — €2. (68)

Como siempre, no hay que apresurarse a calcular esta integral. En este tipo de potencial

todas las trayectorias tienen un punto de retorno donde p =0,

e—E
Xg = b\ . (69)
Resulta préctico tomar el limite inferior de la integral (68) en xo = xg, definiendo
‘I X
W(x,E) = iz/ dx \/(E + Ax)2 — €2, (70)
XE

Seguin hicimos notar en otro ejemplo, esto tiene la ventaja de que la derivada respecto de E
puede pasar a través del simbolo integral.
Considerada como una funcién generatriz de tipo 2, la funcién caracteristica de Hamil-

ton W(x, E) transforma al hamiltoniano original en

K(Q,E) =, (71)
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donde E es el nuevo impulso y Q es la coordenada conjugada de E. La dindmica de Q esta
dada simplemente por

Q =t+ Qo (72)

donde Qo es una constante de integraciéon. Aqui la funcién W tiene dos ramas, de modo
que necesitamos distinguir entre las variables y constantes de integracion de una y otra. La
rama correspondiente al signo positivo en la ec. (68) resuelve el movimiento para p > 0,
y viceversa. Para no arrastrar el doble signo durante todo el célculo, resulta mds sencillo
resolver para una sola de las ramas y usar propiedades conocidas del movimiento para
extender la solucién a todo tiempo.

Del analisis que hicimos al construir el retrato de fase, sabemos que si la particula

alcanza el punto x = xg en t = ty, la trayectoria debe ser simétrica respecto de ese instante,
x(to — At) = x(to + At), (73)

que es lo mismo que decir que
x(t) = x(2ty — t), (74)

independientemente de la relacién de orden entre t y to. Si hemos encontrado la solucién
para t > to, que es cuando p > 0, podemos usar la férmula anterior para calcular x(t) para
valores de t < ty, cuando es p < 0.

Concentrémonos entonces en la rama con p > 0. La ecuacion de transformacién para la
nueva coordenada es

ow

Combinando esta relacién con la ec. (72), el resultado es una ecuacién que contiene la
dindmica de la coordenada x original,

t+ Qo = aalEv(X,E). (76)

Reemplazando el resultado de la ec. (70) y pasando la derivada respecto de E a través del
simbolo integral se obtiene

1 [~ 0
—_ il 2 g2
t—i—Qo—C/XdeaE\/(E—I—AX) €?. (77)

Recién ahora enfrentamos el problema de resolver integrales. Necesitamos calcular

/X dx aiE\/(E+Ax)2—e2. (78)

El hecho de que E aparezca en la combinacién E + Ax permite obviar la integracién propia-
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mente dicha, pues resulta

x 0 1 [ 0 1
il 202 el 2 o2 2 _ 22
/XEanE\/(E+7\X) € ALEanx\/(EHX) € )\\/(E-l—?\x) ez, (79)

Esta clase de simplificaciéon ocurrird siempre que E y x aparezcan en una combinaciéon
lineal. En general, la derivada respecto de E puede transformarse en una derivada respecto
de x, pero la transformacién nunca va a resultar tan simple como aqui. Hay que ver caso
por caso.

Reemplazando el resultado (79) en la ec. (77) queda

t+ Qo :J—}\\/(E—H\x)z—ez. (80)

En esta ecuaciéon vemos que para t = —Qo resulta x = xg. De esta manera, la constante

—Qo coincide con el tiempo de paso por el punto de retorno,
Qo = —to. (81)

La ec. (80) sera valida para t > to, donde es p > 0. Al despejar x hay que tomar el signo de
la raiz que implica x > 0 para t > to,

x(t,E,to) = % {\/62 +[eA (t— o)) — E] . (82)

Esta expresion es simétrica respecto de to, por lo tanto para obtener la solucion vélida para

t < to no es necesario introducir ninguna modificaciéon. Otra forma de escribirla es

x (t, E, to) :xE—F% {\/eznt[c?\ (t—to)]z—e]. (83)

Aqui vemos de nuevo que el signo frente a la raiz es el correcto. De otro modo la particula

se moveria a la izquierda del punto de retorno, lo que no puede ser.

to t




CLASE 11/11 (EXTRA) 13

Este tipo de movimiento se conoce con el nombre de movimiento hiperbdlico. Para
cAlt — to| < €, (84)

es decir, cuando la particula estd cerca del punto en el que su velocidad se anula, resulta

1 2
)() = xe + 22 (£ )2 = xp + E (t— )2 (85)
2 € 2m

Este es el resultado no relativista para la trayectoria de una particula con aceleracién e€/m

constante. Notar que no depende de c. En contraste, para cAlt — to| > €,

mc?

€
X(t) ZXE+C|t—tO|—X :XE+C|t—tO|—¥)

(86)

lo que da la ecuacion de las asintotas. Notar que mc?/(e€) tiene unidades de longitud;
es la longitud que corresponde a una diferencia de energia potencial igual a la energia en
reposo de la particula. A su vez, el tiempo €/(cA) = mc?/(ce€) es el tiempo caracteristico
en el que la particula alcanza velocidades relativistas.
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