Mecénica Cléasica — 2do. cuatrimestre de 2019

Clase del 14/11 (extra): Relatividad especial*

Historia de dos planetas'

Consulten el link para ver el enunciado completo del problema. En estas notas esta la solu-
cién del problema completo.

En un espacio infinito y eterno hay dos planetas gemelos: la Tierra y el Planeta
X. La Tierra estd en reposo en un sistema inercial. En cambio, el Planeta X si-
gue un movimiento hiperbélico dirigido hacia la Tierra, con aceleracién propia
g=1m/ s2. A todos los efectos précticos, la distancia de maximo acercamiento
puede tomarse igual a cero; unas pocas décimas de segundos—luz bastaran para
asegurar que los planetas no choquen. Las condiciones iniciales son tales que el
maximo acercamiento entre la Tierra y su gemelo sera justo hoy [14 de noviembre
de 2019] a las 15 horas de Greenwich, segtn los relojes de ambos planetas. La

tigura siguiente describe el encuentro.

14/11/2019
15 h GMT

A

La Tierra Planeta X
04 X

a) Mostrar que la trayectoria del Planeta X en el sistema de referencia inercial

que tiene a la Tierra en su origen es

x(t) = Lo { 1+(t/to)2—1}.

conty =c/gyly =cty, yt=0enel momento del encuentro.

b) Mostrar que el tiempo propio en el Planeta X, cuando los relojes de la Tierra
marcan t, es
T(t) = to arcsinh(t/to) .

¢) Calcular la trayectoria x ,,(t) del Planeta X segtn es vista desde la Tierra.

d) Calcular el tiempo Tx(t) que marcan los relojes del Planeta X vistos desde la
Tierra a tiempo t.

etc.

*zanellaj@df.uba.ar
Thttp: //materias.df.uba.ar /mca2019¢2/files/2019/11 /planeta_ X 2019.pdf
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Trayectoria del Planeta X

Todo ocurre sobre el eje x. La informacién es que en t = 0 el Planeta X pasa por el origen
de coordenadas y que la aceleraciéon propia del Planeta X es constante e igual a g > 0. La
aceleracion propia de un objeto es la aceleraciéon medida en un sistema de referencia en
donde el objeto estd instantdneamente en reposo. Que sea constante implica que, para un
observador que se mueva con el objeto, el estado de cosas siempre es el mismo, tal como
para nosotros aqui en el campo gravitatorio de la Tierra.

El dato es que la aceleracion en el sistema propio del objeto es g. Para escribir una ecua-
cién de movimiento en el sistema de la Tierra necesitamos la aceleracién en el sistema de la
Tierra. Tenemos que saber como transforma la aceleraciéon. Supongamos que el sistema S’ se
mueve con velocidad v respecto del sistema S y que en S’ una particula tenga velocidad u’ y
aceleracion a’, todo segtn el eje x. Podemos relacionar las aceleraciones antitransformando

directamente la expresién du/dt. Tenemos

d u +v
du T+uv/c?) 1 1 _ (uw +v)v/c? | du (1)
dt  dy(w)(t' +xv/c2)  y(V)(1T+uv/c?) |[T+uv/c2  (14+uv/c2)?| dt’’

Con unas simplificaciones queda

du a’

dt — y(v)3(1 +uv/c?)3

(2)

Si S’ es el sistema en donde la particula esta instantdneamente en reposo, u' =0y v = u. En
el sistema S la aceleracién es entonces

du a
at  y(uw)?

(3)

El dato es que a’ = g es constante. Ya hemos integrado esta ecuacién otras veces:

L
STz Y

Despejando x = u, queda

=9t (5)

1+ (gt/c)?

Al tomar la raiz cuadrada se ha elegido el signo que produce un movimiento con aceleracién

positiva. La solucién de esta ecuacién diferencial es inmediata

2
x(t) = % [\/1 T (gt/c)? — 1} . (6)

La trayectoria es una hipérbola. En esta ecuacién hay dos pardmetros dimensionales que



CLASE 14/11 (EXTRA) 3

definen las escalas tipicas de tiempo y longitud. La escala de longitud es

C
lo - E, (7)
y la de tiempo,
c
tO - 5. (8)

Lo mas comodo es adoptar estas escalas como unidades de longitud y tiempo. Con esta

eleccion la ecuacion de la trayectoria se escribe simplemente como
x(t) =V1+t2—1. 9)

Ademads, en estas unidades, la velocidad de la luz es ¢ = 1. Para la aceleracién g = 1 m/s?

con la que se mueve el Planeta X, la escala de tiempo es
to ~ 3 x 108s ~ 9,5 afios, (10)
y la escala de longitud es, obviamente,
lo &~ 9,5 anos luz. (11)

Estas son las escalas de tiempo y de distancia en las que el Planeta X, luego de su paso por

la Tierra, alcanza velocidades relativistas. En efecto.

()= =07 (12)

Para [t| < 1 (esto es, [t| < to) obtenemos la expresién no relativista de un movimiento

uniformemente acelerado,
x(t) ~ —. (13)
Para [t| > 1 (esto es, para [t| > t;) obtenemos el limite ultrarrelativista
x(t) ~ [t| -1, (14)

El gréfico de la trayectoria es como muestra la figura, en donde hemos restituido las escalas

originales de tiempo y longitud.
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La hipérbola es la trayectoria del Planeta X en el sistema de referencia de la Tierra. La
trayectoria de la Tierra es el propio eje horizontal, x = 0. Todo el tiempo el Planeta X y
la Tierra estan emitiendo sefiales de luz que se propagan con velocidad c. En la siguiente

tigura se muestran las sefiales que emite cada planeta en la direccién del otro.

Es claro que la Tierra no recibe sefiales del Planeta X antes de —t,, ni el Planeta X recibiré
sefiales de la Tierra emitidas después de to. Aunque el Planeta X haya estado constantemente
acercandose a la Tierra, en la Tierra recién se hace visible a tiempo t = —to, es decir, alld por
el 15 de mayo de 2010 a las 16:19:02 horas GMT.

El tiempo propio en el Planeta X

El tiempo propio de una particula (aqui el Planeta X) que se mueve con velocidad u

satisface la siguiente ecuacion
dt = dt/y(u). (15)

Para el movimiento que estamos considerando es

t
u(t) = e (16)



CLASE 14/11 (EXTRA) 5

lo que implica
vu) = V1 +t2. (17)

Entonces,

T(t) = /Ot dt \/% = arcsinh t. (18)
El significado de esta ecuacion es el siguiente: si a tiempo t un observador fijo en el sistema
de referencia de la Tierra y que estd a una distancia despreciable del Planeta X observa los
relojes del Planeta X (por ejemplo, sintoniza una radio AM del Planeta X), entonces el tiempo
que observa es T(t).

La funcién arcsinh tiene un crecimiento extremadamente lento, de manera que para tiem-
pos t mucho mayores que 1 (pero ni siquiera tanto) es t(t) < t. Este es el fendmeno de
dilatacién temporal. Por ejemplo, si el reloj del observador que esta justo en la vecindad del
Planeta X marca el tiempo t = 10ty ~ 95 afios, los relojes del Planeta X marcan

T(1) = arcsinh 10 ~ 3ty ~ 28 anos. (19)

El observador en el sistema de la Tierra que registre el paso del Planeta X cuando en el
Planeta X celebren la llegada del afio 2100 verd que su reloj (por llamarlo de alguna manera)

marca el tiempo

2100 —h

t= sinh(w) ~ 2302,8 to ~ 21891 anios. (20)
0

Sumando este tiempo a la fecha de referencia, obtenemos que para el observador del sistema

de referencia de la Tierra es el 17 de mayo del afio 23896. Y esto no es nada. A esa altura el

Planeta X estd a una distancia de la Tierra de

x(2302,8 to) ~ 2301,8 1, ~ 21881 anos luz, (21)

de manera que la Tierra recibe las noticias del afio nuevo 2100 del Planeta X alrededor del
ano terrestre 45763, meses mas, meses menos, teniendo en cuenta los afios bisiestos (en ese

lapso de tiempo hacen una diferencia de 30 afios).

La posiciéon aparente del Planeta X

Debido a la velocidad finita de propagacién de la luz, ningtin objeto en movimiento est4
necesariamente en la posicién en la que lo estamos viendo. Si a tiempo t recibimos la imagen
del Planeta X, o sus transmisiones de radio o de television, la luz que forma estas sefiales
debié haber partido desde el Planeta X un tiempo lo suficientemente anterior como para
alcanzar a la Tierra justo a tiempo t. Las sefiales deben recorrer la distancia que habia entre

el Planeta X y la Tierra en el momento de su emisién. Llamando t.;, al momento de emisién,
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debe cumplirse que
c(t—tap) = x(tap). (22)

En decir, pasando a las unidades naturales del problema,

t—tap = /1 +t5, — 1. (23)

De aqui obtenemos t, como funcién de t,

£ ]
tap(t) = —— =557 (24)

Estas sefiales que salieron del Planeta X a tiempo tq, llevan la imagen de la situacién del
Planeta X en ese instante de tiempo. En particular, la posicién observada del Planeta X a
tiempo t es

t—1 1

Xap(t) =x(tap) =t —tap(t) = > +2(t—|—1)' (25)

Notar que para evaluar x, resulté mucho mas sencillo calcular la distancia en términos del
tiempo de viaje de la sefial que evaluar directamente la funcién x(tq,,), ya que son lo mismo.

En la ec. (25) pasan cosas extrafias. La funcién x,, diverge cuando t — —1, es decir
cuando t — —to. Para tiempos proximos a —t, la imagen del Planeta X lo muestra arbitra-
riamente lejano. Este resultado tiene mucho sentido cuando se grafican las trayectorias de

los rayos de luz emitidos por el Planeta X.

La hipérbola representa la linea de universo (vulgarmente, trayectoria) del Planeta X. El
eje horizontal es la linea de universo de la Tierra. Desde la linea de universo del Planeta X
parten sefiales de luz que intersectan en algtin momento la linea de universo de la Tierra.
Todas las sefiales de luz emitidas por el Planeta X entre t — —oo y el tiempo en que pasa
junto a la Tierra estan condensadas en el intervalo de tiempo entre —ty y t = 0. Desde la
Tierra, la imagen del Planeta X se moverd desde x — oo para t — —t, hasta x = 0 para

t = 0. De ahi que la férmula para x.,(t) diverja para t — —to. También diverge la velocidad
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a la que se mueve la imagen del Planeta X. Por ejemplo, cuando t ~ —0,55 t, la velocidad
aparente es igual a 2c.

Cuando el Planeta X se aleja de la Tierra, el comportamiento de su posicién aparente
cambia por completo. Para tiempos mucho mayores que to, desde la Tierra ven que el
Planeta X se aleja con una velocidad que tiende a c/2.

La trayectoria aparente del Planeta X es como muestra la figura. Se han graficado también
la trayectoria real y algunas de las asintotas. La posiciéon actual estd siempre a la izquierda

de la posicién aparente. La posiciéon aparente no es una funcién simétrica respecto de t = 0.

X

asintotas

t

i 2 3 4
El tiempo que marcan los relojes del Planeta X vistos desde la Tierra

Ya hemos calculado el tiempo que marcan los relojes del Planeta X en funcién del tiempo
en el sistema de referencia fijo a la Tierra. Es decir: sabemos que a tiempo t, un observador
del sistema de la Tierra en la vecindad del Planeta X verd que los relojes del Planeta X
marcan el tiempo 1(t), dado por la ec. (18). La imagen que se recibe en la Tierra de los
relojes del Planeta X (o bien la hora que dan las emisoras de television del Planeta X) es
la que corresponde al tiempo tq, en la que fueron emitidas, que a su vez corresponde al
tiempo T(tqp) del Planeta X. Dicho de una buena vez: la imagen que se recibe en la Tierra

del Planeta X corresponde al tiempo propio del Planeta X evaluado en tq,
TX (t) = T(tap)~ (26)

A partir de las ecs. (18) y (24) encontramos

L[t 1
Tx(t):arcsmh( > _Z(t—f—]))' (27)

Podemos intentar simplificar esto usando la definicién de la funcién arcsinh,

arcsinh x = log (x +Vx? + 1) . (28)
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No es necesario evaluar todos los términos. Sabemos que el tiempo aparente satisface la

ecuacion
T+t = (1+t—tap)”. (29)
Luego,
arcsinhtqp =log(tep + 1+t —tap) =log(1 +1). (30)
En definitiva,
Tx(t) =log(1 + t). (31)

Encontramos nuevamente una divergencia cuando t — —to. Eso corresponde al hecho de
que toda la historia del Planeta X entre T — —oo y T = 0 llega condensada a la Tierra entre

t = —to y t = 0. Este es el grafico de la funcion tx(t):
2 L
x(t)
1 L
—t, t
L . >
-1 1 2 3 4
-1t
-2t
=3t

El ritmo al que marchan los relojes del Planeta X observados desde la Tierra

Desde la Tierra ven que los relojes del Planeta X marchan a un ritmo

(32)

. 1
™) =177

Por definicién los relojes de la Tierra marchan a velocidad igual a 1. La férmula anterior debe

leerse asi: por cada segundo que pasa en los relojes de la Tierra, la imagen de los relojes del
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Planeta X muestra que estos marcan Tx(t) segundos. Solo para tiempos en valor absoluto
mucho menores que t, la marcha observada en los relojes del Planeta X estard pareja con la

de los relojes de la Tierra.

Podemos preguntarnos, por ejemplo, en qué momento vemos pasar los dias del Planeta
X a uno por segundo. Debe ser

tx(t) = 86400. (33)

Haciendo las cuentas se encuentra que eso sucede en t ~ —0,999988t,. Aqui es importante
trabajar con mucha precision, porque todo el infinito pasado el Planeta X estd comprimido en
un intervalo de longitud ty de la Tierra. Una diez milésima de t, puede hacer una diferencia
de varios afios. La fecha en la Tierra que corresponde a ese tiempo es el 15 de mayo de 2010 a
las 17:16:51 horas GMT, esto es, unos 58 minutos después de aparecer en el cielo de la Tierra.
¢Qué época de la historia del Planeta X es la que se observa desde la Tierra en ese momento?
Segun la ec. (31), es (célculo de fechas mediante) 20 de noviembre de 1911. Otro calculo
muestra que el 20 de noviembre de 1912 (un afio después en el Planeta X) es observado en
la Tierra a las 17:23:17 del dia de la apariciéon del Planeta X. Un afio completo del Planeta
X es visto desde la Tierra en un intervalo de tiempo de unos 6 minutos. (Hay alrededor
de 360 dias en un afio, a un dia por segundo, da 6 minutos. Este resultado muestra que la
aceleracion en la marcha de los relojes ya es mucho mas lenta).

Para que los sucesos del Planeta X sean vistos desarrollarse al doble de la velocidad con
la que ocurrieron debe ser, segtin la ec. (32), t = —to/2, que cae el 13 de febrero de 2015, lo
que corresponde, en la historia del Planeta X, a la fecha

Tx(—1) = —log2 ~ 0,69 to, (34)

que cae el 14 de abril de 2013 del Planeta X.

Cuando el Planeta X se acerca a la Tierra vemos que sus relojes marchan a un ritmo
mayor al de los relojes en la Tierra. Y, al contrario, cuando se aleja de la Tierra vemos que
sus relojes marchan a un ritmo maés lento que los de la Tierra. ;Pero esto no deberia ocurrir
siempre, tanto al alejarse como al acercarse? ;Por qué no hay dilatacién temporal mientras
los relojes se acercan? La pregunta es capciosa: si hay dilatacién temporal, lo que ocurre es
que no estamos calculando la velocidad t(t) del tiempo que marcan los relojes del Planeta
X en el sistema de la Tierra sino la velocidad tx(t) del tiempo que marcan las imagenes de
los relojes del Planeta X vistos en la Tierra.

Para medir el ritmo de los relojes del Planeta X necesitamos que un observador del
sistema de la Tierra esté justo en el lugar donde se encuentra el Planeta X. Entonces si, el
ritmo al que marchan los relojes del Planeta X es, segtin la ec. (18)

tt) = ——. (35)
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Lo que se ve desde la Tierra no tiene en principio que ver con la dilatacién temporal,
sino con el efecto Doppler ordinario. La dilatacion temporal modifica las férmulas pero no
es la causa intrinseca del fenémeno. Cuando el Planeta X se acerca, la frecuencia de todas
sus sefales (incluidos los tic tac de sus relojes) esta incrementada por el efecto Doppler. Este

efecto compensa y sobrepasa el de la dilatacién temporal.

Cuando el Planeta X se aleja, el efecto Doppler disminuye la frecuencia de sus sefiales.
Esto se amplifica debido a la dilatacién temporal. Para tiempos mucho mayores que t, los
relojes del Planeta X parecen marchar cada vez mds y mds lento (sin embargo apenas poco
més lento que el factor 1/y de dilatacién temporal: ;por qué no mucho maés lento? Si la
velocidad del Planeta X tiende a c ;no deberia tender rdpidamente la frecuencia a cero?).

Cuando t = to, vemos marchar a los relojes de Planeta X a la mitad de la velocidad.

El tiempo que marcan los relojes de la Tierra vistos desde Planeta X

S6lo las sefiales cuyos tiempos de emision sean anteriores a to pueden llegar desde la
Tierra hasta el Planeta X. Si una sefial de luz de la Tierra llega al Planeta X a tiempo t debié
haber recorrido toda la distancia que hay entre la Tierra y el Planeta X en ese momento. Por

lo tanto, tiene que haber sido emitida en un tiempo tr dado por
c(t—tr) = x(t). (36)
En unidades naturales queda
t—tr=V1+t2 -1, (37)
lo que implica

tr=1+t—v1+t% (38)

Queremos expresar tt no en términos de t sino en términos del tiempo propio del Planeta X

cuando la sefial es recibida. Ese tiempo esta dado por la ec. (18). Resulta asi
tr(t) =1+sinht—cosht=1—¢e"". (39)

Luego de la invencién de la television en el Planeta X, esta serd la hora que muestren las
pantallas de televisién del Planeta X que sintonicen a los canales de la Tierra. Esta funciéon
tiene caracteristicas que son evidentes cuando se grafican las lineas de universo de los

planetas y de las sefiales de luz emitidas desde la Tierra.
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Desde el Planeta X no pueden recibirse sefiales emitidas con posterioridad a to. Por eso

cuando T tiende a infinito tt tiende a 1, es decir, a t,.

El ritmo al que marcha la historia de la Tierra vista desde el Planeta X es
th(t) =e " (40)

No diverge para ningtn tiempo T finito, aunque puede ser arbitrariamente grande antes del
encuentro con la Tierra. Luego de transcurridos unos pocos to en el Planeta X, la imagen
de la Tierra queda practicamente congelada en t ~ to. En otras palabras, en el Planeta X no
podrén ver lo que suceda en la Tierra més all4 del 15 de mayo de 2029.

A modo de comparacién con el resultado obtenido para los habitantes de la Tierra,
veamos en qué momento del Planeta X los relojes de la Tierra parecen marchar al doble

del ritmo. La ecuacién anterior da
T=—log?2. (41)

Este es un resultado interesante, porque la ec. (34) indica que este es el momento en la
historia del Planeta X en que sus relojes son vistos desde la Tierra marchando al doble
del ritmo. En cambio, los relojes de la Tierra son vistos marchar al doble del ritmo cuando

marcaban el tiempo
tr(—log2) = —1. (42)
En ese momento los relojes del Planeta X eran vistos desde la Tierra marchando a un ritmo

infinito. La simetria era s6lo aparente.

El ritmo de los relojes en el Planeta X vistos desde la Tierra cuando en el Planeta X
observan a los relojes de la Tierra marchar a un ritmo r, y viceversa.

Llamemos t, al momento en el que en la Tierra los relojes del Planeta X parecen ir a un

ritmo 1. Andlogamente, sea T, el tiempo en el que los relojes de la Tierra parecen marchar a
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ritmo T vistos desde el Planeta X. A partir de las ecs. (32) y (40), que repetimos a aqui abajo

(1) = 43)
tr(t) =e 7, (44)
igualando a r estas derivadas, esos tiempos son
ty = L 1, (45)
T
T, = —logT. (46)
En t. los relojes del Planeta X eran vistos marcando el tiempo
Tx(t;) =log(1 4+ t,) = —logT, (47)
y en T, los relojes de la Tierra eran vistos marcando el tiempo
tr(ty)=1—e " =1—r. (48)
El ritmo con el que los relojes de la Tierra son observados en tx(t,) es
rr(r) =t5(—logr) =T (49)
El ritmo con el que los relojes del Planeta X son observados en ty(t;) es
re(r) = tx(1 - 1) = 7 (50)

2—7

La ec. (49) es desconcertante. Si en la Tierra ven a los relojes del Planeta X marcar un tiempo
Ty marchar a un ritmo 1, en el Planeta X a tiempo T ven marchar a los relojes de la Tierra al
mismo ritmo 1. Pero si en el Planeta X ven marchar a los relojes de la Tierra a ritmo r cuando

marcan un tiempo t, en ese tiempo t en la Tierra ven a los relojes del Planeta X ir a un ritmo

1/(2—r7).

Llegada del hombre a la Luna

Suponiendo que las historias de los dos planetas tengan el mismo decurso, la llegada del
hombre a la Luna ocurrird a las 20:18:04 horas GMT del 24 de julio de 1969. La pregunta es
cuando ven los habitantes de la Tierra el alunizaje en la Luna X y viceversa. Ya vimos que
las cosas no son para nada simétricas. La diferencia entre la fecha del encuentro y la fecha
del alunizaje es

T, = —5,295 to. (51)
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Debemos invertir la ec. (31) para saber cudl es el tiempo t en el que en la Tierra se observa
algo que sucede en el tiempo T del Planeta X.

trec(T) =€ —1. (52)

Anédlogamente, hay que invertir la ec. (39) para averiguar en que tiempo T del Planeta X se
recibe una sefial emitida en el tiempo t de la Tierra,

Trec(t) = — 1Og(1 —t). (53)
El alunizaje X es sintonizado en los televisores de la Tierra a tiempo

trec(TL)) <54>

y el alunizaje terrestre es visto por los habitantes del Planeta X a tiempo
Trec (TL) (55)

Haciendo las cuentas, el alunizaje en la Luna X es visto en la Tierra el 2 de junio de 2010.
En cambio, el alunizaje en la Luna terrestre es visto en el Planeta X el dia 23 de mayo
de 2002. Notar que los planetas no pueden sacar una ventaja tecnolégica de estos hechos,
puesto que para esas fechas ya se han producido sus respectivos alunizajes. En verdad puede
demostrarse que para los dos planetases T < t;ec(T) y T < Trec(T). De modo que un planeta
nunca observa en el otro un suceso que pertenezca a su futuro: en otras palabras, no pueden
hacer trampa con las apuestas deportivas.

Pueden verificar que, durante la etapa de acercamiento, en el Planeta X registran los
sucesos de la Tierra en fechas anteriores a las que los sucesos gemelos del Planeta X son
registrados en la Tierra. Durante el acercamiento, los habitantes del Planeta X se enteran de
las cosas que pasan en la Tierra antes de que los habitantes de la Tierra se enteren de las
cosas que pasan en el Planeta X. El orden se invierte luego de que el Planeta X empieza a
alejarse.

La llegada de las primeras transmisiones de radio

En los dos planetas la primera transmisiéon de radio se produce a las cero horas del
primero de enero de 1900. Respecto a la fecha de referencia (14/11/2019, 15 h GMT), eso
corresponde el tiempo propio de cada planeta

Tr = —12,618 to. (56)

Aplicando las férmulas se la seccién anterior, ecs. (52) y (53), y calculando las fechas
calendario, las primeras transmisiones de radio hechas en el Planeta X alcanzan a la Tierra

el 15 de mayo de 2010 a las 19:35:35, unas tres horas y media después de que el Planeta X se
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hace visible. Por otro lado, las primeras transmisiones de radio hechas en la Tierra alcanzan
al Planeta X el 23 de enero de 1995.

Para estas fechas en los dos planetas ya estdn en marcha los respectivos proyectos SETI
de buisqueda de vida extraterrestre. Podemos asumir que la llegada de las sefiales de radio
a cada planeta marca la fecha del descubrimiento del planeta gemelo. Los habitantes del
Planeta X nos descubren en 1995. Nosotros ignoramos su existencia hasta bien entrado el
afno 2010.

La guerra de los mundos

En un escenario, apenas producidos los descubrimientos, el planeta descubridor lanza
un ataque con rayos laser contra el planeta gemelo. Debemos preguntarnos cudndo alcanzan
estas sefiales al planeta atacado. En otras palabras, a qué tiempo propio de la Tierra llegan
las sefiales emitidas por el Planeta X el dia 23 de enero de 1995 de su propio calendario, y
a la inversa, en qué fecha del Planeta X llegan las sefiales emitidas por la Tierra el dia 15 de
mayo terrestre.

Tenemos que aplicar las mismas férmulas que antes, s6lo que a tiempos distintos para

cada planeta,

T
t;‘i’i = trec (Trec(TR)) = 1 —RTR) (57>
T& = Trec (trec (TR)) =2 log (2 - eTR) . (58)

El célculo de las fechas da que en la Tierra el ataque llega el 25 de enero de 2011, mientras que
en el Planeta X se produce el 14 de abril de 2013. Cada planeta puede predecir estas fechas,
de modo que saben de cuanto tiempo disponen para preparar sus defensas. El Planeta X
tiene cerca de 18 afios para prepararse, desde 1995 hasta 2013. En la Tierra el intervalo entre
el descubrimiento del Planeta X y la llegada de sus rayos laser es de tan s6lo 8 meses y 10

dias.



