(Por qué k" es un cuadrivector?”

@ODEMOS decir algo acerca de por qué la frecuencia y el vector nimero

de onda forman un cuadrivector. La respuesta corta es: onda plana
en un sistema, onda plana en todos.

La idea es mostrar que si en un sistema tienen una onda plana de
lo que sea, en cualquier otro sistema tendrdn una onda plana, y las
componentes del vector nimero de onda y de la frecuencia transformaran
como un cuadrivector. En esencia, lo que vamos a demostrar no es que
(w/c,k) es de por si un cuadrivector, sino que podemos definirlo opera-
cionalmente como tal. De esa manera evitamos recurrir a la tan mentada
“invariancia” de la fase. Cambian las longitudes, cambian los campos,
cambian los tiempos, ;por qué la fase habria de ser un invariante? Aqui
la invariancia de la fase va a ser uno de nuestros corolarios, no un punto
de partida.

Supongamos que en un sistema S se propaga una onda plana con
frecuencia w y ntimero de onda k. No importa mayormente qué es lo se
propaga, sino sélo la dependencia funcional en las variables r y t. En el
sistema S la onda se escribird como

A(r,t) = Ap exp|i(r-k—wt)|. (1)

Asi como uno distingue en R* entre un punto P y sus coordenadas
r, podemos decir que cada punto del espacio-tiempo tiene una entidad
independiente del sistema de referencia. Pueden pensarlo en términos
de sucesos instantaneos: un punto del espacio tiempo podria etiquetarse
como “desintegracion de la particula A”, o “la particula A y la particula B
coinciden momentdneamente en el mismo punto del espacio”. Este tipo
de caracterizacién es independiente del sistema de referencia o, al menos,
es dificil imaginar que no lo sea. Usaremos la notacién E para nombrar
los puntos del espacio-tiempo. Cada punto del espacio-tiempo puede
caracterizarse por coordenadas que dependen del sistema de referencia.
Un mismo evento E tendréd en S coordenadas (r,t) y, en otro sistema S’,
coordenadas (r’,t’).

En cada punto del espacio-tiempo, en S tenemos un evento que se
expresa diciendo que en tal momento y en tal posicién el valor del campo
A es Ap expli(r-k—wt)]. Si en un dado punto E del espacio-tiempo,
se mide en S un valor del campo A igual a As(E), el mismo evento en
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S’ estara caracterizado por un valor del campo As/(E). Alguna relacion
habra que vincule los campos medidos en uno y otro sistema en el mismo
punto E. Digamos

As/(E) = T[As(E)]. (2)

Asumiremos que la magnitud representada por el campo A transforma
como un tensor ante las transformaciones de Lorentz. El campo A puede
ser un escalar, un cuadrivector o, en general, un tensor de cualquier
orden. Sin embargo, esa hipétesis puede relajarse, pues lo tnico que
usaremos en la demostracion serd que la transformacion es lineal, es decir,

T[xAs] = «T[As]. (3)

Resumiendo, conocido el campo As medido en S tendremos el campo
As' medido en S’, relacionados a través de la ec. (2).

El evento E puede caracterizarse tanto con las coordenadas de S como
con las de S’. Pero como el dato es que en S vale la ec. (1), lo més
inmediato, si se quiere obtener el campo en S’, es expresar primero todo
en las coordenadas de S, aun el campo medido en S’. Designando con
(r,t)s las coordenadas del evento E medidas en S, podemos escribir

Asi(r,t)s = T[As(r, t)s]. (4)

Asi, momentdneamente, el campo en S’ queda escrito no en funcién de las
coordenadas del evento medidas en S’ sino en S. Es como si un horario
de trenes en Retiro fuera expresado en términos de la hora en Madrid.
Para dejar todo en funciéon de cantidades medidas en S’ hay que
escribir r y t en términos de las coordenadas del evento E medidas en
S/,
{I‘—>I'(I‘l,t/)sl,t—>t(l‘/,t,)s/}. (5)

Finalmente,
As(r',t)s =T [As (r(rat’)y,t(r’,t')s,)s] . (6)

Los conmino a que hagan este mismo razonamiento para la rotacién
de un campo ordinario en R3. Si conocen el campo en S, y quieren
conocer el campo en un punto con coordenadas (r')s: en S’, antes que
nada deben ver cudles son las coordenadas de ese mismo punto segtn S.
Entonces ya saben en que ubicacién deben medir el campo en S. Lo que
falta hacer es transformar el valor del campo en si. Si es un vector, rotaré,
si es un escalar no habra que hacer ninguna operacién extra. Por ejemplo,
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escriban detalladamente como transformaria un campo de temperaturas,
T(r)s, cuando pasan a un sistema S’ rotado respecto de S. Deberian
escribir algo muy parecido a la ec. (6). Si no pueden entender esto,
entonces no tiene mucho caso que sigan adelante.

En general, no se llega al extremo de minuciosidad de mostrar cons-
tantemente a cudl sistema pertenecen cudles coordenadas. Si se escribe r’
se entiende que son las coordenadas de un punto segtn S’, sin necesidad
de escribir (r')s:. Es un asunto de convencién y de eficiencia.

Las relaciones entre las coordenadas de uno y otro sistema estan dadas
por las transformaciones de Lorentz. En forma vectorial

v-r’
I‘(I'/,t/)g/ = I‘i +v (rlll + Vt,) ) t(rlat/)S’ =Y (t, + c2 ) : (7)

Aquir’ y rl’| son las componentes de r’, medidas en S’, en las direcciones
perpendiculares y paralelas a v, respectivamente,

r)=—("-v)v, 1| =r"—r. (8)

V2
La velocidad v es la velocidad relativa de S’ respecto de S.

Volviendo a la ec. (6) y aplicando las sustituciones (7) para un campo
de la forma (1), resulta (y este es el paso esencial)

Asi(r',t)s =

T[Ao] exp [i (r/l k+yr - k+yt'v-k—ywt’ —Y(,U:—ZT‘|/|> ] 9)

Escribiendo k =k, +k, y agrupando por un lado todo lo que es propor-
cional a t" y por otro todo lo que es proporcional a r, y r/, dentro de la
exponencial encontraran la siguiente expresion

r’-[kL-f—y(kH—C%v)]—y(w—v-k)t’. (10)

De manera que, en S/, el campo Ag/ tiene también la forma de una onda
plana,

As/(r't)s = A} exp[i r k' —w'th|, (11)
donde
Ab = T[A,] (12)
Y w
k’:kL+v(kH—c—2v), w' =vy(w-—v-k). (13)
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Pero entonces se ve explicitamente que el vector de onda y la frecuencia
en S’ se obtienen a partir de los de S combinando k y w tal como si fueran
las componentes de un cuadrivector, pues copian el mismo modelo de
transformacioén que las coordenadas r y t.

No es que w y k formaran de por si un cuadrivector. Demostramos
que podemos definir un cuadrivector (w/c,k) de modo que, al pasar de
un sistema a otro, las ondas planas se transforman en ondas planas, con
frecuencia y vector nimero de onda obtenidos a partir de los originales
tal como si fueran las componentes de un cuadrivector. Entonces, lo
definimos como tal. En especial, podemos afirmar que la fase

wt —r -k =x"k, (14)

debe ser un invariante.

NoTAS

m En la identificacién de (w/c,k) como cuadrivector nimero de onda,
la funcién exponencial no tuvo ningtn lugar fundamental. Lo mismo
hubiera dado proponer una onda de la forma

A(r,t) =Aof(r-k— wt), (15)

con cualquier funcién f. Lo tnico esencial fue que las variables r y t
aparecieran en una combinacién del tipo

r-a+ bt. (16)

m En cdlculo tensorial existe un teorema reciproco a lo que hicimos maés
arriba. Se llama ley del cociente y dice que, dada una cosa con indices, si
su producto escalar con cualquier tensor de cierto orden da un tensor,
entonces esa cosa con indices también es un tensor. Por ejemplo, la
cosa con indices podria ser el objeto k' = (k° k', k?,k3) = (w/c,k). Los
tensores de prueba podrian ser los cuadrivectores posiciéon x* = (ct,r). Si,
por medio de algtin argumento, pudiésemos afirmar que la fase (es decir,
el producto escalar de k' con x") es un invariante, entonces podriamos
afirmar que (w/c,k) es un cuadrivector.

El problema, entonces, si se quiere usar la ley del cociente, es mostrar
que la fase es un invariante. La manera usual de mostrarlo es haciendo
trampa: se piensa a la sucesién de maximos de la onda como una suce-
siéon de particulas que viajan con la velocidad de fase de la onda, en la
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direccién de k y separadas por una distancia A. La trampa estd en que
eso no guarda una gran semejanza con una onda plana. Se esta forzando
una analogia. Lo notable es mds bien que la cosa funcione, y entonces la
pregunta seria ;jpor qué?

Otro método usual para mostrar que k transforma como la compo-
nente espacial de un cuadrivector, consiste en calcular los sucesivos tiem-
pos de paso de los frentes de onda (es decir, los méximos de la onda)
por la posiciéon de un observador en movimiento. La hipétesis tdcita en
este caso (0, si se quiere usar una palabra mas fuerte, injustificada) es que
los frentes de onda en un sistema inercial son frentes de onda en todos
los sistemas. Esto puede tener sentido si se piensa en pulsos de luz, en
lugar de ondas planas, pero entonces se trata de nuevo del problema
considerado como si fueran particulas a velocidad c.

m Noten que, dados 4 ntimeros en S, (a,b,c,d), siempre podrian decir
que forman un cuadrivector A*. Podrian encontrar cudnto vale A’* en S’
a través de las transformaciones de Lorentz. Pero eso no tiene ningiin
significado en si mismo. Lo que resulta fundamental es mostrar que
la interpretacién fisica de A" es la misma en todos los sistemas. Eso
fue precisamente lo que acabamos de hacer con las cuatro cantidades
(w/c,k). Demostramos que si transformamos esas cantidades tal como
transforman las componentes de un cuadrivector, entonces en el nuevo
sistema las nuevas cuatro cantidades tienen el mismo significado fisico
que las originales.

Como contraejemplo sencillo tienen a los propios campos E y B. Nada
les impediria, por ejemplo, definir un cuadrivector a través del campo
eléctrico medido en S como

e = (E,E), (17)

por inventar algo. Alegremente lo podrian transformar de un sistema a
otro. En S’ tendrian
e’ = (ALGo, algo) (18)

pero ni en suefios ALGO serd el médulo del campo eléctrico en S’ ni algo
serdn sus componentes. Crearon una cosa que no tiene el mismo signifi-
cado fisico en todos los sistemas. Por mds que insistan en transformarlo
de un sistema a otro, eso no tendra ningtn contenido.

m Una cuestién interesante es que, para llegar a las ecuaciones (13), no
ha sido necesario suponer que las ondas se propagaran a velocidad c.
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En ningtin momento usamos que el médulo del vector de onda fuese
igual a w/c. Si en lugar de luz en el vacio consideraramos luz en un
medio con indice de refraccién n, la frecuencia w y el vector de onda k
seguirian siendo las componentes de un cuadrivector. Por hipétesis, en
el sistema en reposo del medio tendriamos |k| = nw/c. En ese sistema el
cuadrivector nimero de onda sera

k“:%(hnsin@ cos @, nsin 0 sin @, ncos0). (19)

En un sistema S’ que se mueve respecto de S con velocidad vz, la trans-
formacion de Lorentz da

k't = %(y (T—nPcosB),nsin6 cos @,nsind sin @,y (ncosd — ) >
(20)
La frecuencia en el sistema S’ resulta entonces

w' =v(1—nPcosh). (21)

Encontrar los nuevos angulos de propagacién en S’ es un poco mas
laborioso. Cuando trabajamos con ondas en el vacio, usamos que en
todos los sistemas de referencia vale k = k" = w’/c. En el sistema S’ ya
no podemos anticipar el valor de k’, sino que habra que calcularlo. En la
ec. (20) puede verse que

k’:%(nsine cos @,nsin O sin @,y (ncos® — B) ). (22)

Ahora para obtener la direccién de k’ habrd que calcular n” = k’/k’. El
calculo directo a partir de la ec. (22) muestra que

2 W\2[ 5 . 5 2 2
k' = <F> [n sin“ @ +vy* (ncos® — f3) ] . (23)
Pero este mismo resultado se obtiene con menos esfuerzo a través de la

invariancia del médulo del cuadrivector k", ya que

(%)2 K= (‘%)2 — k2 (24)

Conocen w’, y saben que k* = (nw/c)?, de manera que pueden despejar

k2. Notar que, aunque atin no esté expresada en términos de w’ y 6/, la

relacion de dispersion (23) en S’ promete ser anisotrépica. Queda como
S 1020 0 A

ejercicio para ustedes escribir k’“(w’, 8”).
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Luego, volviendo al célculo de la direccién de k’, resulta

"G
P =n' = (n;on;)n;)) (25)

donde

in 0
o nsimo cos @ —sin0’ cos (P/, (26)

172
[nz sin? @ +vy2 (ncos @ — [3)2]

. e :
n; _ nsmu sin @ 73 =sin 0’ sin (p/, (27)
[nz sin? 0 +vy2 (ncos 0 — B)Z]

0_
n, = Y(ncos® = B) =cos@’. (28)

z 1/2
[nz sin? @ +vy2 (ncos @ — [3)2]

El hecho de que n)/n, = tan¢ implica ¢ = @', es decir, el angulo
azimutal no cambia. Por otro lado, el &ngulo polar se lee directamente de
la componente z de n’, pues cos0’ = n.. La ley de transformacion (28)
para cos 0 es notablemente mds complicada que aquella que se obtiene
para ondas en el vacio,

s 0’ — cos® — 3

 1—BcosO’ (29)



