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1 Teorema de la derivada relativa

Consideremos dos sistemas de referencia S y S’ en movimiento relativo. Si
la orientacion de S’ relativa a S cambia con el tiempo, entonces S’ rota
respecto de S. Llamaremos () a la velocidad de rotacién de S’ respecto de

S.

Q



Queremos derivar un vector [f(t) desde el sistema S. Es posible descom-
poner a A respecto de las bases de S'y S’ :

Aty = Agi+ A, j+ Ak
= ALV +A T+ ALK

;,Cudl es la diferencia entre derivar A desde el sistema S o hacerlo desde
S’? Desde S los versores i, j, k se ven fijos (constantes en el tiempo);
entonces

dj‘ _dA, dAy
ST at 7

dA,

k
dt

Pero también podriamos derivar desde S usando la otra descomposicién
de A:

dA dAl, , dAL , dAL .,
pri iU e A ey
d dj d ki
Al = Al =L A2
A Gpls Ay Grls + AL el

En este caso debemos calcular las derivadas de los versores del sistema
S’vistos desde S. Veamoslo en una Figura,

|d'| = sina df = sina Q dt



Si ademés notamos que la direccién de di ’ coincide con la de € x i/, con-
cluimos que

di =
—|s =0 x 7
it 18 !
y lo mismo para los otros versores. Reemplazando obtenemos
dt dt dt dt

+A, Qxi + A, Qx] + A, Qxk
Como la primera linea no es otra cosa que derivar A desde S’ , concluimos

que

dA dA I
— g = — | Ox A
i s i lsr + Qx

que es el resultado del teorema de la derivada relativa.

Ejemplos En el resultado anterior A es un vector arbitrario. Veremos
algunos casos de interés.

Sea A = 7' 1a posicién de un punto o particula respecto del origen de
S’

Se cumple que



donde Ro es la posicién del origen O’ de S’ respecto del origen O de S.
Entonces, reemplazando en el teorema:
d(7 — ﬁof)’ a7’
a0 dt

=/

’S/ -+ QXT

Entonces
g—VO/:U/—I— Qx7’

donde ¥, ¥’ son las velocidades del punto o particula respecto de cada
sistema de referencia. Veamos dos casos particulares de este resultado:

1) Si € = 0 (es decir, si S’ se traslada respecto de S) entonces resulta el
teorema de adicién de velocidades de Galileo.

2) Pensemos a S’ como un cuerpo rigido cuyo movimiento es observado
desde S, y sea ¥ la velocidad de un punto P perteneciente al cuerpo rigido
(entonces ¥/ = 0). Ubiquemos el origen O’ en un punto @ cualquiera del
cuerpo rigido (7p = 7p — 7). Entonces obtenemos

UP—UQZ Q x (FP_FQ)
que no es otra cosa que la cineméatica del cuerpo rigido.

3) Volviendo a derivar

d .
LGV e =
dt( o)ls

di’’
di

dv’
dt

’54- QXF’—FQX ‘S

En el miembro de la derecha aplicamos el teorema de la derivada relativa
para obtener

Q—Ap=ad' +OxT + Qx7' +Qx (@ +Qx7")
Es decir,
i=ad'+A0 +20xT +Qx (A x7 )+ Qx7’

donde reconocemos los términos que van a dar lugar a las fuerzas de inercia
en la Dindmica.



2 Cantidad de movimiento de un sistema de N
particulas

=1 =1

donde F; es la fuerza resultante sobre la i-ésima particula. Podemos de-
scomponerla en la suma de la resultante de las fuerzas externas, F, y la
resultante de las fuerzas internas

Fi=F"+Y f;
j#i

donde ﬁj es la fuerza (interna) sobre i debida a j. Ahora bien, en la ultima
sumatoria aparece

(fio4 fis+ )+ (for+ fos+ )+ ..

Pero fi; = — fji por la 3ra. ley de Newton (principio de accién y reaccién).
Entonces la suma de fuerzas internas del sistema es nula:

dﬁ _ al et
w2

P se conserva si y sélo si la resultante de fuerzas externas es cero.

2.1 Centro de masa

Notemos que

Y N
m; v; = — Z m; r;
1 dt i=1

ﬁ pr—

s

(]
Entonces resulta 1util definir una posicion Rcjs caracteristica del sistema,
tal que

N
M Ren =" mi 7
=1



donde M es la masa total del sistema (M = Y m;). Como vemos, es un
promedio pesado de las posiciones de las particulas que forman el sistema.
Llamaremos a ECM posicién del centro de masa del sistema de particulas.
La definiciéon hace posible ver a P como la cantidad de movimiento de una
unica particula de masa M que se mueve con velocidad VCM =Reow :

P=M Vo

La conservacién de P implica que la velocidad del centro de masa es con-
stante.

3 Momento angular de un sistema de N particulas

N N
Lo=)_lo=) (fi—Ro)xpi
i=1 =1

dLo XL [d.. 5. . . = . dp
o 2 th(rz—RO)Xer(Tz—RO)th
dﬁo N N . .



donde Np ; es la resultante de los momentos sobre la particula ¢. Podemos
preguntarnos si los momentos de todas las fuerzas internas se cancelan de a
pares debido al principio de accién y reaccion. Veamos esa cuestion:

donde R; = 7; — Rp. En la doble sumatoria aparecen los términos

RlxﬁQ + EQXﬁ1 + .. :(ﬁl— Rg)xﬁg + ..
Ri-R
Ri
R
0]

Vemos que la anulacion de a pares sélo se produce si
ri—m=(Ri—Rj) || fy Vi

es decir, cuando las fuerzas de interaccién entre las particulas del sistema
estan dirigidas a lo largo de la recta que une las particulas. En ese caso el
resultado anterior queda

=

dL L .
CT:O:_Voxp + > Ngt
=1

Notemos que el término Vo x P se anula en dos casos sencillos: i) si O es fijo,
ii) si O es el CM. En cualquiera de esos dos casos vale que I_;O se conserva
si y solo si se anula la suma de los torques externos respecto de O (en la
hipdtesis que (75 —75) || fij Vi,j).

La magnitud Eo depende de la eleccién del centro de momentos O, por
un lado, y de la eleccién del sistema de referencia por el otro (porque la
eleccion del sistema de referencia determina los valores de las velocidades
¥;). Veamos c6mo cambia Eo ante el cambio de alguno de estos dos factores.



3.1 Cambio del centro de momentos

Cambiaremos el centro de momento sin cambiar de sistema de referencias:

N

N
Lor—Lo=Y_ (7f;— Ro) x i — Z ) x P = —(Ror — Ro) x Y ;
=1 =1 =1

Entonces
LO/ = LO — (RO’ — Ro) x P

Cuando P =0 (es decir, en el sistema C'M') el momento angular del sistema
no depende del centro de momentos (resultado tipico de todo momento).

Ahora veamos qué sucede si cambiamos el sistema de referencia mante-
niendo el mismo centro de momentos O. Supondremos que los dos sistemas
de referencia involucrados no estan en rotacién relativa, de manera que vale
la adicién de velocidades galileana: o' = ¥; — 17, donde V es la velocidad de
S’ relativa a S.

N N

—

N
iL-Lo = z ) x 7 =Y (Ffi = Ro) x i = Y, (7 = Ro) x (7 — P

=1 =1
N R . N R R . N
= —Z (Fi—Ro)xmiV:—Z mZﬁXV'FROXVZml
=1 i=1 =1

= —ECMXMV+ﬁoXMV :(ﬁo—ﬁCM)XMV

Tenemos aqui algunos casos particulares interesantes:
1) Eligiendo O = CM obtenemos
Loy = Lom

El momento angular respecto del CM tiene el mismo valor en distintos
sistemas de referencia en traslacion relativa.

2) Eligiendo S’ como el sistema CM (donde, como dijimos, el valor del
momento angular no depende del centro de momentos), tendremos V =
Vo, entonces obtenemos

EO = [OM 4 (ECM — éo) X MVCM = LM 4 R’CMfo x P

—

)



Este resultado dice que el momento angular de un sistema de particulas
puede descomponerse en el momento angular de una tnica particula de
cantidad de movimiento P ubicada en el C'M (momento angular orbital)
més el momento angular medido en un sistema C'M que se traslada respecto
de S (momento angular intrinseco o spin).

4 Transformacion de la energia cinética

Consideremos nuevamente dos sistemas de referencia en traslacién relativa,
de manera que vale la adicién galileana de velocidades ¢;' = ¢; — V. La
energia cinética en el sistema S’ es

N 1 N 1 . o
T = Smi vt =3 Somi (G —V)- (T~ V)
£ D —~ 2
=1 i=1
N o4 N L 1
SR TTTIE SPUPITTRL S
=2 i=1 2 i

- _ 1
= T — MVen-V + QMV2
Si el sistema S’ es el sistema C'M, entonces V= VC My obtenemos

1
T:QMVCZM + Tom

La energia cinética de un sistema de particulas puede descomponerse
en la energfa cinética de una unica particula de masa M moviéndose con
velocidad Viops maés la energia cinética medida en un sistema C'M que se
traslada respecto de S.



