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Choque elastico
Scattering

1 Choque elastico

Si el potencial de interaccién en un sisterma de dos cuerpos tiende a cero
en el infinito, entonces existen érbitas no ligadas donde las particulas estan
infinitamente separadas tanto en la configuracién inicial como en la config-
uracién final: |F] — oo cuando t — + oo. En esas configuraciones inicial
y final la energia es puramente cinética, pues la energia potencial tiende a
cero. Como la energia mecéanica se conserva, entonces la energia cinética
inicial es igual a la final. Esto es lo mismo que sucede en un choque eléstico,
aunque en el caso de un choque no se trate de interacciones a distancia.
La igualdad entre energia cinética inicial y final junto con la conservacion
de la cantidad de movimiento total nos permitirdn conocer algunos aspec-
tos que tienen en comun este tipo de interacciones. La Figura muestra el
movimiento de dos particulas cargadas iguales en interacciéon coulombiana
—tanto atractiva como repulsiva— tal como se ve en el sistema CM.

Noétese que las velocidades siempre tendran direcciones opuestas, como
condicién necesaria para conservar P =0. El angulo entre las direcciones
inicial y final depende de los detalles de la interaccién; no resulta de los
teoremas de conservacion.
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La anulacion de P significa que los valores iniciales y finales de las ve-
locidades en ese sistema C'M cumplen que
my mi

V20 = — V1o » Vof = — U1f
ma ma

Ademsds se conserva la energia cinética,

1mlv2 +1m2v2 :fm1v2 +}m2v2
Si los valores iniciales son dados, la forma en que los valores finales cumplen
estas relaciones es con

017l = [0l T2 = |U2]

Como fue dicho, la direccién de las velocidades finales no queda determinada
de esta forma, sino que depende de los detalles de la interaccién. En cuanto
a los moédulos, las velocidades finales tienen los mismos mddulos que las
respectivas velocidades iniciales.

Una propiedad importante del choque elastico es que el médulo de la
velocidad relativa antes y después del choque es el mismo. En el sistema
CM el resultado se alcanza en forma muy simple. Debido a que P =0
siempre, entonces

- ~ o R L m1+mg
Upel = U1 — U = U1 + — U] = —— U1 (1)
ma ma
o también
R L me mp+ma
Upel =TV] —Up = ——— Up — Uy = ———— U2 (2)
mi mi

Como los médulos de #; y 2 no cambian por efecto del choque, lo mismo
sucede con |Uy.¢l:

|Ur6l o| = |77rel f|

<l



A diferencia de las velocidades individuales, que estan sujetas al teorema de
adicién de velocidades, las velocidades relativas son invariantes galileanos
(tienen el mismo valor en todos los sistemas de referencia en traslacién rel-
ativa). Por lo tanto, |Ure; o] = |Ure f| €s un resultado valido en cualquier
sistema de referencia inercial.

Usando las ecuaciones (1) y (2) las velocidades finales en el sistema C'M
se pueden escribir asi:

ma . S my
Urel T Vaf = —

—

’Ulf_

- Urel n
m1 + mso

mi + mg
donde 7 es el versor que da la direccién final atin desconocida (es la direccién
de las asintotas de salida en la primera Figura). En términos de las canti-
dades de movimiento, este resultado dice que Py = pt Vper My Doy = — L Vpel T

Ahora transformaremos las velocidades finales a un sistema de referencia
S arbitrario. Si 170 M es la velocidad del C'M en el sistema de referencia 5,
entonces habra que sumar ﬁCM al resultado anterior (adicién galileana de
velocidades). Si ahora ,, U9 son las velocidades iniciales medidas en S,

entonces . .,
m1 Ui + Mg U2,

Veu =
mi + mg

Entonces las velocidades finales en S son

S ma . my U1p + ma Uz
Vif = ——(—— Upe M +
mi + mo mi1 + mo
. my . My U1p + ma U
V2 = - Urel N+
f
my1 + mo m1 + ma

Recordemos que el valor de v, es el mismo en todos los sistemas de ref-
erencia inerciales. Agreguemos que 7 es la direccién de ¢ y y tampoco
depende del sistema de referencia inercial que se utilice. También es 7 la
direccién final de 7 — 7 (como es facil ver en el sistema C'M), que también
es invariante galileano. Introduciremos el dngulo x para indicar la direccién
de n:

n=cosx t+siny j



1.1 El caso v5, =0

En muchos experimentos, una particula juega el papel de “proyectil” y la
otra de “blanco”. En ese caso es v, = 0 en el sistema del laboratorio, y

Urel o = Vlo-

Vio

Vo r

Los dngulos 01 y 62 se obtienen de los resultados para las velocidades
finales en el sistema del laboratorio:

tan fr — Vify mo V1, Siny _ sin y
1= = =
Vif g M2 V1oCOSX + M1 V1p  COSX + %
tan 0 Vaf y my V1o Sin Y sin x
9 = — = =
Vaf —Mm1 V10 COS X + M1 V1o 1 —cosy

Cuando m; = my entonces Uy es perpendicular a ¥ ¢. En efecto, podemos
valernos de una identidad trigonométrica para obtener

tanf; + tan 6y 1+ %

X
tan(6; + 02) = - t<7>
an(6y + 02) 1 — tan#; tan 6, _1+% Y

1) Si my = mg entonces tan(f; +62) diverge. Luego se tiene que 01 +6, =
/2.
Podemos entender este resultado asi: como m; = ms, la conservacién de
P queda
U1 = U1f + Vof
que puede verse como el siguiente tridngulo,
mientras que la conservacion de T,

2 _ .2 2
Vip = Vi +V3p
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es el teorema de Pitagoras en el tridngulo formado por los tres vectores. Por
lo tanto U5 L Uy.

2) Si my = my entonces tan(f; + 02) = 0. Luego se tiene que 6 + 02 <
/2.

3) El resultado para tanf, puede entenderse mejor a partir de la ex-
presion para Uas; cuando U, = 0 queda asi

Vof = —————— (Ulo — Vrel N

/ m1 + ma

donde se ve que s resulta de restar dos vectores del mismo médulo (vye =
|U10| porque ¥, = 0). Entonces se forma el tridngulo isésceles que muestra

la Figura,

donde vemos que

292+X=7T = 0y =



4) Para una dada relacién mj/mg, el dngulo 6; varfa con el valor de x,
y tiene un maximo si

1+ 2 cosy
0= —tan 91 = Lm
dx (cosx + 7t)
Entonces 6; es méximo cuando cosy = —mga/m;. Vemos que debe ser

m1 > myg; en caso contrario el proyectil puede salir en cualquier direccién.
Reemplazando este valor de y se obtiene que (ejercicio)

SN0 max = % (3)

Este resultado puede entenderse mejor a partir de la expresién para o ;
cuando 75, = 0 queda asi

(m1 + mg) 171f = M9 Vpel N+ M1 V1o

Como v,¢; = |U1,| es fijo, lo tinico que podemos hacer para incrementar
01 es elegir y para que se forme un tridngulo rectangulo. Como la relacion
entre cateto opuesto e hipotenusa es mg/m; llegamos al resultado (3). En
cambio, si mo > mq, el angulo 0 podra tomar cualquier valor entre 0 y .

2 Scattering

Hasta aqui hemos visto las consecuencias de los teoremas de conservacion
para la evolucién no ligada de un sistema de dos cuerpos. Ahora veremos
cémo una interaccién especifica determina el angulo x en funcién de los datos
iniciales. Sabemos que el problema de dos cuerpos se resuelve estudiando
una particula de masa p = mymea/(m; + me) (la masa reducida) en una



posicién 7 = 71— 75 respecto del centro de un potencial central. Conocemos
la solucién en funcion de las primeras integrales £ y E. Pero serd conveniente
escribir la solucién en términos de la velocidad de p en el infinito v v el
parametro de impacto s:

Vs

Entonces 1
E = 5 M vgo ,
En la Figura indicamos también el angulo y, que es la direccién final del

vector 7] — 79 = T.

=18 Voo (4)

Como este tipo de experimento se suele realizar con haces de particulas
que son lanzadas hacia un centro dispersor (scatter significa dispersar o
esparcir), lo que interesa conocer es qué fraccién de los proyectiles se dispersa
con adngulos comprendidos entre #; y 67 4+ df;. En términos del problema
equivalente con la particula pu, averiguaremos cuantas de estas particulas son
dispersadas con angulos comprendidos entre x y x + dx; y luego usaremos
la relacién entre 61 y x ya obtenida para responder la cuestién al nivel del
problema dos cuerpos.

El ntmero dN de particulas que emergen por unidad de tiempo con
angulos comprendidos entre x y x + dx contiene la informacién sobre el po-
tencial dispersor. Como dN es proporcional a la intensidad del haz (supuesta
uniforme) conviene caracterizar el potencial dispersor mediante el cociente
entre dNN y la intensidad. Entonces llamaremos

Intensidad I: nimero de particulas por unidad de tiempo y de super-
ficie atravesada en el haz de entrada.
Seccion eficaz de scattering:

dO’:T

do tiene unidades de superficie. Es igual al area infinitesimal en la seccion
del haz por donde entraron las dN particulas que luego se dispersaron con
angulos comprendidos entre y y x + dy (ver Figura).
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En efecto por el anillo en el haz de entrada pasan 27s ds I particulas. Y
estas particulas salen luego con angulos comprendidos entre x y x +dy. Por
supuesto, la cuestién implica conocer la relaciéon entre s y x; esta relacion
depende del potencial de interacciéon. En sintesis,

AN  onsds I d
= = T s ds = 2ms(x) |5

d
o i

dx

Miés adelante calcularemos la funcién s(x) para el potencial coulombiano.
La razén para utilizar el valor absoluto de ds/dy es que esta derivada puede
ser negativa; en efecto s(x) es decreciente para el potencial coulombiano
repulsivo.

Es comin formular la seccién eficaz no en términos del angulo y sino del
angulo sdlido abarcado entre x y x + dx,

dQ) =27 sin |x| dx ,

es decir J
do = 20085}
siny |dyx
2.1
2.2 Potencial coulombiano
En el caso del potencial coulombiano V(r) = —a/r (atractivo o repulsivo:

a > 0 o o < 0) habjfamos obtenido (el signo superior corresponde al caso



atractivo)

2 1 2 12E 2 \?
+ - =1%e cosy, e:\/l—i— 5 :\/1—1—(”8%0)
wolaf v a’p a

donde ¢ se mide desde ryi,. Como vemos en las figuras anteriores, el angulo
Voo , que corresponde a r — 00, se relaciona con y segin’

200 FX=T
Por otro lado, de la ecuacién de la conica se obtiene que

1
2
pos vd
14 (L)

Tanto en el caso atractivo como en el repulsivo es

1
COspoo =F- =F

2

s —
_K X = tan Yoo —tan =X — ot X
o 2
Entonces
s(x) = — @ ot X
X JIRIES 2
Por lo tanto
ds o 1

Iv 9 1 02 ain2 X
dx 2 pvs, sin® %
Reemplazando en la seccién eficaz (x es negativo cuando « es positivo)

2 x| 2 X
« cot, « CcOoS &

dX:W( 2)-22de:7T< 2) \2|dx
M V% ST 5 M V% sin3 X

2

do = 2ms(x) ‘38
X

o bien como d2 = 27 sin |x| dx

dazl < o )2 cosy  dQ

2 \pvi sin?’% sin x|
Si escribimos siny = sin(§ + §) = 2sin § cos §, entonces llegamos a la

férmula de Rutherford para la seccién eficaz de la interaccién coulom-

biana:
« 2 9
do = df)
(2 U ng> sin® X

La férmula vale también para la trayectoria atractiva, donde x < 0 (ver Figura 1).




Para conocer la seccién eficaz de proyectiles y blancos, usaremos las
relaciones

sin x 9_7r—x
cosy + L’ D)

m2

tanf; =

para escribir x(01) y dx = (dx/d61) df;, y lo mismo para . Cuando
proyectiles y blancos son iguales no tiene sentido distinguirlos después de la
dispersién, y deberian sumarse las secciones eficaces respectivas (teniendo
en cuenta que si my; = mg es 61 + 02 = 7/2). Por otro lado, la interaccién
entre los proyectiles dentro del haz ha sido ignorada en este tratamiento.

En 1909 E. Rutherford colaboré con Geiger y Marsden en un experimento
de dispersiéon de un haz de particulas alfa (ntcleos de *He) que atravesaba
una lamina de oro. La forma en que las particulas alfa eran dispersadas
(algunas con dngulo de deflexién muy grande) indicaban que en la mate-
ria existian regiones de carga positiva muy concentrada. Esto le permitié
enunciar en 1911 lo que conocemos como el modelo atémico de Rutherford,
donde la carga de un signo se concentra en un nicleo que contiene casi toda
la masa del atomo, y la carga de signo opuesto se distribuye en electrones
de baja masa que orbitan alrededor del nicleo.

Como la masa del ntucleo de oro es mucho mayor que la masa de la
particula alfa (mg >> m1), entonces 01 ~ x, y la férmula de Rutherford se
aplica directamente a la seccién eficaz de dispersion de las particulas alfa.

Notese que la seccion eficaz total del potencial Coulombiano diverge:

2 X

o cos &
Jz/d(fzﬂ( 2)/ _32XdX:oo

JTROES 0 sin® 3§

En efecto, o corresponde al area de la seccién del haz por donde entran
las particulas que seran dispersadas. La seccién total es infinita porque el
potencial de Coulomb dispersa aun aquellos proyectiles cuyo parametro de
impacto tiende a infinito.
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