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Cinematica del cuerpo rigido

1 Angulos de Euler

Un cuerpo rigido libre de vinculos tiene seis grados de libertad, que pueden
descomponerse en tres grados de libertad traslatorios y tres rotatorios. Pode-
mos usar tres coordenadas que describan la posicién de un punto del cuerpo,
por ejemplo su centro de masa, y otras tres que describan la orientacién del
cuerpo respecto de un sistema de referencia. Para este ultimo fin, elijamos
una terna ic, Je, k. fija al cuerpo. A medida que el cuerpo rote, esta terna
cambiard su orientacién en el espacio. Introduciremos los angulos de Euler
¢, 6, 1 para describir la orientacion de la terna 7., Je, ke.

En la Figura vemos un sistema de referencia en color azul, cuyos versores

son (2,7, k). Por otro lado, en color rojo vemos la terna fija al cuerpo. La

linea de nodos en color verde corresponde a la interseccién de los planos

x,y de ambas ternas. Los angulos de Euler se definen de la siguiente maneras:
¢: es el dngulo entre 7 y la linea de nodos (que indicaremos con 7 ')

0: es el dngulo entre k y k.

1 es el angulo entre la linea de nodos y i,
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i ' : linea de nodos

Para familiarizarnos con los dngulos de Euler debemos pensar cémo debe
girar el cuerpo para que cada uno de los dngulos varie, y los otros dos
permanezcan fijos. Si el cuerpo rota alrededor de /%c, entonces 1 varia y ¢,
6 permanecen fijos. Para que varie ¢ (es decir, para que se corra la linea
de nodos) sin que varien 6, 1) el cuerpo debe rotar alrededor de k. Para
que varie 6 sin afectar los otros dngulos, el cuerpo debe girar alrededor de

la linea de nodos (es decir, alrededor de 7). Dada una orientacion (i, je, kc)
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cualquiera, veremos que existe una matriz de rotacién que conecta (i, j, k)
con (ic, Je, ke)-

2 Grupo de rotaciones

Repasemos la rotacién en un plano

P = cosgpi’ —singj’
= singi’+cosg )’

<>

La transformacién de los versores implica una transformacién de las compo-
nentes de los vectores:

Vo= VitV
= (Vy cosgp+V, sing)i'+(=V, sing+V, cos¢) j’
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es decir,

V,) = Vy cos¢p+V, sing

T

Vy' = =V, sing+V, cos¢

V., \ cos¢g  sing Ve
V,” )]\ —sing cos¢ Vy

que escribiremos en notaciéon compacta

o bien,

IV >'= Ry |V >

Nétese que trasponer Ry es igual a cambiar ¢ por —¢, lo que significa revertir
la rotacién. Es decir, que R = R;l.

En general las matrices d x d tales que
R'R=1

tienen la propiedad de dejar invariante el producto escalar euclidiano entre
vectores d-dimensionales:

A!B/+A/B/+..='<AB>=|A>'"T|B>'=(R|A>)" R|B>
=[A>"RTR|B>=< AIRTR|B>=< A|B>= A, B, + A, B, + ...

Como det RT = det R, la igualdad RT R = 1 implica que
det R = +1

Si multiplicamos dos matrices tales que RT’R = 1 obtendremos otra
matriz de ese mismo tipo; en efecto,

(RiR2)T (R1Ry) = RY RT RiRy =R} 1 Ry =Rl Ry =1



Esta propiedad es esencial para que este tipo de matrices constituyan un
grupo.’
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3 Relacién entre (i,),k) y (i, Jc, kc)

Como dijimos, existe una matriz de rotacién de 3 x 3 que conecta (%, 7, l%)

con (i, je, ke). Para construirla, la descompondremos en tres pasos:

1) (i,5,k) = (@',3" k)

Comenzaremos por una rotacién de angulo ¢ alrededor de b=k’ para
llevar 7 hasta la linea de nodos 7 /. Es una rotacién que actia en el plano
x,y de las ternas de partida y llegada. Entonces la correspondiente matriz

de rotacién es
cos¢ sing O

Ry = —sing cos¢p 0
0 0 1
|V >'= Ry |V >

2) (i/,j/,l;‘/)%(i”,j”,]%”)

Ahora realizaremos una rotacién de angulo 0 alrededor de la linea de
nodos i ' =2 " para llevar k' hasta k "/ = k.. Es una rotacién en los planos
Yy, z de las ternas de partida y llegada. La matriz de rotacion es

1 0 0
Ry = 0 cosf siné
0 —sinf cosb

|V >"=Ry |V >'=Rg Ry |V >

1Un grupo G es un conjunto de transformaciones dotado de una composicidn (en nuestro
caso el producto de matrices) asociativa y cerrada (la composicién de elementos de G esté
en G), con elemento unidad y tal que cada elemento de G posee inversa en G.

Las matrices d x d tales que R 7 = R™! forman el grupo ortogonal O(d). El subgrupo
con det R = 1 se denomina SO(d) (special orthogonal group); si d =2 6 3 es el grupo de
rotaciones. Las rotaciones no conmutan, salvo que sean rotaciones alrededor de un mismo
eje. Las transformaciones de O(d) con det R = —1 involucran cambios de orientacién de
la base de versores.
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3) (@0",0" k") = (i, e, c)

Finalmente haremos una rotacién de angulo v alrededor de E" = k.
para llevar 7”7, 7" a coincidir con i.,j.. Es una rotacién en los planos x,y
de las ternas de partida y llegada. La matriz de rotacién es

cos® siny O

Ry = —siny cosy O
0 0 1
’V >C= R¢ |V >"= Rw Ry ’V >/= Rw Ry R¢ ‘V > (1)

Por lo tanto, la rotacién que transforma las componentes de un vector V en
la terna (3, j, k) en las componentes del mismo V' en la terna (i, jc, kc) es

R=Ry Ry Ry
donde ¢, 02 ¥ son los dngulos de Euler de la terna (i, je, ]ACC) relativos a la
terna (i, 7, k).

4 Velocidad de rotacion

Decimos que un cuerpo rigido rota cuando cambia su orientacién respecto
del sistema de referencia. El cambio de la orientacion estd medido por
las derivadas gz§, 9, zp Con ellas podemos definir un vector velocidad de
rotacién 1. Para ello deberemos tener en cuenta cudl es el eje de rotacién
correspondiente a la variacién de cada dngulo de Euler, como pudo verse en
los tres pasos anteriores. Entonces

Q=0 k+0i'+1 k. (2)

Tanto las velocidades generalizadas ¢, 6, 1) como las direcciones de 7/, k.
pueden variar con el tiempo. De modo que la direcciéon de ) también lo
hara, definiendo asi un eje instantaneo de rotacién.

Convendra descomponer Q en una misma terna, ya sea la (2, ], fc) o la
(ic, Je, ke). Es muy fécil hacerlo para i ' ya que la linea de nodos pertenece
a los planos x,y de ambas ternas (ver la primera Figura):

i =cospi+singj (3)

i’ =cost . —sin j. (4)



En cambio, las proyecciones de k sobre los versores (i, j, k), asi como las
proyecciones de k. sobre los versores (%, j, k) no resultan tan evidentes. Por
eso nos valdremos de la matriz R:

i) Las componentes de k en la base (3,7, k) son (0,0,1). Para obtener sus
componentes en la base (i, je, k) recurrimos a la ecuacién (1):

0 0 0 sin ) sin 0
|k >°= Ry Rg Ry 0 | =Ry Ry 0 | =Ry sin 0 = | costysiné
1 1 cos 6 cos 6
que significa®
k = sintsin@ i, + cossinf i, + cos 6 ke (5)

ii) Para tener lj.:c descompuesto en la base (2, 7, I%) partimos de
‘kc >C= Rd, Ry R¢> ‘k‘c >

En esta ecuacién conocemos el lado izquierdo; las componentes de k. en la

base (i¢, jc, kc) son (0,0,1). Entonces

0 0 0
ke> =R;' R, R)' | 0 | =Ry Rj Ry | 0 | =RJRj | O
1 1 1
El resultado es®
k. = sin¢sin® 2 — cos¢sin® 7+ cosf k (6)

Noétese el intercambio de roles entre (5) y (6): ¢ «— —1), 6 <— —0.

Tenemos dos formas de reescribir la velocidad de rotacién (2):

2La proyeccién cos @ sobre el versor ke es evidente en la primera Figura. Las otras dos
proyecciones se infieren de la ortogonalidad de k con respecto a la linea de nodos (4).
3Se verifica la ortogonalidad respecto de la linea de nodos (3).



I) Usamos (4) y (5) para escribir  proyectada en la base del cuerpo:
Q:Ql I+ Qo e+ Q3 ]%c
resultando

O = ¢ sinf siny 40 cos
Qo = qb sin 6 cosd)—é sin
Q3 = ¢ cosh+1) (7)

I1) Usamos (3) y (6) para escribir § proyectada en la base del sistema de
referencia:

Q=Q, 049, j+9Q. k

resultando

Q, = 1 sinf sing+6 coso
Q, = —t) sinf cosd + 6 sing
Q, = 1&(:086—1-(;'5 (8)

Nétese que podemos pasar de (7) a (8) mediante el cambio ¢ +— —1),
0 +— —0,t+— —t.

Ejemplo: en un movimiento plano, como la rotacién de un CD, es posi-
ble hacer coincidir las direcciones de Q, k y k.. En tal caso es 6 = 0,y
Q= (¢ + 1) k= (b + 1) k.. Como k = k., la linea de nodos no queda
determinada; ¢ 4+ ¥ no es mas que el dngulo entre 7 y 2.

5 Cinematica del cuerpo rigido

En 1775 Euler demostré que dos configuraciones diferentes de un cuerpo
rigido con un punto fijo (articulacién) pueden ser siempre conectadas por
medio de una unica rotacién alrededor de un eje que pasa por el punto fijo.
La direccion de ese eje es la de aquellos vectores que son invaraintes ante esa
rotacion. El teorema de Euler probaba que las rotaciones forman un grupo,
en el sentido que las dos configuraciones podrian conectarse mediante pasos
intermedios que también involucrarian rotaciones. Por otra parte, el teorema
permitia ver el movimiento de un cuerpo rigido con un punto fijo como una



sucesion de rotaciones infinitesimales alrededor de un eje instantdneo de
rotacion.

Recordando que las velocidades de dos puntos O y P de un cuerpo rigido
en un movimiento arbitrario siempre cumplen que

Tp = Up + Q x (Fp — 7o)

vemos que
Q-dp=0-70

de donde concluimos que si un punto O tiene velocidad perpendicular a O

entonces todos los puntos del cuerpo tienen velocidad perpendicular a Q.

En ese caso podemos encontrar un punto E tal que g = 0. En efecto, la

posicién de E debe cumplir que

0=70+Qx (Fg — 7o) ;

como 7o L Q, la ecuacién para 7g tiene solucién.* En la Figura vemos una
forma de resolver, donde |7y — 7o| = vo /2.

—

o

Pero la solucién no es 1nica; cualquier otro punto perteneciente a la recta
paralela a €2 que pasa por F tiene velocidad nula (en el instante considerado).
Esa recta es el eje instantaneo de rotacion.

Si - o # 0, entonces podriamos pasar al caso anterior mediante un
cambio de sistema de referencia. El nuevo sistema S’ deberia trasladarse
con velocidad V paralela a Q para absorber la componente de ¥y paralela a
ﬁ; es decir, V = ﬁ-z‘;’o /2. Esto ensena que el movimiento més general de un
cuerpo rigido es la composicién de una rotacion alrededor del eje instantaneo
y una traslacién a lo largo del mismo eje (movimiento tipo tornillo). Este
es el contenido del Teorema de Chasles (~ 1830).

4E] punto E podria estar fuera del cuerpo real; aun asi debe ser visto como solidario
con el movimiento del cuerpo real.



