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Tensor de inercia. Ecuaciones de Euler

1 Momento angular del cuerpo rigido

La velocidad de los puntos de un rigido se escribe v; = vp + 0 x (75 — o).
Calculemos el momento angular del cuerpo rigido respecto de un punto O
que pertenece al mismo:

Lo = S mi(Fi—io) x @ = mi (7 o) x (o + G x (7 o))
A 7

= M (Rom —70) x o+ Y_mi 7o x (& x 7o)

1

El primer término se anula si O esta fijoosi O = C' M. En el segundo término
preferiremos ver al cuerpo como una distribucién continua de materia:

Lo = /5m Px(Qx7) | O es un punto fijo del cuerpo o su CM (1)



donde 7 es la posiciéon de dm relativa a O. EI doble producto vectorial
cumple que

X (Ax7)=0Qr2—7(Q-7)

En particular, la componente x de I_;O es
Lo, = /6m [Qm(x2+y2—|—z2)—x(me+ny+sz)]
= /5m [Qx(y2+z2)—9yxy—ﬁzxz]

y del mismo modo con las restantes componentes de Lo En suma, hay una
relacion lineal entre las componentes de Lo y las de Q pero Lo y O no son
necesariamente paralelos.

2 Tensor de inercia
La relacion lineal entre Eo y O se puede expresar en forma matricial:
|Lo > = Ip Q2> , O es un punto fijo del cuerpo o su CM (2)

donde Ip es el tensor de inercia, que contiene informacién sobre la dis-
tribucién de la masa del cuerpo,

[om (y? + 2%) — [dm zy — [ém zz
Ip = —[émazy  [dm (2% + 2?) — [dm yz
— [om zz — [dm yz [om (2% + y?)

Las componentes del tensor de inercia son

Io = /(5m (7‘2 O — Ty Ty)

donde r? = 22 +y? + 2. El elemento de masa dm se expresa en términos de
la densidad de masa p(F’) como om = p(7) dV; asi la integracién se realiza
sobre el volumen V del cuerpo.



2.1 Propiedades

El tensor de inercia es simétrico (Io uw = Io vpu), ¥ es aditivo (el tensor de
inercia de un cuerpo se puede descomponer en la suma de los tensores de
inercia de sus partes).

Las componentes diagonales son positivas y se llaman momentos de
inercia. Son iguales a la suma de los elementos de masa dm multiplicados
por los cuadrados de sus respectivas distancias a los ejes cartesianos que
pasan por O (recordemos que x,y, z vienen de las componentes cartesianas
de 70). Asi, por ejemplo, y? + 2% en Ip 4, no es méas que el cuadrado de
la distancia de dm al eje x que pasa por O. Cada momento de inercia no
puede superar la suma de los otros dos:!

Iom—i—loyy:/dm (m2+y2+222)2/5m (a:2+y2):IoZz

Las componentes fuera de la diagonal se llaman productos de inercia.
Si la distribucién de masa es simétrica respecto de un plano cartesiano que
contiene a O, digamos el plano = — y, esto significa que por cada elemento
de masa dm ubicado en (z,y, z) habrd un elemento de igual masa ubicado
en (x,y,—z) (recordemos que éstas son las posiciones medidas desde O).
Esto anulard las sumas ), m; x; z; y Y, m; y; 2; es decir que se obtendra
IO:EZZOZIOyz-

3 Ejes principales de inercia

Como sucede con los vectores, las componentes de los tensores dependen de
la orientacién de los ejes cartesianos. En el caso del tensor de inercia, un
cambio en la orientacién de los ejes cartesianos modifica los valores de las
componentes x, ¥y, z de los vectores 70, y con ello modifican las componentes
de Ip. En particular se pueden elegir ejes cartesianos tales que Ip resulte
diagonal. En efecto, como Iy es simétrico entonces posee autovectores or-
togonales. Si los ejes cartesianos se eligen en la direccién de los autovectores,
entonces Ip quedard diagonalizado. Los ejes cartesianos que diagonalizan el
tensor de inercia se llaman ejes principales de inercia.

18i todas las particulas del cuerpo pertenecen al plano z = 0, entonces vale que Io 4o +
[O yy — IO zz-

Si todas las particulas se sitdan sobre el eje z, entonces 1o 2z = Io yy = [dm 22,
Io . = 0. El cuerpo se denomina rotador. Por ser un segmento recto, tiene sélo dos
grados de libertad de rotacion.



La existencia de simetria alivia o directamente evita resolver el prob-
lema de autovectores para diagonalizar el tensor de inercia. Cuando la
distribucién de masa posee un plano de simetria que contiene a O, entonces
uno de los ejes principales de Ip es perpendicular al plano de simetria. En
efecto, vimos que en tal caso resulta Ip ;. = 0 = Ip y.; la nulidad de las
componentes no diagonales del sector z dice que el eje z es un eje principal
de Ip. Asi quedard por diagonalizar el bloque z — y de Ip. Debe notarse
que el C'M estd contenido en todo plano de simetria. Por lo tanto, en el
ejemplo anterior el eje z serd también un eje principal de Icys. Si hubiera
un segundo plano de simetria tendriamos entonces un segundo eje principal
para Ioas, y el tercer eje seria perpendicular a los dos anteriores. Veremos
enseguida que si O pertenece a un eje principal de Ioyy, entonces Ip y Ioas
comparten ejes principales (ver Teorema de Steiner). Pero en un caso més
general, los ejes principales de Ip tendran direcciones diferentes de los de
Icas. Cuando un cuerpo tiene simetria de revolucién, entonces el eje de la
simetria es eje principal de Iy, y los otros ejes son dos ejes perpendiculares
cualesquiera en el plano perpendicular al eje de simetria (hay degeneracion).

Los autovalores I, I, I3 del tensor de inercia se denominan momentos
principales de inercia. El cuerpo se llama trompo asimétrico si [; #
I # I3, trompo simétrico si [y = Iy # I3, y trompo esférico si I} =
Iy = Is. En el Ultimo caso la degeneracién es completa, y cualquier direccion

es un eje principal.

A continuacién vemos una lista de momentos principales de inercia de
Iy para cuerpos de uso frecuente:

Esfera (radio R): Iy = Iy = I3 = 2M R?

Cubo (lado L): Iy = I = I3 = t ML?

Cilindro (radio R, longitud L): [; = Iy = % <R2 + ]Z), I3 = %]WR2

Cono (base de radio R, altura L): [1 = Iy = 3M (R2 + 2) , Is = %MR2



4 Teorema de Steiner

Io no sélo es sensible a la orientacién de los ejes cartesianos; también lo
es a la eleccién de O. Veamos cudl es la relacién entre Ip y Iops (a igual
orientacién de los ejes cartesianos). Sea

a la posicién de O respecto del CM

7 =7 o (como hasta aquf)

7 =T oM

Entonces ¥ = ¥/ —d. Si reemplazamos en 7 x (Q X ), que es la expresion
que da lugar a Ip,

Px(Qx7) = (F —J)X(QX(F,_a))

(los 7' estdn medidos respecto del C'M; por lo tanto la integral resulta igual
a M multiplicado por la posicién del CM respecto de CM, que es cero).
Por otro lado, el primer término da Ioys v el cuarto término es

ix(Qxa)=0d—-3a(Q-a)
que tiene la estructura ya estudiada. Entonces obtenemos el Teorema de
Steiner:
Io w=1Icym w+M (a25W — aual,)

donde usamos que f om = M. El teorema dice que Ip se descompone en la
suma de Iy mas el tensor de inercia de una particula de masa M ubicada
en a = Ro — ffc M-

Si los ejes elegidos son los ejes principales de Iops entonces Ip per-
manecerd diagonal siempre que a,a, lo sea; es decir, a, deberia tener una
Unica componente no nula, lo que significa que O deberia estar sobre uno
de los ejes principales. En otro caso, los ejes principales de Ip no coinciden
con los de Igpy.



5 Descomposicion del momento angular en ejes
principales

La relacién lineal (2) entre el momento angular Lo y la velocidad de rotacién
ﬁ, cuando O es un punto fijo del cuerpo o su C'M, puede ser descompuesta en
cualquier terna de ejes, independientemente del sistema de referencia donde
se miden EO y Q. Si elegimos la terna de los ejes principales del cuerpo, que
llamaremos €1, €2, €3, entonces la ecuacién (2) queda

Lo Io; O 0 0
Lo o = 0 Ipy O Qs
LO 3 0 0 IOS Q3
o bien
Lo =101 41 €1+ Loy Q2 é2 + Ipg Q3 €3 (3)

donde O es un punto fijo del cuerpo o su C M. Lo y O son paralelos sélo si
tienen la direccién de un eje principal (es decir, si £ es autovector de Ip).
Por ejemplo, si tienen la direccién de é; entonces es Lo = 17 €.

6 Dinamica del cuerpo rigido. Ecuaciones de Eu-
ler

P_Ipmos visto que para todo sistema de particulas que interactien con fuerzas
fij |l 75 vale que B

dLo

dt

donde O es un punto fijo del sistema de referencia inercial S o el CM del
sistema de particulas. Un sistema S, fijo al cuerpo rota con velocidad O
respecto de S. Entonces, el teorema de la derivada relativa nos permite
escribir

ert _
o =

Ngt = =25 +Q x Lo (4)

En el sistema fijo al cuerpo la distribucién de masa no cambia; por lo tanto
no cambian los momentos principales de inercia ni los ejes principales. En-
tonces, usando (3),

dLo

W'SC =1Io1 O é1 4+ Tog Qo éa+ Ios Q3 é3



que vale cuando O es un punto fijo del cuerpo o su CM. En suma, descom-
poniendo la ecuacién (4) en los ejes principales del cuerpo obtenemos las
ecuaciones de Euler

NEY = Ioy Q1+ (Ios — 1os) Qo Q3
N§% = oz Q2+ (Ioy — los) a1 3
N§™s = oz Q3+ (Iog — Io1) Q1 Qo (5)

validas cuando O es el CM o es un punto del cuerpo que esta fijo en el
sistema de referencia inercial S. Estas ecuaciones gobiernan la rotacion del
cuerpo rigido.

7 Energia cinética del cuerpo rigido

N 2
Uo + Q X Tio

1 1
S P S PO
i= i=

1 N 1 2
= EMU%—I-ZmiT_)b-(QXT_‘%o)-FiZmi ’
i—1 i—1

0 x 7o

El segundo término se anula si O es un punto fijo del cuerpo o es su CM
(pues > m; ;o = 0). Para el dltimo término usaremos la propiedad ciclica
del producto mixto,

2 . . .
‘ = (2 x 7i0) - (2 x T50) = [Fio x (2 x T50)] - Q2

‘Qxﬁo

donde reconocemos el factor 7 x (€ x 7) que determina el momento angular
(1) cuando O es un punto fijo del cuerpo o es su CM. En tal caso la energia
cinética resulta

1 1 - - 1 1
T:§NM%+§QJ@:§AM%+§<QHOM>

Vemos que la energia cinética de rotacién se escribe en términos de las
proyecciones de §2 sobre los ejes principales como

1 1 1
Trot - 5 .[01 Q%‘i‘i IOQ Q%"‘g .[03 Q%

que se puede expresar en funcién de los dngulos de Euler y sus derivadas.



8 Formalismo Lagrangiano

Las ecuaciones de Euler pueden obtenerse también dentro del formalismo

Lagrangiano. Sin embargo la comparacion entre los sistemas de ecuaciones

respectivos se complica porque las fuerzas generalizadas asociadas a los

angulos de Euler, los torques Qy, Qg, Qy, no se relacionan en forma directa

con las componentes Ngztl, Ngxg, Ng™ del torque. Esto se debe a que ¢, 0

no corresponden a rotaciones en torno a la terna fija al cuerpo. Sin embargo
ext

1 representa una rotacién en torno a k = €3; de modo que N5 = Q.
Entonces la ecuacién de Lagrange para v,

d (0T or
(=) -5 =Qu
dt \ on) oY

deberia coincidir con la tercera ecuacién de Euler (y las otras dos ecuaciones

de Euler se obtendrian permutando ejes). Veamos que efectivamente es asi;
por un lado es

8T'rot 8Q3
= =Jp3 Q3 —= =Ip3 O
90 03 313 00 03 33
y por otro lado
(‘JTmt 8(21 8Q2
=Jp1 Q1 — +1p9 Qo —==1Ip1 Q1 Q2 — Ipy N9 Q
o0 01 18¢+02 28@1} o1 21 $ho o2 Y22 i)

Entonces la ecuacién de Lagrange para v da lo que esperabamos:

Ios Q3+ (Iog — Io1) Q1 Q2 = Q.



