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Ecuacién de Hamilton-Jacobi

1 Integrabilidad

Hasta ahora vimos varios ejemplos de sistemas cuyas ecuaciones de movi-
miento pueden ser integradas. Por ejemplo, sistemas conservativos de un
unico grado de libertad, osciladores lineales acoplados, etc. En el sistema
de dos cuerpos vimos como valernos de las magnitudes conservadas para
resolver la dindmica en términos de cuadraturas, donde la soluciéon queda
expresada mediante integrales que pueden ser conocidas o no, pero que en
el peor de los casos se pueden evaluar numéricamente. Esto puede crear la
falsa idea de que todos los sistemas Hamiltonianos son integrables. Pero la
integrabilidad de las ecuaciones de Hamilton no estd garantizada en general,
y no existe un método para chequear la integrabilidad de un dado Hamil-
toniano. Aun asi, contamos con el siguiente criterio que es satisfecho por
todos los sistemas integrables conocidos:



Integrabilidad de Liouville

Si en un sistema Hamiltoniano auténomo (se dice asi cuando H no depende
explicitamente de t) de n grados de libertad se conocen n primeras integrales
fu(q,p) independientes® en involucidn, es decir

{fu(qap) ’ fl/(q7p)} =0 )

entonces el sistema es integrable. Bajo esas condiciones sera posible encon-
trar una transformacién canénica (q,p) — (Q, P) tal que

PM = f,u(qap)

Como las f,,’s son conservadas, el Hamiltoniano H = H no podra depen-
der de las Qs para satisfacer que P, = —0H/0Q, = 0. Por otro lado
tendremos que las Q,’s son constantes de movimiento pues

. O0H(P)
Qu= OP,

= Qu(P) = Vi
Entonces las soluciones @, (t) son

Qut) =vut+Quo

Por supuesto, la dificultad reside en encontrar las f,(q, p) y la transformacién
candnica respectiva.

2 FEcuacion de Hamilton-Jacobi

Una estrategia para resolver las ecuaciones de Hamilton consiste en bus-
car una transformacién canénica (¢,p) — (Q(q,p,t), P(q,p,t)) que lleve el
Hamiltoniano H(Q, P,t) a una forma simple. Asi podriamos pedir que la
transformacién canénica anule H:

F
H(g,p,t)+ — =0
(@p:) + 5
Si la generatriz es de tipo 1 o 2, se cumple que

_or

'Las formas diferenciales df,, son linealmente independientes.



Como estas dos ecuaciones recuerdan las derivadas de la funcién principal
de Hamilton, se acostumbra dar el nombre de S a la generatriz. Entonces,
combinando ambas ecuaciones, escribimos

oS oS

que conocemos como ecuaciéon de Hamilton-Jacobi. Pero mientras la
funcién principal de Hamilton S(qi,%1;g2,t2) estd sujeta a un doble juego
de ecuaciones —un juego para la configuracion final y otro para la inicial—
la ecuacién (1) admite una variedad mucho més amplia de soluciones. Por
tratarse de una ecuacion diferencial en derivadas parciales de n+ 1 variables
(qu,t), sus soluciones pueden poseer hasta n + 1 constantes de integracién
arbitrarias; en ese caso se dice que la solucién es completa. Una de las con-
stantes de integracién es necesariamente aditiva, pues si S(g,t) es solucién
de (1) también lo es S(g,t) + cte. Nos interesa obtener soluciones comple-
tas porque las restantes n constantes de integracion de la soluciéon completa
seran vistas como las variables P,’s de la generatriz S(q, P,t) de la trans-
formacién canénica que lleva a H = 0 (la constante de integracién aditiva
no juega ningin papel en esa transformacién).?

Noétese que H = 0 implica que las nuevas variables son constantes de
movimiento (Qu =0= Pu)- Por lo tanto la resolucién de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi nos llevard a encontrar 2n constantes de movimiento que
evidentemente no pueden ser sino combinaciones de los 2n valores iniciales
de las viejas variables, que caracterizan completamente cada solucién de las
ecuaciones de Hamilton. Una vez hallada la solucién completa S(q, P,t),
escribiremos la transformacién candnica correspondiente,

oS oS —
p“_f)iqu’ Q“_TPM’ H=0,

de donde despejaremos

QuZQu(QaPat) ) pM:pH(Q,P,t) .

Como (Q, P,) son constantes de movimiento de la evolucién real del sis-
tema, entonces las relaciones anteriores nos dan directamente las soluciones
qu(t), pu(t) de las ecuaciones de Hamilton en las variables originales.

2Llamando P,’s a las constantes de integracién estamos dando el cardcter de gene-
ratriz de tipo 2 a la solucién S(q, P,t). Algunos autores llaman @Q,’s a las constantes de
integracién; de esa forma la solucién S(q, @, t) es vista como una generatriz de tipo 1.



En suma, el problema de resolver las 2n ecuaciones de Hamilton puede
ser reemplazado por el problema de encontrar una tunica funcién S(q, P, t).
Sin embargo para que la solucién S(q, P,t) de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi pueda usarse como generatriz de una transformacién candnica que
lleve a H = 0 deberd ser una solucién completa, en el sentido que deberd
contener n constantes de integracion no aditivas que pasaran a jugar el
papel de las P,’s de la transformacién canénica.® En realidad, la ecuacién
de Hamilton-Jacobi puede ser tan dificil de resolver como las ecuaciones de
Hamilton, pero veremos luego que nos proveera de herramientas para tratar
perturbativamente sistemas que estén “préximos” a un caso integrable. La
importancia de las ideas de Hamilton y Jacobi reside en que abrieron nuevas
perspectivas para entender el funcionamiento de los sistemas fisicos.

3 Sistema conservativo de 1 grado de libertad

Ejemplificaremos el procedimiento a seguir mediante el oscilador arménico.
La ecuacién de Hamilton-Jacobi en ese caso es

1 (9S\* k¢* 0S

— |5 * . +—=—=0

2m \ Oq 2 ot

Siempre que el sistema sea auténomo (H no depende explicitamente de )
la solucién se puede plantear como?

S(qus Pust) = So(qu, Pu) — E't

donde F es una de las n constantes de integracién de la solucién completa,
digamos P,, = F, o es una combinacién de las mismas F = E(P,) (esto de-
pende de cémo se organice el conjunto de constantes de integracién). En los
casos de un unico grado de libertad, E es la tinica constante de integracion.
Entonces la ecuacién de Hamilton-Jacobi toma la forma

1 [dS,\? kq?
_ X _F
2m<dq> + 2

que se integra por cuadraturas,

= [\ (5 5) a

3det[025/8q.0P,] # 0 para que el cambio de variables sea inversible.
4Siempre que una coordenada ¢ sea ciclica en el Hamiltoniano, la dependencia de S en
q serd lineal. El factor que acompane a ¢ sera una de las constantes de integracién P’s.




(elegimos el signo correspondiente a p = 95/9q > 0).
Ahora haremos la transformacién candnica, para lo cual la constante de
integracién E serd vista como una de las variables de la generatriz:

0S aSs, kq? 0S oS aSs,
= — = =4/2 EF— — = = = _
P=%94 " g \/m< 2>’ @=9p~ a8 " op U
entonces

S, 0 kq? dq I k
40O = :/qu:m/ =w, ~arcsin | {/ == ¢
OF OFE 2 \/m 2F

de donde resulta
2F
q= \/?sinwo(zH—Q) (2)

p = V2mE cos w,(t + Q) (3)

Ademé4s se obtiene

Como fue dicho, cuando el sistema evoluciona las nuevas variables Q y P = E
permanecen constantes. Por lo tanto las expresiones obtenidas para ¢, p
automdticamente dan las funciones ¢(t), p(t) que resuelven las ecuaciones
de Hamilton.

Invariancia del area

Las transformaciones candnicas preservan el volumen canénico. Si el sistema
tiene un unico grado de libertad, el despacio de las fases tiene 2 dimensiones
y el volumen deviene en un area. Consideremos el area delimitada por la
curva H(q,p) = E, que es una elipse en coordenadas ¢,p. El drea de una
elipse es m por el producto de los semiejes. Como los semiejes corresponden
a las amplitudes de g, p, el area es

, 2K 2
Area =1 = V2m :IE

Wo



En las nuevas variables la elipse H(q,p) = E devino en la recta P = E,
que no encierra ninguna area. ;Qué significa la invariancia del drea en este
caso? Debemos entender que, en cada ¢, la transformacién canénica (2)-(3)
es univaluada si 0 < w,(t + Q) < 27. Es decir que la univaluacién de la
transformacién de variables limita el rango de Q a AQ = 27/w,. Entonces,
los puntos interiores de la elipse, que corresponden a energias que van desde
0 hasta £ (AP = F) son mapeados a un rectangulo de altura E y base
27 /w,, cuya drea coincide con la de la elipse.”

4 Separaciéon de variables

En sistemas conservativos de n > 1 grados de libertad, el método para re-
solver la ecuacién de Hamilton-Jacobi, cuando esto sea posible, consiste en
encontrar coordenadas adecuadas para separar la ecuacion en n ecuaciones
de primer orden que dependan de una uinica coordenada, las que se inte-
grardn por cuadraturas. Por ejemplo, el problema de una particula en un
campo central es separable en coordenadas esféricas; en efecto,

T = % (7'“2 +726% + r?sin 6 ¢2> ,

P =mr pg = mr’0 | Do = mr? sin® 0 qﬁ

1 p2 pi
H=— (p+Poy "0 ),y
om (pr + r2 + r2sin26 +V(r)

La ecuacion de Hamilton-Jacobi es
(98N L (98N 1 (98
2m or r2 \ 00 r2sin? 6 \ 9¢

Para intentar separar la ecuacién proponemos la solucién (nétese que ¢,t
son ciclicas)

SZST(T)—I-S@(H)-FO% o—FEt

SEl centro de la elipse, ¢ = 0 = p, es un punto singular de la transformacién pues es
mapeado a la recta P = 0.



Entonces reemplazando,

sin2 0

donde quedan igualadas una funcién de € con una funcién de r (en esto
consiste el arte de separar la ecuacién). La tunica forma de dar sentido
a esta ecuacion es que cada miembro sea una misma constante; entonces
tendremos dos ecuaciones de primer orden en una sola variable,

2
dS\* . %
do sin2 6 o

s, \?
2mr?[E -V (r)] — r* ( dé; > = of,

que se integran por cuadraturas.



