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1 Coordenadas generalizadas

La posicién de una particula se determina mediante 3 coordenadas, que
pueden ser de distinto tipo (distancias, dngulos, etc.). Las llamaremos co-
ordenadas generalizadas ¢;. Un sistema de N particulas precisa 3N
coordenadas generalizadas.

2 Vinculos

A menudo las 3N coordenadas generalizadas no son necesarias porque exis-
ten condiciones de vinculo entre las mismas, que hacen que las 3N coor-
denadas g no sean independientes.

Por ejemplo, en un cuerpo rigido alcanzan 6 coordenadas para establecer
la posicién de las particulas que lo componen. Conociendo la posicién de



un punto cualquiera del mismo (3 coordenadas) y la orientacién del cuerpo
en el espacio (3 dngulos que corresponden a tres rotaciones independientes)
podemos saber la posicion de cualquiera de sus puntos. Decimos que el
cuerpo rigido tiene 6 grados de libertad.

El cuerpo rigido puede estar sometido a vinculos adicionales. Por ejem-
plo, un cilindro que rueda sin deslizar y sin modificar la orientacion de su
eje de rotacién (ver Figura)
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cumple con las ecuaciones
rem=RO, yom = R, zom =0

A estas tres ecuaciones de vinculo debemos agregar dos mas que correspon-
den a congelar las otras dos posibles rotaciones que el cuerpo puede tener.
En total son 5 vinculos sobre seis posibles grados de libertad. Esto reduce
los grados de libertad a sélo uno, en este caso. Esta claro que ese tinico
grado de libertad puede describirse con el dngulo 6 o la coordenada zcyy ,
o cualquier otra coordenada generalizada equivalente.

La existencia de m ecuaciones de vinculo (o ligadura) independientes
reduce el ntimero de grados de libertad a

n=3N-—-m



2.1 Vinculos holénomos

Son aquellos que se expresan como relaciones entre las coordenadas (como
en el ejemplo anterior). Eso permite describir la dindmica del sistema en
términos de n coordenadas generalizadas independientes, que llamaremos g,

(n=1,...,n).

2.2 Vinculos anholénomos

En otros casos, las ligaduras se expresan como relaciones entre desplaza-
mientos infinitesimales que no pueden integrarse. Por ejemplo, en la Figura
anterior, el primer vinculo podria expresarse en la forma

dzey =R d6

pero esta relacion es integrable y da xopr = R 6 4 const. En cambio,
si el eje del cilindro no estuviese restringido a permanecer siempre igual
(perpendicular al plano de la Figura), la situacién cambiaria. Consideremos
el caso de una moneda que rueda (sin deslizar) sobre un plano, y el eje sélo
estd restringido a permanecer horizontal (es decir, la moneda no se inclina);
veamos la Figura:
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Ahora el CM no se desplaza sobre una linea determinada, como lo hacia
en el ejemplo anterior. El problema no es que la trayectoria sea curva sino



que no esta prefijada, debido a que la moneda es libre de torcer su rumbo
siempre y cuando no se incline. Todavia podemos decir que

Alcy = R A6

donde Afcps se mide sobre una curva en el plano x — y :
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Pero esta expresion sélo podria ser integrada si conociéramos la curva y(x)
seguida por el C'M. Pero no hemos establecido una ligadura para esta curva
(como fue hecho en el ejemplo anterior). En otras palabras, d¢ = \/dz? + dy?

no es un diferencial exacto. Asf el vinculo permanece como anholénomo y

tiene la forma

2.3 Vinculos esclerénomos y reénomos

Una segunda clasificacion de los vinculos se refiere a la presencia o no del
tiempo t en la ecuacién de vinculo. Los vinculos esclerénomos no dependen
del tiempo (del griego: orkAnpd — duro). Los vinculos re6nomos dependen
del tiempo (del griego: péw — fluir).

Veamos los ejemplos de las Figuras:

z=0 holénomo y esclerénomo z=Vt holénomo y reénomo



En este primer ejemplo, la particula tiene dos grados de libertad en
ambos casos.

En la primera figura el aro estd fijo. Hay dos vinculos holénomos y
escleronomos:
2?4 2% = R?, y=0

En la segunda figura el aro gira con una velocidad w preestablecida. Hay
dos vinculos holénomos y reénomos:

x=VR2—22 coswt , y=VR2— 22 sinwt

La particula enhebrada en el aro tiene un tnico grado de libertad en ambos
casos.

3 Espacio de configuracién

Es el espacio de las coordenadas generalizadas utilizadas para describir el
sistema. Si los vinculos son holénomos el espacio de configuracion tiene
dimension n.



4 Fuerzas de vinculo y fuerzas aplicadas

Las fuerzas de vinculo son las fuerzas que se encargan de mantener las liga-
duras. No se las conoce a priori sino que dependen del resto las fuerzas que
intervienen en el problema.

Las fuerzas aplicadas son fuerzas que estan determinadas en forma inde-
pendiente del resto. Dependen de las posiciones de las particulas del sistema,
y a veces de sus velocidades.

La fuerza de rozamiento estatico es de vinculo porque garantiza que no
haya deslizamiento entre dos superficies que estan en contacto. La fuerza de
rozamiento dindmico entre superficies secas escapa a esta clasificacién; no
es de vinculo pero tampoco es conocida de antemano (depende de la fuerza
normal). En cambio, el rozamiento entre un cuerpo y un fluido puede ser
descripto por una ley dependiente de la velocidad relativa entre la superficie
del cuerpo y el fluido.

Cuando trabajamos con la leyes de Newton escribimos 3 ecuaciones
diferenciales por particula (las tres componentes de la ecuacién vectorial
F = m t); las componentes de los vectores posicién r; son las incognitas
del problema. Pero hay incognitas adicionales: las fuerzas de vinculo. Para
resolver el conjunto de incégnitas debemos entonces agregar mas ecuaciones:
las m ecuaciones de vinculo. Asi tendremos un total de 3N + m ecuaciones
para igual ntimero de incégnitas. Ahora bien, en caso que no nos interese
resolver las fuerzas de vinculo, jserd posible lograr una reformulacién de las
ecuaciones dindmicas donde las Unicas incégnitas sean los grados de liber-
tad? Si esto se pudiese conseguir, el nimero de ecuaciones a resolver se
reducirfa a n = 3N —m. Vamos a ver que ese objetivo se puede alcanzar
cuando los vinculos son holénomos, introduciendo el Principio de los tra-
bajos virtuales. La idea béasica consiste en notar que el trabajo total de las
fuerzas de vinculo puede ser declarado nulo cuando los desplazamientos son
compatibles con los vinculos, con el agregado de una sutileza que pasaremos
a analizar.

1) En el caso de la particula que se mueve libremente sobre una mesa
(el vinculo es z = 0), el desplazamiento compatible con el vinculo es 67 =
(0x,dy,0z = 0) = (dz, 0y, 0). Como la fuerza de vinculo es normal a la mesa,
entonces no hace trabajo.



2) Consideremos dos bloques que se desplazan a lo largo de una recta
horizontal (eje z), unidos por una soga tensa de masa despreciable y lon-
gitud L. La soga establece un vinculo holénomo y esclerénomo entre los
bloques (fija la distancia entre los mismos: x9 — x1 = L), de manera que
los desplazamientos de los bloques compatibles con los vinculos son iguales
01 = 67y = (0x,0,0). Por otro lado, las fuerzas de las sogas sobre los blo-
ques son iguales y opuestas. Cada una por separado realiza trabajo; pero,
como los desplazamientos son iguales, la suma de los trabajos de las fuerzas
de la soga sobre los bloques se anula. Ademas se anulan los trabajos de las
fuerzas normales, como en el ejemplo anterior.

3) Analicemos ahora nuestro primer ejemplo de vinculo reénomo, donde
una particula se mueve libremente sobre el piso de una cabina que asciende
con velocidad V. El vinculo es z = V't , y el desplazamiento compatible con
el vinculo es 67 = (6x, 0y, 0z =V 6t) = (6x,dy,V 6t). La fuerza de vinculo
R es normal al piso: R=Rk= (0,0, R), su trabajo ante un desplazamiento

—

compatible con el vinculo es 6W = R-6f=RV 0t, que es distinto de cero.

Podremos incluir los vinculos reénomos en el Principio de los trabajos
virtuales si introducimos los desplazamientos virtuales 67", que son de-
splazamientos compatibles con los vinculos “a tiempo fijo” (es decir, con §t =
0). En el caso anterior, el desplazamiento virtual serd 67" = (6z, 0y, V 6t)|si—o
= (6x,0y,0). Asi, el trabajo virtual de R se anulard como en el primer
ejemplo.

La reformulacién de las leyes de la dindmica partird del Principio de
los trabajos virtuales, que afirma que la suma de los trabajos virtuales
de las fuerzas de vinculo es cero. En caso que los vinculos sean holénomos,
llegaremos a n ecuaciones dindmicas que reflejardn la evolucién de los n
grados de libertad.

En la segunda ley de Newton reescribiremos la resultante de fuerzas F,
como F + RZ, para reservar el nombre de F, a la resultante de las fuerzas
aplicadas sobre la masa m;, mientras que R; ser4 la resultante de las fuerzas
de vinculo sobre dicha masa. De esa forma escribiremos F; + ﬁz =m; d;.
Si multiplicamos por los desplazamientos virtuales 7 que cada particula
puede realizar, y sumamos las N ecuaciones obtenemos

ST(F+ Ry - Zm, a; - o7



Valiéndonos del principio de trabajos virtuales (3%, R;- 67 = 0) resulta

que
N N

ZFZ“WX:ZW 52..57?}/
i=1 i=1

Esta expresion se conoce como Principio de d >Alembert. En la siguiente
clase partiremos desde aqui para llegar a las ecuaciones de Lagrange.



