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1 Vinculos anholénomos

Recordemos el Principio de d >Alembert
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Si algunos de los vinculos son anholénomos entonces no resulta posible re-
ducir las coordenadas generalizadas a un nimero igual al de grados de liber-
tad n. En ese caso, las posiciones de las particulas se expresaran en funcién
de M = n 4+ m coordenadas ¢i, donde m es el nimero de vinculos an-
holénomos,!

7i = 7i(qk, t)

18i /m = 0 volvemos al caso anterior, donde el nimero de coordenadas en uso es igual
al nimero de grados de libertad. Si todos los vinculos son anholénomos entonces es
m =m = 3N —n, y resulta M = 3N (es decir que no podemos reducir el numero de
coordenadas).



Como las coordenadas ¢ ya no estdn asociadas a los grados de libertad,
sus variaciones compatibles con los vinculos no son independientes. Por lo
tanto, los desplazamientos virtuales

ory = Z

no resultan automaticamente compatibles con los vinculos, porque las coor-
denadas ¢ todavia estdn restringidas por los vinculos anholénomos. Esto
significa que cuando reemplacemos estos desplazamientos en el Principio de
d ’Alembert,
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aunque podamos trabajar cada miembro como lo hicimos la clase pasada, y
llegar al resultado de la ecuacién (3) de esa clase:

é[i(%} G =i sal =0, (1)

ya no podremos deshacernos de los (5q,‘€/ porque no son independientes.

Consideraremos vinculos anholénomos que consistan en relaciones lin-
eales entre diferenciales de las coordenadas,

Z Aai(q,t) dgp + Aa(q,t) dt =0, a=1,..,m 2)

De modo que para desplazamientos virtuales tendremos:

M
Z Ak 5q¥ =0, a=1,..,m (3)
k=1

La ecuacion (1) debe ser vista a la luz de los desplazamientos virtuales que
cumplen las ecuaciones (3). Una forma de hacerlo es utilizar el método de los
multiplicadores de Lagrange. La idea es introducir m nuevas variables
Aa(t) v combinarlas con las ecuaciones (3) para formar una tnica ecuacion,
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que sumaremos a (1):

M n
d (0T oT
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Ahora podriamos valernos de los m multiplicadores de Lagrange \,(t), y ele-
girlos de tal forma de anular m términos de la suma sobre k; asi quedarian n
términos no nulos en la suma sobre k. Si bien los M = n-+m desplazamientos
virtuales (5q,‘€/ no son independientes, n de ellos si pueden ser considerados
independientes, pues n es el nimero de grados de libertad. De esa forma
seria licito afirmar que los n términos que quedan en la suma deben anularse
por separado, como lo hicimos la clase pasada. En sintesis, por una razén o
por otra todos los términos de la suma se anulan por separado:

d 0T\ 0T i
— = | —=—=0Qr+ Ag A k=1,... M
dt (an ) 8Qk Qk az::l a ak JEEES)

(en un caso conservativo usaremos el Lagrangiano L). Pero aqui tenemos
M ecuaciones para M + m incognitas (M g¢g’s junto con m A,’s). Estas
ecuaciones deben resolverse junto con las ecuaciones de vinculo (2) escritas
en la forma

M
> Aa(q,t) e + Aalg,t) =0, a=1,..,m
k=1

La conclusién es que en el caso de vinculos anholénomos no nos podemos
librar de resolver las fuerzas de vinculo asociadas. En efecto, debimos agre-
gar nuevas incognitas, las m A;’s, que aparecen en las ecuaciones dindmicas
jugando el papel de fuerzas generalizadas de vinculo

PkEZ)\aAaka

a=1

junto con las propias ecuaciones de vinculo para poder resolver la dinamica
del sistema.



1.1 Vinculos holénomos vistos como anholénomos

Los vinculos holénomos pueden llevarse a la forma (2) por mera diferen-
ciacién. Esto puede ser 1til si se desea conocer las fuerzas de vinculo. Los
vinculos holénomos son relaciones entre las coordenadas generalizadas y el
tiempo, que podemos escribir genéricamente asi:

Galqr,t) =0, a=1,...m

Si los diferenciamos:

3N
> 0Ga dqi, + 9G4 dt =0
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donde identificamos las funciones A, v Aq

_ 9G, oG,

Aa = Aa = 5
T oqn ot

que deberemos utilizar en las fuerzas de vinculo generalizadas Pj, .
Si usamos como coordenadas generalizadas las componentes cartesianas
de las posiciones 7; de las N particulas, entonces

0G, H@Ga oG, 0G, 0G, 0G,
0qx oxy oy "0z " Oz’ 0y o

Aak =

que podemos agrupar vectorialmente como

— =

Aai = vz Ga

Ahora bien, cuando las coordenadas generalizadas son las componentes
cartesianas de las posiciones de las particulas, las fuerzas generalizadas son
las componentes cartesianas de la fuerza sobre cada particula. En el caso de
las fuerzas de vinculo generalizadas obtendremos que

Ri = Z)\a Eai = ZAa 6Z'CTYa
a=1 a=1

lo que muestra que cada vinculo G, genera sobre cada particula una fuerza
normal al mismo.?

2El método de los multiplicadores de Lagrange se aplica a la bisqueda de ex-
tremos de una funcién f(z1,...,2n) en el subespacio definido por los m vinculos
ga(Z1,...,2n) = 0, m < m. La solucién se obtiene extremando la funcién de n + m
variables F (21, ..., Tn, A1, o0, Am) = f(T1, 00 Tn) + D e ) Aa Ga(T1, .00y Tn).
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1.1.1 Ejemplos

1) Consideremos un movimiento plano de rodadura de un cilindro sobre
una superficie horizontal. Aunque en este caso el vinculo es integrable, lo
expresaremos como

dXey —RdO=0 = A,=(1,—-R)

El Lagrangiano es

L:T—V:§ MXCM+§IZ"7]\ZH — cte
donde M y Igjja son la masa del cilindro y su momento de inercia respecto
del centro de masa y a la direccién del eje de rotacién. Las ecuaciones
dindmicas son

d( oL )_ oL _
d (0L 0L
S(Z2) 22 = a4
%) =
Xemy = RO
es decir,
M Xy =\, Ige 6=- R, Xem =R

Como vemos, A es la componente x de la resultante de fuerzas (es la fuerza
de rozamiento estdtico). La solucién es Xeons(t) = Vour t+ Xowo 5 0(t) =
(Vem/R) t+ 6, , A = 0. De modo que la fuerza de rozamiento estético se
anula (el rozamiento estdtico, en este caso, s6lo se necesita para establecer
la rodadura).

2) En el problema de la particula enhebrada en el aro rotante (ver Clase
3), los vinculos son

=V R?—22 coswt , y=VR2— 22 sinwt

que pueden combinarse para reescribirse en la siguiente forma:

G = 224+9y*+22-R*=0

Gy = z sinwt—1y coswt =10



Podemos calcular el gradiente de los vinculos para conocer la direccién de
las fuerzas de vinculo respectivas (los médulos y sentidos se conoceran re-
solviendo las ecuaciones dindmicas y obteniendo los valores de A1 (t) y A2(t)):

VG, = 2oi+2yj+2zk=

ﬁGg = sinwt? —coswt j

(1 implica una fuerza de vinculo radial, y G5 implica una fuerza de vinculo
perpendicular al plano del aro.

2 Potenciales dependientes de la velocidad

El caso de fuerzas conservativas no es el tnico donde el término de fuerzas
generalizadas puede incorporarse al Lagrangiano a través de un potencial.
Podria ocurrir también que exista un potencial dependiente de la ve-
locidad U(qy, 4., t) tal que

d (0U ouU
Qu="2(5") -5 @
dt \ 9q, 0qu
En ese caso el Lagrangiano seria
L=T-U

Vamos a ver que el caso de una carga eléctrica e moviéndose en un campo
electromagnético externo es de este tipo. Recordemos que los campos E B
se escriben en funcién de los potenciales escalar y vectorial como

E=-=2"-V¢, B=VxA
Veremos que la carga esta sujeta al potencial
U=e(p—0-A)

Usando coordenadas cartesianas para describir la dindmica de la carga nos
aseguramos que las fuerzas generalizadas sean las componentes cartesianas
de la fuerza sobre la carga. Comencemos por la componente z :

d(@U)_aU_ 4y  0¢ 0OA
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donde A oA

x x - =
dt — at +v- VA:E
El primer término de dA;/dt tiene en cuenta la variacién temporal del
campo externo A, (7,t) en cada posicién. El segundo término da cuenta
de la variacién del campo porque la particula se desplaza mientras tran-
scurre el tiempo: 7V = i 8/0x+1 8/0y + % 8/0z. Debemos tener siempre
presente que la derivada d/dt es una derivada a lo largo de la evolucién del
sistema. Entonces

d (0U\ 8U . - oA
dt<a¢>‘ax—eE”‘f”'<‘“w+ax>

donde aparece la componente x de la fuerza eléctrica. Veamos si el segundo
término es la componente x de la fuerza magnética:

- oA  9A 0A, ~ O0A A, - .
— ACE = — z 7 — z LA z :Bz A—B
v +8x 8y‘7 0z i ox It Ba:k J vk
Entonces

Lo que obtuvimos para la componente x puede replicarse para las otras
componentes. Finalmente, hemos demostrado que la fuerza de Lorentz se
escribe como J

e(E—i—ﬁxB):%(VgU)—V;U
donde ﬁ{; es una notaciéon para el operador vectorial cuyas componentes
cartesianas son las derivadas parciales respecto de las componentes carte-
: idad: Ve = (0 0. 9
sianas de la velocidad: V3 = ( Doy Doy Do ).

Siempre que usemos las componentes cartesianas de la posicién de la
particula, las fuerzas generalizadas son iguales a las componentes carte-
sianas de la resultante de las fuerzas aplicadas sobre la particula. El resul-
tado obtenido muestra que en el caso de la fuerza de Lorentz las fuerzas

generalizadas tienen la forma de la ecuacion (4).



