Mecéanica Clésica — 1ler. cuatrimestre de 2020

Simulacro de 2do. parcial con las soluciones

m Problema 1. Una particula de masa m esta restringida a moverse en el plano vertical a lo

largo de la curva definida paramétricamente por las ecuaciones:
x(q) = (q +sinq)a, y(q) = (1 —cosq)a,

con —7t < g < 7, y a una constante positiva. Hay gravedad. La energia inicial de la particula

es menor que 2mga.

2a T
—g9

a) Usando q como coordenada, escriba el lagrangiano L(q, q) y el hamiltoniano H(q, p).
2 2

Aplique lo antes posible las identidades trigonométricas sin® 3 = 3(1 — cosx), cos? ¥ =

%(1 + cosx).
b) Encuentre una expresion integral para la funcién caracteristica de Hamilton W(q, E).
¢) Encuentre las variables de dngulo-accién J(E) y w(q, E).

d) Calcule la frecuencia w(E) como funcién de la energia. La respuesta lo sorprendera.

m Solucién. La posicion de la particula, su velocidad, energia cinética y energia potencial:
r(q) = (q+sinq)ax + (1 —cosq)ay,

r(q,q) = [(1 +cosq)ax + asinqg}q,

T(q,q) = 3ma?(1 + cos? q + 2 cos q + sin® q) * = I (4ma’ cos® $) ¢?,

V(q) = mga(1 — cos q) = 2mgasin® 4. (1)
Su lagrangiano:

L(q,q) =T—V =1 (4ma’*cos* $) ¢* — 2mgasin® 4. (2)
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A todos los efectos practicos podemos multiplicar el lagrangiano por una constante que

haga las cuentas mads sencillas. Si lo dividimos por ma? y definimos

g
w(z) = 11_1, (3)

a todos los fines practicos podemos escribir

L(q,q) = 3 (4cos® 4) ¢* — 2w sin® 4. (4)
Su hamiltoniano es
p’ 2.2
H(q,p) =T+ V= + 2wy sin” 4. (5)
80032—3L 2

El movimiento ocurre entre los puntos de retorno +qg, donde qg es la raiz positiva de la
ecuacion

E =22 sin® 4. (6)

Notar que ahora E se mide en unidades de wj3.

m La funcién caracteristica es

q

1/2
D]

W*(q, E) :j:/ qucos%[Z (E—Zwésinz 3)

—dqE
m La variable accién es

1[4 , ., 1/2
](E):%/_ dq Zcos%[Z(E—Zwosm 521)} .

qEe
2
\/;wo sin 3 = v, 9)

4 [
J(E) = —— dv V1 —v2, (10)

TTWo J_1

Con la sustitucion

queda

Reconocemos aqui el drea de medio disco de radio 1, o bien escribimos

/2

:
/ dv \/1—\)2:/ decoszezg. (11)
-1 —n)2
En definitiva
2
JE) = 25 (12)

(1)0'
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Esto quiere decir que la frecuencia de las oscilaciones es

independientemente de la energia; esto es, de la amplitud.

m Nota al pie: una verificacion sencilla es calcular la frecuencia en la aproximacién de
pequefias oscilaciones. El resultado no deberia diferir del de la ec. (I3). Para |q] < 1, el

hamiltoniano (5) toma la forma aproximada

2

2 1 2
H:%ng%zz (%eréqz), (14)

que es el hamiltoniano de un oscilador lineal, cuya frecuencia viene dada por

[ 142

que coincide con (13). Lo interesante es que la frecuencia de las pequefias oscilaciones es
en verdad valida para todo el rango de amplitudes. La curva sobre la cual se mueve la
particula es una cicloide. Debido a esta independencia de la frecuencia con la amplitud se

dice que es una curva tautdcrona.

m Para calcular la variable d&ngulo usamos la relaciéon

Q*(q,E)

wH(q,E) = +n—=——"2— 16
B =g B 1o
donde
" aWi(q,E) q cos%
Q*(q,B) = 5 v [ g . (17)
—qe \/E —2w3 sin? 3

Con la sustituciéon s = sin %, resulta

Q*(q,E) = ﬂii "2 __ 4 = ﬂ:L [arcsin(\/gsin ﬂ) + n
) V2 —sin—qzL \/?wész 2wy E 2 2
(18)
= j:2170 arc cos (— %sin %) .
Asi,
Q*(qe,E) = % (19)
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Finalmente,

2

w(q, E) = +arccos (— z%sin %) . (20)

m Post scriptum: El hecho de que la frecuencia sea independiente de la amplitud sugiere
una relacién no tan lejana entre este sistema y un oscilador lineal. A poco que uno mire el
lagrangiano

L(q,q) = 1 (4cos® 4) ¢* — 2w sin® 4, (21)

se hace visible lo siguiente:

veos 3 =294 (gnd
qcosz—Zdt (smz). (22)

Si en lugar de q se eligiese s = sin § como coordenada generalizada, el lagrangiano seria
L(s,$) = 3 [(16) §* —4wjs?], (23)

-2

que es el lagrangiano de un oscilador lineal. Encontramos que la frecuencia estd dada por

w=1/— = —. (24)

La sustitucién s = sin 3 también permite integrar inmediatamente el movimiento. Ten-

dremos
s(t) = Acos[ﬂ(t - to)} . (25)
2
Es decir,
- i Loy
q(t) = Zarcsm{A cos[ > (t to)} } . (26)
Eligiendo t, como el instante en el que la particula alcanza el punto de retorno

E
2w3’

E
q(t) =-2 arcsin{w / m oS [%(t — to)] } . (28)

Podemos comparar este resultado con el que se obtiene a partir del método de H-]J. Por

— g = —2arcsin

queda

un lado tenemos la relacion entre la variable angulo y la coordenada q, ec. (20). Por otro
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lado tenemos la dindmica de la variable dngulo a través del hamiltoniano

Kiw, ) =E() =2 s =2 (29)

donde hemos usado el resultado (12). Para la rama del movimiento con p > 0 resulta

wh(t) = St —to), (30)

donde hemos elegido la constante de integraciéon de modo que en t, sea w* = 0. Esto
corresponde al punto de retorno de la izquierda. Luego, combinando este resultado con la

ec. (20), para esa rama del movimiento vale lo siguiente

Wo Y|
> (t to)—arccos< g osins | (31)

De aqui despejamos q(t),

EZ cos[%(t —to)] } , (32)

Wy

q(t) =-2 arcsin{

que coincide con la ec. (28). Como esta forma es par respecto de t, vale también para la

rama del movimiento con p < 0.

m Problema 2. Dado el primer par de transformaciones para un sistema de dos grados de
libertad,

Qi =47, Q2 =q1 + qz. (33)

a) Suponiendo una funcién generatriz de tipo F, independiente del tiempo. ;Qué par de
ecuaciones diferenciales debe satisfacer para ser compatible con las relaciones (33)?

b) Integre las ecuaciones y encuentre la familia de funciones generatrices F»(q1, q2, P1, P2)

mas general compatible con las ecuaciones (33).

c) Para esa familia de funciones, dar las ecuaciones de transformacién de los impulsos,
Pi = Pi(q1,92,P1,P2)-

d) Dado un sistema cuyo hamiltoniano es

P1—P2
2q1

2
H(q1,92,p1,P2) = < ) +p2+ (q1 + q2)?%,

elija una de las F, dentro de la familia de funciones posibles, de modo que Q; y Q2

sean ciclicas respecto del nuevo hamiltoniano K. Escriba K explicitamente.
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m Solucidén. Las dos ecuaciones conocidas son

oF, oF,
I — 2 — a1+ aq5. 34

Integrando la primera, resulta

F2(q1,92,P1,P2) = qiPy + f(q1, 42, P2). (35)

Derivando esta ecuacion respecto de P, e igualando con la segunda ec. queda

of

a—PZ(thz)Pz) =q1 + q2. (36)

Integrando,

f(q1,92,P2) = (q1 + q2)P2 + g(q1,q2). (37)

Nada mds podemos decir. La funcién g es arbitraria. En definitiva, la familia de funciones
posibles esta dada por

F2(q1,92,P1,P2) = qiP1 + (q1 + q2)P2 + g(q1, q2)- (38)

El otro par de ecuaciones de transformacién es

an ag . an

= 2 = 2qiP1 + Py 2 =2
P1 o, qiP1+ P2+ P2 e

0
oq1’ =Pt 30

2 aqza (39>

que pueden reescribirse con todas las variables nuevas de un lado y las antiguas al otro.
Empezando por la segunda, despejamos P, en términos de p, y de 0g/9q,. Luego usamos

eso en la primera ecuacién y despejamos P;,

P_L( _ _ﬁﬂ_g)
1—2q1 P1— P2 aq1 aqz y

0
P, =py — a_qu (40)

m La aplicacion de estas transformaciones al hamiltoniano propuesto lleva a una expresion
provisoria, que mezcla ambos grupos de variables. Unas deben entenderse como funciones
de las otras:

1 og og z dg
K=|P + - + P2+ —+(q1 + q2)° 41
{ " 2 (aq1 aqzﬂ * 7 0q, (41 + 42) 4

Las variables Q; y Q2 s6lo pueden aparecer en esta expresion a través de las variables q; y
q2, ya que en las transformaciones los impulsos no participan. Entonces, para que las

variables Q; y Q, resulten ciclicas hay que cancelar todos los términos en donde aparecen
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q1 v q2. La forma mds evidente de lograr eso es eligiendo g de forma tal que

99 99

aq1 aqz 0

dg _ 2

0ds (g1 +q2)°. (42)

Si no funciona, se probard otra cosa, pero por lo pronto ensayamos lo mas simple. Inte-
grando la tltima de las ecs. (42), obtenemos

g9(q1,492) :—%(Ch +q2)° + h(q1). (43)

Para esta funcién resulta, por otro lado,

0g _ 9g _ dh{qi)

~ , 44
6q1 aqz dq1 ( )

que, segtn la primera ec. (42), implica que h debe ser constante. Podemos elegir entonces
h = 0. Finalmente, la F, buscada es

1
F2(q1,92,P1,P2) = qiP1 + (41 + q2)P2 — 5 (q1 + q2)3, (45)
3

y el nuevo hamiltoniano, escrito en sus variables correctas, es

K(Py,P2) = P} + Py. (46)

m Posdata: aunque con otras vestiduras, la F, que encontramos hace el mismo trabajo y
satisface la misma ecuacién diferencial que la funcién caracteristica W para la ecuaciéon de
Hamilton-Jacobi. La solucién del problema en las nuevas variables es trivial. Los impulsos
P; y P, son constantes, y las coordenadas Q; y Q. evolucionan de acuerdo al par de

ecuaciones canonicas
Qi = 2Py, Q.=1. (47)
Es decir,
Qi(t) =2P1t+ Qro,  Qa2(t) =t+ Q2. (48)

A partir de las transformaciones y (39), resulta

qi(t) =+(2P1t+ Qi)' pi(t) =2Piqi(t) + P2 — (Qao + )2,

(49)
q2(t) =t+ Q2 — q1(t), p2(t) =P —(Qa0 +t)%
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m Epilogo: siempre que tengan una ecuacién de la forma

ag(x,y)  9g(x,y)
0x ay

significa que g(x,y) = g(x +y). Saber esto resultaba util para integrar las ecuaciones (#42).
La demostracion es sencilla: cualquier funcién de x e y puede escribirse como una funcién

del par de variablesu =x+yyv=x—uy,

g(x,y) = F(x +y,x —y), (51)

donde F(u,v) = g(*4*, %5*). Por otro lado,

0 0 0 0 0 0 0
~——x ==+t )|\ =2—. 2
ox 0y (au i av> (au av) ov (52)

Luego, la ec. se lee como

oF(u,v)
ov

=0, (53)

lo que quiere decir que F(u,v) = F(u), y, por lo tanto g(x,y) = F(x +y). Reciprocamente, si

cambian el signo en la ec. , entonces debe ser g(x,y) = F(x —y).

m Problema 3. Un disco plano de masa m y radio a es arrojado hacia arriba (I3 = yma?).

a) Mostrar que la dindmica se desacopla en una parte de traslacién y otra de rotacioén.
b) Definir un problema 1D para el angulo de Euler ©.

¢) Suponer que las condiciones iniciales son
@(0) =(0) =06(0) =0, P(0) =0,9(0) = wo,6(0) = By,
con |8o] < wo. Encontrar 0(t), ¢(t) y P (t) hasta orden 80 = 0o/ Wo. Ayuda: asumir que

18] < 1y justificar luego de hechas las cuentas.

d) Hasta el mismo orden de aproximacién encontrar é;(t), i = 1,2,3. Demostrar que €3

realiza un movimiento que tiene el doble de la frecuencia que el movimiento que realizan

é] y éz.

m Solucién. La configuracion del disco queda definida por la posicién de su centro de masa
y la orientacién de sus ejes. Cada parte de esta descripcion es independiente de la otra. El

lagrangiano se escribird como una suma de dos lagrangianos desacoplados,

Ltotal(rcm) 1:’Cm) (P> e) 1-l)) (p) 9,1])) = Ltras(rcm) 1:’Crn) + L(@) e) 1-1)) (p) e)d)) (54)



CLASE PRACTICA 23/7. SIMULACRO DE SEGUNDO PARCIAL CON LAS SOLUCIONES. 9

Las ecuaciones de movimiento para las coordenadas de traslacién estdn desacopladas de
aquellas para las coordenadas de rotacion. A todos los efectos précticos, si lo tinico que nos

interesa es la parte rotacional, podemos trabajar con el siguiente lagrangiano

S C N 2 oL 0o
£, 0,1, &, 0,1) = (d)—l—(pcos@) +5 (e + ¢%sin e). (55)

Este lagrangiano coincide con la energia cinética de rotacién y, como no depende explicita-

mente del tiempo, se conserva,
L =C¢. (56)
Se conservan ademas los impulsos py Y P,

Py = I3(P + ¢ cos9), (57)
Pe = Py cos O + I@sin? 0. (58)

Reemplazando en la ecuacién de conservacion de la energia resulta

W1y, (e pucost)?

& —
21; 2 21sin% 0

(59)

El primer término se puede omitir. Esta ecuacion define un problema efectivo para el

angulo 0. Segun las condiciones iniciales es

Py =P = lzwo. (60)
Luego, usando que I3 = 2I,
%92 + Zwé% = constante. (61)
El potencial efectivo es
5 (1 —cos0)?
Verl0) = 25— 50— (62)

Inicialmente 6 = 0 y su derivada es pequefa respecto de wy. En la vecindad de 6 = 0 el

potencial efectivo estd dado por

1
Vet (0) ~ zwgez. (63)
De modo que si la derivada 8(0) es lo suficientemente pequefia podemos considerar que
0 realiza un movimiento de pequefias oscilaciones alrededor de 6 = 0, gobernado por la
ecuacion

1. 1
262 + zwéez = constante. (64)
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La solucién de esta ecuacién para las condiciones iniciales dadas es

G
o(t) = —2 sin wot = 60 sin wot.

Wo
A partir de la ec. (58) vemos que
1 —cos®
© =2wo— CZOS —wo+0(662) ~ Wy
sin” ©

Por otro lado, la ec. implica
P = wo— ¢ cosd = O(66%) ~ 0.
En resumen, hasta orden 66

P(t) =0, @(t) = wot, O(t) = 060 sin wyt.

Los versores de los ejes principales fijos al cuerpo son
é1 = cos P p(@) + sinp[cosO §(p) +sin6 z],
é; = —sin p(@) + cosP[cos O §(p) +sin6 z],

é3 =—sin0 @(@) + cos 0 Z.

Reemplazando aqui las expresiones (68), y conservando términos de hasta orden 56,

A

e1(t) = plwot),

A

é2(t) = ¢(wot) + 80 sin(wot) 2,

A

é3(t) = —80 sin(wot) @ (wot) + 2.

(66)

(67)

(68)

(72)
(73)

(74)

Evidentemente el movimiento de los versores €; y €, tiene frecuencia w,. En cambio, si

escribimos €3 por extenso encontramos

é3(t) = 2+ 0 [sinz(wot) % — sin(wot) cos(wot) g]

50
-5+ > [72 — cos(2wot) X —sin(2wot) Q}
o0 R
=5+ > [x — p(Zwot)]

Se ve entonces que €3 tiene un movimiento de frecuencia 2w.

(75)
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m Problema 4. Una particula de masa m se mueve en un potencial que, en coordenadas

esféricas, se escribe como

U(r,0, @) =V(r) + % (76)

a) Escribir el hamiltoniano en coordenadas esféricas.

b) Mostrar que la ecuacion de H-J es separable en coordenadas esféricas.

c) Encontrar una expresion integral para la funcién caracteristica de Hamilton W. (Por

simplicidad, al tomar raices cuadradas, omitir el simbolo =+).

d) A partir de la funcién W escribir las expresiones que, de llevar a cabo las integrales, dan

la solucién de las ecuaciones de movimiento.

m Solucién. El hamiltoniano de una particula en un potencial de la forma es

_Pr L P P
2m - 2mr2  2mr2sin? 0

(77)

H(T‘, 9, (p)prap6>pcp)

Para hacer la separacion igualamos H a una constante E y tratamos de agrupar cada par de

coordenadas conjugadas en un término separado. La coordenada mds f4cil de separar es T,

2 [p? P3 i
~ +V(r)—E — 4+ —2 9)| =0. 78
r {Zm +Vir) } T {Zm * 2msin? 0 9l )] 78)

Entonces debe ser

2 [ p? Pa s
rr V —E = — | — P e — —X. 79
r {2m+ (r) ] [2m+2msin29+g( )} * (79)

Por un lado tenemos

2
Py | & _
m + 2 +V(r) =E. (80)
A su vez,
2 2
Pe — ol sin2e+ Pe —
[Zm +g(0) oc} sin” 0 + m 0. (81)

Esta ecuacién implica (como pudimos haber previsto) que p,, es constante y ademas

Ps s
Po . _Po . 40)=a 82
am | amsimZe 9@ =@ (82)

La funcién caracteristica de Hamilton se escribird como

W(r,0,9,E,x,pep) = Wi(1,E, &) + We (0, x,pp) + @Po. (83)
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Aqui hemos anticipado la forma de W, e incluido las dependencias en las constantes de
separacion. Las ecuaciones que satisfacen las funciones W, y Wy se obtienen reemplazando

pi — W/ en las ecuaciones de conservacioén para las respectivas variables:

W2«
m + 2 +V(r) =E, (84)
We P
0) = «. 85
2m " meinZe 90 = (85)
La integracion formal da
' o
W, (r,E,«) = [ dr \/Zm [E -2 V(r)}, (86)
r
0 p2
W (0, 0, pe) = dd {/2m [a—m—g(ﬁ)]. (87)

FEl hamiltoniano en las nuevas coordenadas es

K(Q1,Q2,Q3,E, o, py) = E. (88)

La coordenada Q; es la tinica que depende del tiempo, el resto son constantes,
Qi =t—to. (89)

Esta ecuacion, obtenida a través de la dindmica, en conjuncién con la ecuacién de transfor-
macién 0W/0E = Q;, implica una relacién entre r y el tiempo (notar que E sélo aparece en
la funcién W)

Q1:t—to:a;\E/r:/Tdr vz (90)
\/E———V

Del mismo modo, la ecuacién de transformacion para Q, = OW/0«x, que es la coordenada
conjugada del nuevo impulso «, establece una relacién entre v y 6 (notar que tanto W,

como Wy dependen de «)

aw 0 m/2
Q2= Do / +/ dd p2 " (91)
\/E -3 \/oc ————g(®)
2msin® 9

Finalmente, la ecuacion de transformacion Q3 = 0W/0d¢ vincula a 0 con ¢,

oWy

0
© 0P \/

P/ sin?d

p2
2m|a——"2 — —g(®
m [ gy o)
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m Problema 5. Una particula de masa m esta fija al marco interno de un gir6scopo mediante

un semicirculo de radio a, como muestran las figuras. El marco externo rota alrededor del

eje vertical. El marco interno rota alrededor del eje horizontal que pasa por los puntos que

lo unen al marco externo. La peonza central puede rotar sobre su propio eje. El giréscopo

tiene momentos de inercia respecto de su CM I; = I, = I e I3 (los marcos tienen masa

despreciable). Vale la siguiente relacién: ma? = I. Hay gravedad.

a)
b)

f)

Escribir el lagrangiano. Encontrar al menos 3 constantes de movimiento.

Formular un problema unidimensional para el &ngulo de Euler 6. Considerar de ahora

en mas que las condiciones iniciales son tales que
®(0) =0, pe(0)=0, 1h(0)=uws.

Mostrar que 0 = 71/2 es siempre un punto de equilibrio estable para el problema 1D.

Mostrar que existe wy tal que para |ws| > wo hay otro punto de equilibrio estable 6.

¢Cual es este punto de equilibrio y cudnto vale wy?

Resolver el movimiento del sistema cuando 0 realiza pequefias oscilaciones alrededor de
01, con 0(0) = 67 + 80y, donde |86y < 1,y @(0) =P(0) = 0. (Es decir, dar expresiones
para los tres dngulos de Euler como funciones del tiempo).

En la misma aproximacién, calcular e;(t) y graficar la curva que describe su extremo.

Notacién: wg = +/g/a, « = (Izwsz/Iwg)?.
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m Solucién. A la energia del gir6scopo hay que sumarle la energia de la masa m. La masa
estd fija sobre el eje 2 que resulta de las dos primeras rotaciones. El versor asociado es

ﬁ)(e, @). La posicién de la particula es
T =—a(6, ) =—a[sin0z+cosd ¢(o)], (93)
y su velocidad,
fmz—a{é[cosez—sme@(@)} —(f)cos@f)((p)}. (94)

Todos los versores son normales entre si, de modo que calcular el médulo al cuadrado es

tarea facil,
[Fml? = a?(6% + 2 cos? 0). (95)
Por hip6tesis ma? = I, de manera que la energfa cinética de la masa m es

T = % (e’2 + 2 cos? e) . (96)

Por otro lado, su energia potencial es
V(0) = —mgasin 0. (97)

El lagrangiano es entonces

I
2

I

L£(0,9,0,¢) = %3 (lb + (bcose)2 + (92 + ¢?sin? 9> + 2 (92 + ¢? cos? 9) + mgasin 0

— %3 (li)—F(bcosG)z—F% (292+@2> + mgasin 6. (98)

Las coordenadas 1 y ¢ con ciclicas y el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo.
Por lo tanto se conservan los impulsos conjugados py,, e v la funcién h, que en este caso

es igual a la energfa:

Py =13 <Lb + @ cos 9) , (99)

Pe =Py cos 0 + 1o, (100)

E:I—3 (1i)—|—(i)cos€))2+1 <292+(p2> —mgasin 0 (101)
2 2 '

Las dos primeras ecuaciones pueden usarse para reescribir la energia, cuya ecuaciéon de

conservacion resulta asf
2
E _ pll’ + 192 + (p(P _pll) COSG)Z

=L o1 — mgasin 6. (102)
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Esto es equivalente a una ecuacién de conservacién para un problema unidimensional en

la coordenada 0. Segtn las condiciones iniciales, es

Py =13 [P(0) + @(0) cos0(0)| = zws, pe =0. (103)
Luego,
22 (I3w3)2 2 .
10 + —>p ¢os 0 — mgasin 6 = constante. (104)

Dividiendo por I y usando que ma? = I, queda

(Tzws)?

2, (ws)?
0° + o

cos? 0 — % sin © = constante. (105)

En el dltimo término del primer miembro reconocemos la frecuencia propia de las pequefias

oscilaciones de un péndulo de longitud a,

Es conveniente adimensionalizar la ecuacién (105) tomando como unidad de tiempo el
reciproco de wg,

t=w; ' (107)

Con esto resulta

do 2 1 13 W3 2 2 .
hual VI cos? 0 — sin O = constante. (108)
dt 2 lwg

Para ver esto con ojos de ecuaciéon de conservacion de la energia, debemos asignar una

masa m = 2 y un potencial efectivo
x5 ,
V(0) = 5 cos 0 —sin 0, (109)

con

Iws 2
o= ( lw, ) . (110)
Notar que la importancia del término proporcional al cos? 8, que estéd asociado a la rotacion
del giréscopo, es mayor cuanto mayor es |w3z|. Si fuera « > 1 el potencial seria aproxi-
madamente igual a Jacos? 6, y tendria dos puntos de equilibrio estable, en 6 = +Jm. El
punto de equilibrio estable con 6 = —m/2 sélo es posible debido al efecto estabilizador del

momento angular. Si wz = 0 el gir6scopo tiende a alinearse horizontalmente, con la masa

m lo mas abajo posible.
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Para analizar los puntos criticos del potencial necesitamos escribir sus dos primeras

derivadas:
V'(0) = —(axsin® + 1) cos 0, (111)
V"(0) = —xcos 20 + sin 0. (112)
En general, los puntos criticos del potencial satisfacen la ecuaciéon
V'(8) =0. (113)
Los puntos 8 = 57 son siempre puntos criticos. Allf la derivada segunda del potencial es
V/(£3m) =+ 1. (114)

Vemos entonces que 8y = 37 es siempre un punto de equilibrio estable. En cambio, 6; =

—%71 es estable tinicamente si « > 1, es decir, si

I
ws| > =2 (115)
I3
Si o« > 1, la ec. (113) también se satisface si
1
ind = ——. 116
sin " (116)

Esto da dos puntos criticos adicionales, 04, como es facil de ver en la figura.

sin 0

—1/x

El punto critico 0 queda en el medio de los dos. Esto indica que los nuevos puntos criticos

no pueden ser otra cosa que puntos de equilibrio inestable. En efecto, notando que

1—sin®0,  1—1/a?

5 5 (117)

cos204 =



CLASE PRACTICA 23/7. SIMULACRO DE SEGUNDO PARCIAL CON LAS SOLUCIONES. 17

obtenemos
" o 1 2
VI(81) = 5 (o + 1), (118)

que es siempre menor que cero. Las figuras muestran los dos casos posibles, dependiendo
del valor de «.

x <1 x> 1 \/

0
8, °
Para pequenias oscilaciones alrededor del punto 6 = —%7‘(, escribimos
0= —%‘ + 50, (119)
con [86] < 1, de modo que es
3 . 502 4
cos0 = 00 4+ 0(66°), sm9:—1+7+0(69 ). (120)

Reemplazando estas aproximaciones en la ec. (108), la ecuacién de conservacién para el

problema de pequefias oscilaciones se lee como

dso\?* 1
(F) + z((x —1)80? = constante. (121)

Verificamos asi que la condicién de equilibrio estable es o« > 1. Para la condicién inicial

50(0) = 86y, recordando que T = wyt, la solucién es
50(t) = 86, cos Ot (122)

donde

w w Lws)?
QO="2/a—1="4 (3 3) —1. (123)
V2 V2 Twy

La ecuacién que determina la evolucién de ¢ es la ec. (100) con p, =0,

Lzws;

cos 0 ~ — 56, cos Qt. (124)
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La condicién inicial ¢ = 0 implica que ¢ = d¢, con

I V2
So(t) = —31—(‘;3590 sin Ot — —\/% 56, sin Ot. (125)
Para el dngulo  la ec. con py = Izw; implica
. I
P =w3— @cosd = w3+ 3(;)3 cos? 0 ~ ws. (126)

Las correcciones son de orden 56%. Luego, 1 evoluciona linealmente. Para tiempos t <

1/(w3|800|?) sera valido escribir

P(t) = wst. (127)
Por dltimo, el versor é3(0, @) es
3 =—sin0 @(p)+cosOz. (128)
Reemplazando 6 = —17+ 80 y @ = 8¢ se obtiene, hasta primer orden en §
3=y +—-0px+d0z. (129)

Su dependencia temporal es

es(t) =y + (\/zsin Qtx+ (XTO_C] Cos Qti) \/% 56,. (130)

Esta curva es una elipse con su eje mayor segtn la direccion x. Es una curva plana sélo en

la aproximacién de pequefias oscilaciones. Notar que para « > 1 es

oo — 1
Va

Visto de frente, €3 gira en sentido antihorario.

<1. (131)

z
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Si w3 > wy, resulta
és(t) ~ (x/i sin Qt % + cos Qti) 560, (132)

y las oscilaciones horizontales tienen una amplitud que es v/2 veces la amplitud de las

oscilaciones verticales. Es el caso que tiene menor excentricidad.

Un aspecto que puede resultar desconcertante de la ec. (125) es que para o« muy préximo
a 1 las excursiones del dngulo ¢ pueden ser arbitrariamente grandes. En realidad esto no
es asi. Veremos que si las oscilaciones en 0 son pequefias entonces las oscilaciones en ¢ son

también pequefias. Hay que demostrar que el producto

\/% 150, ] (133)

nunca puede hacerse de orden 1. Para que las oscilaciones en 0 sean pequefias, el apar-

tamiento [06,| tiene que ser mucho menor que el ancho del pozo de potencial asociado a

0, = —m/2. Ese pozo estd limitado por los dngulos 0.. Recordemos que sin0; = —1/«x.
Entonces
Tt
(134)

Vaz—1  Voa+TvVa—1
«  Vx Ja

Para « > 1, vVa+1/y/x es de orden 1. Luego, la condicién que debemos pedir para que

= [80¢| ~ |sin 60y| < cos 0, =

sea valido hablar de pequefias oscilaciones en 6 es

vo—1

1800] < N (135)
que implica lo que querfamos demostrar, a saber,
VX jseg) <1, (136)

Voa—T

y por lo tanto [d¢| < 1.



