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Guia 8d - Diagramas de fase y miscelaneas

Algo sobre transformaciones canodnicas

Vimos que, dada una transformacién (¢,p) — (@, P), existen al menos 4 formas de ver si es
canonica: corchetes de Poisson, cadena de derivadas, funcién generatriz, método simpléctico. A ve-
ces pasa que nos dan una transformacion con ciertas constantes arbitrarias y nos piden determinar
esas constantes tal que la transformacion sea candnica. Para simplificar lo que quiero explicar, mo-
difiquemos levemente el ejercicio del simulacro del parcial. Supongamos que tenemos la siguiente
transformacién

Qi=¢, Qe=aq+q, p=20P +P, py=aP+e® (1)

y nos piden encontrar una funcion generatriz. ;Qué condiciones deben satisface las constantes oy ~y
para que esa generatriz exista y la transformacién sea canoénica?

Primero que nada elegimos una funcion generatriz con la que vamos a probar. Esto requiere a
ojo un poco de practica, no siempre es obvio. En este caso, la transformacién relaciona () <+ ¢ sin
mezclar otras variables. Por lo tanto va a ser imposible encontrar una funcién de tipo 1, Fi(q, @),
porque no podemos despejar a p(q, Q) y P(q, Q) como funciones de ¢ y () unicamente.

Los otros tipos parecen plausibles en principio. La més simple es una funcién de tipo 2, Fy(q, P),
porque ya tenemos Q(q, P) y p(q, P). Tenemos que resolver el siguiente conjunto de ecuaciones

or,
or,’

B 8F2 8F2 aFQ

Q?(qv P) - 8_P2a pl(% P) = a_qla p?(Q7 P) - a_q2 (2)

Q1<Qa P) =
Noten que Fy(q1, g2, P1, P>) es una funcién de cuatro variables, y las ecuaciones de la transformacién
solo involucran derivadas parciales. Es decir, cada ecuacién nos da solo un poco de informacion sobre
F5, como si cada una fuera una cara distinta de una pirdmide triangular, y necesitamos los 4 lados
para completar la figura.




De la primera,

0F;,

9p = Q@ P =d = BaP)=dP+ f(oe P) (3)

La funcién f, que debemos determinar, NO puede depende de P;. Si eso sucede, entonces F, no
existiria. Ya tenemos el lado rojo. Reemplazando esta informacion en la segunda ecuacién

OF,

0
— =Q(¢, P) = —f(CZ1,Q2,P2) =+ = f(a,¢P)=@g+¢e)P+9(@ e @)
6P2 aPQ

Tenemos el lado amarillo. La funcién g a determinar NO puede depende de P, NI de P,. Pasamos a
la dltima ecuacién de (2) que es mas simple

0F, dg dg
— = P) = P+ — =aPF 2 = — =(a—1)P. 2 )
o pa(q, P) 2+ BT (@1, ¢2) =Py +e BT (1,2) = (@ =1)Py +e (5)
Si integramos inocentemente
g(ql, (]2) = (Oé — 1)P2 Qo + e? + h(ql) (6)

Pero acéd estamos en un dilema. Dijimos que g no podia depender de P,. Si no podemos hacer nada
al respecto (porque por ejemplo nos obligan a que « # 1), entonces F; no existe y debemos probar
con otra generatriz. Pero si tenemos la libertad de elegir «, entonces podemos elegir a = 1 y anular
la dependencia de P, y salvar la transformacion. En ese caso

9(q1,¢2) = €2 + h(q) = Fa(q,P) =qiP+ (q1 + @) Po + €2 + h(q1) (7)

Vemos el lado verde. Vamos a por el ultimo lado de la piramide

OF: oh Oh
2 =pi(q,P) = 24P+ P+ () =20P] + P = —(q) =20(P] —P) (8)
oq o oq

De nuevo, h no puede depender de P, asi que la tinica manera de salvar la transformacién es eligiendo
v = 1 de forma de anular la dependencia en P;. En ese caso, h'(¢;) = 0. No quedan mds variables,
asi que ya no puede aparecer otra funcion, la tnica opciones es que h = cte. Esa constante no afecta
las cuentas, asi que lo mas simple es elegirla igual a cero.

Finalmente la funcién generatriz que obtuvimos paso a paso fue

Rojo Fy(q,P) = ¢i P+ f(a1, 42, P2)

+ Amarillo — = @GP+ (0 + )P+ g9(q1, q2)
88 - Amarillo + [NieEdE — =GP+ (4 @2) P2+ €® + hq)

88 + Amarillo -+ [NeTael - N — = iPL+ (¢ + @) Pa + e® + cte

La transformacion es canodnica sélo si @ = v = 1, que son las condiciones necesarias para que la
funcién generatriz exista.



Algo sobre la teoria

Tanto Hamilton-Jacobi como Angulo-Accién son transformaciones dadas por una funcién gene-
ratriz F5. Resulta un poco confuso que empiezan a aparecer muchas letras, pero hacemos eso para
diferenciar una transformacion de otra. En el fondo, el mecanismo es el mismo para todos los méto-
dos. La idea es la siguiente: elegimos un nuevo Hamiltoniano donde resolvemos facilmente el sistema,
hallamos la generatriz que nos lleva a él y antitransformamos para volver a las variables originales

14(t),p(t)? Q(t), P(t)
. . . FQ((],P):? .= L.
Mi H es muy dificil > Mi H es muy facil
y "74.. "' Y

4) Antitransformo: p = %22 @ = 922 1) Elijo H

“Bq opP
Hallo ¢(Q, P,t),p(Q, P,t) 2) Hallo Q(t), P(t)

3) Encuentro quién es F>(q,P)

A

Abajo esta detallado en una tabla los nombres de las variables que usamos en cada caso. En el fondo
todo es convencion y como siempre hay mas de una, asi que témenlo solo como una guia



1)

2)

3)

4)

Hamilton-Jacobi

Funcién Principal S

Funcién Caracteristica W

Angulo-Accién

(@, P)=(8,a) (Q.P) =(Q,) (@, P) = (w,J)
H=0 H=FE=aq H=E(J)
W :wkt—i-wko
Qr = B = cte Qr=t+h

Qrz1 = P = cte

_ OB _ (04
Y57, \OE

P, = oy, = cte g, = p—dq:cte
2
oS oS B ow B oW B

FQ(q> P, t) = W(Qa CY)

FZ(Q7P7t) EWJ(QaJ)

ow

Qr = B

— q(3,a,t)

el
AJ,

W

— Q(U)Ov ‘]7 t)

Tabla 1: Tabla-resumen de H-J y A-A. Tanto en la funcién caracteristica W como en dngulo-accién se

asumio que el sistema es conservativo H = E.




Algo sobre diagramas de fase

Vamos a ver como construir un diagrama de fase a partir de un potencial efectivo siguiendo
algunos ejercicios de la guia. En general, dado un Hamiltoniano conservativo cualquiera, uno puede
hallar p despejando la ecuacién H(q,p) = E. Con eso ya obtenemos una expresiéon para p(q) que
podemos graficar. No siempre es sencillo, pero se puede. La interpretacién del diagrama de fases a
partir del potencial efectivo puede ser algo complicado segin la dependencia con p del Hamiltoniano.

En el caso particular en que podamos reducir nuestro sistema a un problema 1d equivalente
descrito por una ecuacion del tipo
2

H=2 1 Vq)=E ()

2m
esa traduccion con Vs es mas sencilla. La forma de construir el diagrama de fases es tomar distintos
valores de energfa en el gréfico de V,z4(q). Luego, p* ~ E — Vef f(q) es lo que le falta a V,;;(g) para
llegar a E. Como tenemos p?, el diagrama de fases es simétrico respecto de eje ¢; p puede ser positivo
o negativo y su distancia al eje ¢ sera la misma.



Ejercicio 7

Nos dan un péndulo fisico constituido por una barra de lon-

gitud L que puede moverse en el plano un angulo v respecto

de la vertical a través de un punto fijo en uno de sus extre- gl
mos. Les dejo a ustedes hallar H.

Si llamamos I al momento de inercia desde el punto fijo te-

nemos que [ = mL?/3 = 41y, donde I¢y serfa el momento

de inercia respecto del centro de masa.

Calculando todo desde el punto fijo, tenemos el H de un péndulo pero reemplazando la masa y
longitud por el momento de inercia

2 2
_Pu_ 3¢ _ Py _ V 39 .,
7-[—2] 2LICOS¢ = E—21+‘/eff<¢> = py=+4\/2IFE + LI cos (10)

De aqui obtenemos una expresién para p, que podemos graficar. Pero también podemos construir el
diagrama de fases a partir del potencial efectivo. Lo importante notar es que hay una energia muy
particular Er; que separa dos regiones I y III.

= Separatriz. El valor particular de energia £ = F, separa los dos tipos de movimiento. Esta
energia corresponde al valor méximo del V.¢f, que sucede cuando 1) = £m. También podemos
verlo como un caso limite del movimiento de libracién

Es = Vep(tp = £m) = 391 /2L ‘ + . (Es) =+ [r —arccos(1)] = £7 (11)

En el diagrama de fases, la curva separatriz (que dibujamos punteada) viene dada por la
ecuacion

3 3

= Region I: Libracion. Si E' < E, el movimiento esta acotado entre dos puntos de retorno, dados
por E = V.ss(1,). Hay una oscilaciéon respecto del minimo del potencial. Para la libracién el
movimiento esta acotado entre los puntos de retorno v, dados por la ecuacién

2FEL
_ ;Zf _ S—z[cos G = =+ {w — arc cos (371” (13)

= Region II: Rotacion. Si E > FE, el movimiento no esta acotado. Como se repite periddica-
mente cada 27, corresponde una rotacion. Los puntos de retorno vienen dados por la repeticién
del potencial efectivo, son (—m, 7).

El diagrama de fases es simétrico respecto del eje horizontal. Para calcular la variable de acciéon
solo es necesario calcular la mitad superior con p, > 0; la mitad inferior serd igual por simetria.
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Figura 1: Potencial efectivo y diagrama de fases para el péndulo fisico.
Explicitamente,
1 1 [v \/ 3¢ 1 [ \/ 3¢
J=— dp = — 2[F + —12 d — —4/2IE + —1I? d
or P 27r/1 1 COS¢¢+2W/2 o eosv ) dv
1 P2 3¢
=—2 2IE + —=1%cos ) dip (14)
2 Sy, L

Cada region tiene asociada una variable de accién distinta debido a que los puntos de retorno son
distintos en cada caso

1" 3
JH:—2/ \/21E+—gﬂcos¢d¢
2 r L

= 2/% \/21E+3gl2cos¢d1/1 (15)
I= on — L

Para hallar J;(E) hay que hacer la integral que figura alli.



Ejercicio 8

Nos dicen que una particula se mueve en un potencial

mA? 9 .
. P y y M2 , 5 (g+a)? siqg<O0 y

(q_a)Qa SZQZO

2

Este potencial corresponde a un movimiento oscilatorio alrededor de los puntos +a, como podemos
ver de la figura 2. Existen dos regiones diferenciadas; en una la oscilacién es alrededor de un tnico
minimo mientras que en la otra la particula oscila alrededor de dos minimos. Podemos encontrar
puntos de retorno cuando p =0

mA? 9 2F
E=""(g] 0 = lgl=at ) o5 >0 a7)

s Separatriz. El valor particular de energia I/ = E, separa los dos tipos de movimiento, y esta
dado por el valor de V,s; cuando p = ¢ = 0 con puntos de retorno en £¢*

mA? , 2F,
5 a — +q. =a+ e

E,=Vesp(qg=0) = = 2a (18)

= Regiones I: Libraciéon. En esta regién la particula oscila alrededor de un tnico minimo fijo
en g.; = —a. No podemos pasar de un minimo a otro porque la energfa no es suficiente para
superar la barrera de potencial. Segin las condiciones iniciales empezamos en una regién y nos
quedamos. En este caso estamos en ¢ < 0.
Si E < E, tenemos cuatro puntos de retorno, dos con ¢ > 0y dos con ¢ < 0.
Los dos con ¢ < 0 correspondientes a esta region son

—mz—(a—\/%), —Q2=—<a+\/%> (19)

= Regién II: Libracion. Esta region es totalmente andloga a la region 1, con la diferencia que
ahora ¢ > 0 y la oscilacién es alrededor de ¢., = +a. Los dos puntos de retorno de esta region
son +qi y +@a.

= Region III: Libracion. En esta regién la particula oscila alrededor de dos minimos. Aunque en
todas las regiones tenemos libracién, son oscilaciones diferentes, por eso les ponemos distintos
colores. Si E > E; solo tenemos dos puntos de retorno porque la rama a + /2FE/mA? es < 0
y por lo tanto no puede ser igual al valor absoluto |g,|. Los llamaremos +q3 = a + y/2E /mA2.
La definicion de q¢3 es igual a ¢o pero la energia es mas grande.

Nuevamente, cada regién tiene asociada una variable de accion distinta debido los diferentes
puntos de retorno. Aprovechando la simetria respecto del eje horizontal, las variables de accién para



Figura 2: Potencial efectivo y diagrama de fases para ejercicio 8.

cada regién son

1 q3
T = 9 / VamE — mPN(|q — a)? dg
27T —q3

1 q2
Jp=Ji = - 2 / V2mE — m2)\2(|q| — a)2dq (20)
a1

Para hallar J;(F) hay que hacer la integral que figura alli. Notar que J; = J;; debido a que por
simetrfa esas dreas son iguales; cambiar ¢ — —¢ no modifica el médulo en el Vis(q). Asi que para
hacer el calculo elegimos una (yo elegi ¢ > 0).

Lo que queria acé es hablar de un truquito. Uno puede hacer la integral en cada caso y chequear
que para la regién I el resultado es J; = E/A. Sin embargo, existe una forma mucho més simple
de llegar a este resultado. Se basa en explotar el hecho de que J = Area/2m. Si justo conocemos el
area de la figura que estamos integrando, por ser una forma geométrica conocida, entonces podemos
aprovecharlo para simplificar el cdlculo. En nuestro caso tenemos una elipse; si reacomodamos un
poco los términos en la ecuacion de la energia y suponemos que g > 0 veremos que

2 2 2 2 2 2
p* | mA p (¢—a)* _p°  (¢g—a)
— =F = ==4+=——=1 21
2m * 2 2mE * 2E/mN\?  B? N A? (21)
Por lo tanto podemos llegar facilmente a que
Area TAB 1 — [2F E oF
! 2m 2T o VAT mAZ A T wr=en oJ (22)



La frecuencia del movimiento en las regiones I y Il es wy = wir = .
Mirando tnicamente el grafico, cuanto dirfan que vale la frecuencia para la region 1117

(Espacio pensado para dejar suspenso...)

En IIT tenemos dos elipses, cada una de frecuencia A\. Como debemos recorrer dos de estas elipses,
la particula tarda el doble de tiempo de lo que tardarfa en una elipse, por lo que wr;; = A/2
(frecuencia es inversa de periodo!). Pueden chequear que haciendo algin cambio conveniente de
variables (sinu = \/mA?/2E(x—a)) se puede integrar para obtener Jr;; y llegar a la misma frecuencia.

El valor de A marca la pendiente de la cuadrética: si aumenta, el V,¢; crecerd mas rapidamente
y la distancia entre los puntos de retorno sera menor. En la figura 3 se muestra el potencial efectivo
para diversos valores de .
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Figura 3: Potencial efectivo para distintos valores de .
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