Mecéanica Clésica — 1ler. cuatrimestre de 2020
Primer parcial resuelto

m Problema 1. Dos barras sin masa forman una T rigida. Un extremo de la primera barra
(de largo 1) esta fijo al origen y todo el conjunto rota con velocidad angular w constante en
el plano de la figura. Una masa m se desliza a lo largo de la segunda barra. La masa esté
unida al punto de interseccién de las barras mediante un resorte de constante k y longitud

natural cero.

(a) Encontrar y resolver la ecuaciéon de Euler-Lagrange para s(t), donde la s se mide sobre

la segunda barra a partir del punto de interseccion.
(b) ¢Se conserva la energia? ;Se conserva la funcién h(s, s)?

(c) Existe un valor especial de w; ;cudl es y por qué es especial?

Solucién. a) Lo primero es elegir coordenadas para el sistema. El Lagrangiano debe descri-
birse desde un sistema inercial, asi que el origen debe estar en un punto fijo, por ejemplo
el circulo marcado en la figura de abajo. Estaria mal tomar como origen el punto de
interseccion de la T, debido a que rota. Tenemos una masa puntual que tiene 3 grados
de libertad, pero hay dos vinculos. Uno es que z = 0. El otro es que la velocidad angular
de las barras es constante. Queda un tnico grado de libertad para el problema, s. Las
coordenadas mds apropiadas para describir estos vinculos son polares, como en la figura

de abajo.
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Siguiendo la figura tenemos que

A

F(s,0) =17(0) +s6(0) o6  F(s,0) =11+ss. (1)

Aqui todavia no impuse el vinculo 6 = w que implica 8 = w t+0,, pero podria. La mayoria
escribié lo segundo, pero la verdad es que la identificacién con los versores polares es
inmediata. De aqui podriamos obtener fécilmente la velocidad si recorddsemos de memoria
(tenemos practica desde F1) que + = 66 y que 6 = —0 1. Si no lo recordamos no pasa nada,

los descomponemos en x e U y lo verificamos. Luego
V(s,0) =100+3$0—s07=(10+5)0—sO. (2)

Para hallar la energia cinética elevamos la velocidad al cuadrado. Esto es facil porque los
versores son ortonormales: T- T =1,0-0 =1y 10 =0 (no es necesario demostrarlo). Otra
opcion era descomponer la velocidad en cartesianas, pero la cuenta se empieza a hacer

larga. La energia cinética serd entonces

m
T=—>
2

(16 4 §) + 3292] : (3)
Para el potencial necesitamos la distancia entre la masa y el origen del resorte. El
extremo del resorte estd fijo en la interseccién de las barras, no en el origen, asi que esta

distancia viene dada simplemente por la variable s. En el enunciado nos dicen que la

longitud natural es cero para facilitar las cosas. Asi queda

moyo.. : k
T_v="1 [(19+s)2+3292 A (4)
2 2 —~—
=0
Un detalle muy importante acd. Los vinculos se imponen antes de escribir £. La idea
del formalismo es evitarnos la aparicién de las fuerzas de vinculo (que no realicen trabajo
virtual), y la forma de incorporar sus efectos es imponiendo los vinculos antes de escribir
L. Aqui el vinculo es que 8 = wt + 0y, y entonces 8 = w. Luego el Lagrangiano depende
Unicamente de una variable, como analizamos al principio
ks?

(Pw? + 2lws + §% + sw?) — > (5)

Lls,8) ==
Si no imponemos este vinculo, tendremos una ecuaciéon de E-L para 0 también. En ese caso
estariamos describiendo otro sistema, donde la barra no esta obligada a girar con velocidad
angular constante. Y si imponemos el vinculo recién en la ecuacién de E-L, llegariamos a
una respuesta incorrecta para s(t).

Una sutileza: fijense que al escribir £ fui explicito tanto en su dependencia como en

imponer el vinculo escribiendo explicitamente w en vez de 0 en £. Podriamos omitir una



PRIMER PARCIAL RESUELTO. 3

de las dos, porque se seguiria entendiendo, pero no las dos. Uno debe intentar ser claro
cuando explica un problema. Si escribimos

ks?

7 e:wa (6)

L= %1 [(19 +$)2 + sze'z] —
entonces no queda claro si se sabe que NO hay otra ecuacion de E-L para 0. El enunciado
no ayuda a aclarar el panorama porque solo pide la ecuacién para s.

Otro detalle es que se nos pide hallar la solucién s(t), pero a nivel Lagrangiano tomamos
a las coordenadas y velocidades como variables, independientemente del tiempo. Si escri-
biésemos s(t) en £ entonces todos los Lagrangianos dependerian tnica y explicitamente
del tiempo.

Si uno quisiera podria olvidarse en la ec. (5) a partir de aqui del término constante
ml?w?/2 y del término lineal mlws, que en el fondo es una derivada total: mlws =
d(mlw s)/dt; no cambian las ecuaciones ni la fisica de lo que sigue. Vamos a retenerlos

solo para mostrarlo. La ecuacién de movimiento es

d /0L oL d : 2
a(a)_a = E(1111(1)4—1115)—111(1) s — ks

A esta altura uno puede chequear unidades por las dudas: lo que aparezca en el pa-
réntesis debe tener unidades de frecuencia al cuadrado 6 s~2. Otra cosa importante es que
tenemos un resorte, asi que era esperable que aparezca su frecuencia natural w$ = k/m.

En el ejercicio pedian encontrar y resolver la ecuacion de E-L. Ahora, la resoluciéon
depende mucho de como uno escriba las cosas. Si miramos la primera igualdad en la
ec. (7) diremos que tenemos exponenciales, mientras que si miramos la taltima pensaremos
que tenemos un oscilador. La respuesta es que el ejercicio no aclara en qué caso estamos,
asi que debemos tener en cuenta todas las opciones posibles. Una forma de hacer esto es

proponer como solucién una exponencial y ver que
Propongo s(t) =De?' = Q?s= (wz — —> s. (8)

= w? > k/m: En este caso el paréntesis es positivo y podemos tomar la rafz, obteniendo

/ k
Q. =+0 =+ ‘”Z_n_m = s(t) = Ae®t 4 Be . (9)

Extra: podriamos analizarlo fisicamente. En este caso, la componente tangencial de la
2

dos valores

fuerza centrifuga, F§" = mw?s, supera la fuerza de restitucion elastica F§' = —ks, y la
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masa se aleja indefinidamente.

= k/m > w?: En este caso el paréntesis es negativo y tenemos un ntimero complejo

k . )
Q) =+10 = £iy/ —— w?2 =  s(t)=Ae " 4 Be " =Ccos(Qt+06). (10)

En este caso la fuerza de restitucion eldstica es mas fuerte y la masa oscila.

Notar que la definicién de Q es distinta en cada caso, pero en ambos estd definida como
la raiz de una cantidad positiva.

c) Si uno logra diferenciar entre estos dos casos, no es dificil ver que existe un caso
particular. El valor w? = k/m es especial porque marca la separacién entre estos dos

regimenes. Unicamente para este valor tenemos que
s=0 = s(t)=sp0+vot. (11)

En este caso las fuerzas se igualan y, al estar libre de fuerzas, la masa describe un MRU en
el sistema rotante.

Se puede apreciar que en cada caso la solucién es diferente, y para hallarla hay que
volver a la ecuacién diferencial. No podemos simplemente reemplazar O = 0 en los
primeros casos para llegar a un MRU.

b) Por dltimo nos preguntan por la conservacién de h y E. La de h es f4cil: vimos en la
cursada que si £ no depende explicitamente del tiempo, 0L/9t = 0, entonces h se conserva
(h, no E). Ojo que esas son derivadas parciales, no totales. Y en nuestro caso £ depende de
sy $, como explicitamos en la ec. (5), pero la letra t no aparece, asi que h se conserva.

No lo pedian pero podemos ver quién es h

. 0L ms? N ke ms?  mliw?
2 2

Es mds, podemos corroborar que es constante. Para eso calculamos su derivada fotal

h k k
d—:ms'§+(——w2)mss': {é}—l—(——wZ) s] ms =0, (13)
dt m m

donde lo que estd entre corchetes se anula porque es la ecuacién de E-L (7).
Por otro lado nos preguntan si se conserva E. Que £ no dependa de t nos dice que h se

conserva, pero no nos dice nada sobre E. Debemos buscar otro camino. Existen varios:

= La forma mds simple seria ver si h = E. En la cursada vimos una demostraciéon que decia

que si la energia cinética es homogénea de grado dos en las velocidades y el potencial
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no depende de las velocidades, entonces h = E. Aqui V = V/(s), asi que la altima parte
se cumple, pero

T(s,Aé) = “71

[(Pw? + 2w (As) + A%8% + s*w?] £ A T(s, $). (14)

Por lo tanto, h # E.

= Otra forma de ver si h = E es comparar sus expresiones. Ya hallamos h. Por otro lado

2.2 L 22 2.2 ks?
(Pw? + 2lws + §* + s*w?) + —. (15)

m
E—Tav=T
V=3 2

Comparando con la expresién de h en (12) vemos que son diferentes, por lo tanto h # E.

Detalle Técnico: Ver si h # E es el método mds usual y tentador para ver si E se
conserva. En principio estd "bien"decir que si h es constante y h # E entonces E no se
conserva porque es lo que sucede en la gran mayoria de los casos de interés (99 %?).
Sin embargo, técnicamente una cosa no implica la otra (y por eso no hemos hecho tal
afirmacién en la cursada). Puede ser que existan en el vasto mundo de la mecanica
algunos contra-ejemplos donde h no es E pero ambos se conservan.

En ese sentido, seria un poco mds seguro continuar por alguno de los siguientes
caminos:

e Asi como chequeamos que h se conserva calculando su derivada total y viendo que

se anulaba, podemos hacer lo mismo con la expresién (15) de la energia

% = mlws + mss + <n£1 + w2> mss # 0. (16)
Formalmente, habria que reemplazar las soluciones halladas en el inciso 4) para ver
que esto no se anula. Pero podemos decir que en un parcial con esto alcanza para
decir que E no se conserva. Si toda esa expresion se anulara para cualquier valor
de t, probablemente a esta altura hubiésemos encontrado algiin tipo de ecuacién
o conservacién que nos permita verificarlo, como sucedi6é para h que apareci6 la
ecuacion de E-L.

e Otra forma era recurrir a argumentos de Fisica 1 (la carrera es constructiva!). Sa-
bemos que la energia se conserva si no hay fuerzas no-conservativas que hagan
trabajo. Un error comun es pensar que aqui no hay ninguna de esas fuerzas. Pero
eso es falso; alguien tiene que hacer rotar a la barra con w = cte. En este caso hay
un motor (o algo) que hace girar a la barra, y la barra ejerce una fuerza normal
sobre la masa para mantenerla sobre ella. Esta fuerza es perpendicular a la barra,
N = —N#. El préximo error consiste en una trampa muy sutil. Como la masa solo

puede moverse en 0, entonces uno concluye rdpidamente que Wine = N - d¥ = 0
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y por lo tanto la barra no hace trabajo porque ¥ L 6. Pero eso no es cierto. La
trampa estd en que 0 es un versor mdvil, y por lo tanto su desplazamiento tendra

una componente en T (si no, se quedaria en un eje fijo y no rotaria).

Por lo tanto Wene = N - dF # 0y E no se conserva. La fisica de fondo es que cuesta
trabajo mantener a un objeto rotando con w = cte. Si sélo le damos un impulso
inicial, la masa empezard girando pero después se ird en linea recta en ausencia de
fuerzas, aumentando 1 y 0. El asunto estd en los versores méviles. En cambio, si
por ejemplo empujamos una masa por una pista de hielo recta, alli la Normal es

perpendicular al desplazamiento y no hay trabajo.

Acd va un extra: una demostracién sobre el hecho de que d¥ no es perpendicular a N. Para
calcular el diferencial de una funcién (o un vector en este caso), derivamos (parcialmente)
respecto de cada variable de la que depende. En nuestro caso, 6 = wt aparece en los
versores, por lo que

. oF . or
7(s,1) = Li(wt) + s O(wt) = d?@,ﬂ::EEds+5£dt (17)

= dF(s,t) =0ds+ (lw6—sw)dt = (lw dt + ds)0 — sw dt 7. (18)

Y aparece la componente prometida en t, que vino de derivar los versores debido al hecho
de que son mdviles. Notar que si dividimos por dt recuperamos la velocidad que calculamos
en la ec. (2).

m Problema 2. Considere una particula de masa m que se mueve bajo la accién del potencial

Vi) =— -5 (kc>0). (19)

Suponga que el segundo término es una perturbaciéon al potencial Kepleriano. Por simpli-

cidad, defina la cantidad o = 1?/2m, siendo 1 el momento angular de la particula.

(a) Estudie el problema unidimensional equivalente, grafique el potencial efectivo y dis-
cuta cualitativamente las trayectorias posibles.

(b) ¢En qué casos es posible la existencia de 6rbitas no acotadas? Justifique su respuesta.

(c) ¢Bajo qué condiciones existen Orbitas circulares? Analice su estabilidad. Determine el

radio r. de la 6rbita circular estable en funcién de los datos del problema.

(d) Halle la frecuencia de oscilacién radial para pequefios apartamientos del radio r.

asumiendo que o? = 4ck. Analice si la 6rbita resultante seré abierta o cerrada.
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Solucién. El potencial efectivo sera

Ver(r) = 5 ——— 3 (20)

donde

x (21)

=

Para radios suficientemente grandes, el término que domina en el potencial es —k/r. Esto
implica que siempre puede haber 6érbitas no acotadas con energia mayor que cero. Para
radios suficientemente chicos, predomina el término —c/r3. Los puntos estacionarios de la

funcién V. satisfacen la ecuacion
—2ar + kr? 4+ 3¢ = 0. (22)

Las soluciones de esta cuadratica son

=R

= <1i 1—%). (23)
e Si

o? > 3ck, (24)
entonces las dos raices corresponden a la regién fisica r > 0. Teniendo en cuenta el

comportamiento asintético para r — co y v — 0, la tnica posibilidad que existe es que

T_ sea un maximo local y v, un minimo. El potencial tiene que tener el siguiente aspecto:

Vef(r)
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Que existan 6rbitas acotadas implica que la coordenada radial se encuentre limitada entre
dos valores. En consecuencia, para que existan o6rbitas no acotadas es necesario que la
energia E de la particula sea tal que 0 < E < V(r_), para movimientos admisibles
fisicamente (E > V) que cumplan v > r_. De esa forma, la particula tendrd un punto
de retorno cuando E = V,;, pudiendo escapar luego al infinito una vez alcanzado aquél.
Si la energia de la particula estd entre los valores citados pero v < r_, entonces la misma
terminard cayendo a r = 0, con lo cual su movimiento, en ese caso, serd acotado.

En la figura anterior hemos elegido dibujar el maximo del potencial por encima de cero,
lo que debe ser cierto para valores lo suficientemente pequefios de c, ya que el grafico debe
aproximarse al del potencial efectivo para el problema de Kepler. Nada dice que eso debe
ser siempre asi. El valor mdximo del potencial efectivo es

T

Upnax = — (ar— —kr? —¢). (25)

T

Puesto que r_ satisface la ec. (22), el término kr? dentro del paréntesis puede escribirse en

funcién del propio r_, con lo que resulta

1 o? /. 3ck 2ck
Umax = E (—O(T, —+ ZC) = —E <1 — 1— ? — ?> . (26)

Es facil verificar que Uy, es mayor que cero si «? > 4ck. Caso contrario, el valor maximo

del potencial efectivo es negativo y su grafico seria, en realidad, el siguiente:

Vef(r)

e Por otro lado, si

o’ < 3ck, (27)
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el potencial efectivo no tiene ningtin punto estacionario:

Vef(r)

Sélo cuando o? > 3ck puede haber 6rbitas circulares, con radios r_ y 1., inestable la
primera y estable la segunda. En tal caso es 1. =1,
Sit=r71.+ €, con e K1, la ecuaciéon de conservacién de la energia se lee como

Ime? + IVii(re)e? = & — Vig(re), (28)

que es la ecuacién de conservacion para un oscilador lineal. La frecuencia de las oscilacio-

nes estd dada por

"
w? = %YC) (29)
Tenemos
(1) = %5 (3ot —kr* —6¢) . (30)
Usando la ec. (22), podemos escribir
kr? = 2ar, — 3c. (31)

Luego,

) = & (e~ 30). (32)

C
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Si o2 = 4ck resulta

c . 6C
Te = 3\/;) y ef(Tc) - g (33)

Finalmente,
6c
w?=—. (34)
mr2
Por otro lado, la frecuencia de revolucién angular para la 6rbita circular estd dada por
Wy =—5. (35)
Nos serd méds comodo escribirla segtin

w2 = —— = : (36)

Si o? = 4ck, resulta

w2 _4vek  4vek 12

=T = . (37)
¢ mrd mr2  mr
La 6rbita perturbada serd cerrada si la relaciéon w,/w es racional. Pero
w
—2 =V2. (38)
w

Entonces la 6rbita es abierta.

m Problema 3. Dos bolitas de masa m estdn enhebradas en sendos rieles separados por
una distancia 2a y se encuentran unidas por un resorte de constante eldstica k y longitud

natural 1y, tal como indica la figura.

m
)
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(a) Escriba las ecuaciones de Euler-Lagrange y encuentre la o las posiciones de equilibrio

del sistema. ;Cuando es estable?

(b) Escriba el Lagrangiano en la aproximacion de pequefias oscilaciones para los puntos

de equilibrio hallados en el item anterior asumiendo que: i)l > 2a y ii)ly < 2a.

(c) Encuentre los modos normales de oscilacion del problema y las frecuencias corres-
pondientes. Discuta fisicamente el resultado obtenido. ;Qué puede decir sobre las

coordenadas normales?

Solucién. Por simetria, la configuracion en la que las dos masas estdn sobre la misma linea
vertical es de equilibrio. Es mas o menos intuitivo que si la separacioén entre los dos rieles
es menor que ly, esta configuracion serd de equilibrio inestable: una pequefia perturbacién
le da la oportunidad al sistema de relajarse hacia la posiciéon de equilibrio en la que la
distancia entre las dos masas es 1y. Esto no es posible si ly < 2a. Ahi la configuracién con
las dos masas en la misma linea vertical ha de ser estable. Aunque dificilmente se necesiten
mayores argumentos que estos, veamos con detalle como es la forma del potencial de
interaccion.

Las posiciones de las dos particulas quedan definidas por las coordenadas x; y x,. La
energia potencial es funcién de la separacién horizontal entre las dos masas.

X2

X1

V(x1,x2) = U(x; —x1) = %k [\/(xz —x1)2+4a?—1, ’ . (39)

Es suficiente considerar la funcién de una variable U(x). Su derivada primera es

U'(x) =k <\/ x2 +4C12 — lo) \/ﬁ (40)

Esta funcién se anula en x = 0, tal como preveiamos, y también se anula cuando

Vx2+4a2 =1, = x*=1—4ad°. (41)
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Esto sélo es posible si 1y es mayor que 2a. Entonces, si 1o > 2a la derivada de U(x) se anula

enx =0y enx = %£Xxq, con

xo = 1/13 —4a?. (42)

Sily < 2a, U'(x) s6lo se anula en x = 0. Para determinar la naturaleza de estos puntos
estacionarios podriamos calcular la derivada segunda, pero no es necesario. Un argumento
gréfico es suficiente.

La funcién U(x) para x > a, 1o se comporta como
kx?. (43)

Si s6lo hay un punto estacionario en x = 0, ese punto no puede ser otra cosa que un
minimo. Del mismo modo, si existen tres puntos estacionarios, en x = +xo y x = 0, este

altimo no puede ser otra cosa que un maximo local y aquéllos, minimos locales.

U(X) A U(X) A

> >

10<2(l 10>2CL

Analicemos primero el caso 1y < 2a. Tomemos como configuracién de referencia

X10 = X20 = 0. (44)

Las coordenadas de pequefias oscilaciones serdn x; y x,. Expandamos el potencial hasta
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términos de orden cuadratico en x,
2 2 k
U(x) ~ Tk (Za +——— lo) ~ 1k(2a—1o)* + 4—(2a —1o)x2. (45)
a
Al escribir el lagrangiano de pequefias oscilaciones podemos omitir el término constante:

o . . k
L(x1,X2,X71,%2) = %m(x% +%3) — 4—a(2a— lo)(x2 —x1)2. (46)

Para reducir el nimero de parametros dimensionales, dividamos £ por ma? y redefinamos

Xi/a — x4, con lo que resulta

1

5L (x1,%2,%1,%2) = 1(x7 +%3) — Twi(x2 — x1)?, (47)

ma

donde
k l

== (12, 48
U < 2a (48)

Las matrices M y V son

1 0 5 1T -1

M = , V= wj . (49)

es
A—=1 1
det =0. (50)
T A=1
Luego,
AA—=2)=0. (51)
Las soluciones son Ay = 0 y A, = 2. Es decir, las frecuencias normales son w; = 0y

W, = V2 wy. Esta tltima frecuencia puede verificarse de manera directa: cuando el resorte
estd orientado verticalmente ejerce una fuerza igual a —k(2a — lp). Si las particulas se
apartan horizontalmente una distancia x < a, habrd una componente horizontal de la

fuerza igual a

Fy = ——k(2a — lo) = —xk (1 — —) : (52)
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La evolucién de la coordenada relativa x estd asociada a esta fuerza y a la masa reducida
i =m?/2m = m/2. Luego, la frecuencia es

ok L

tal como indica el problema de autovalores y autovectores.

Los autovectores son

A = , A = (54)
1 —1
La solucién general es
X1
= (Cy + Cit)A; + (Cy cos wat + Chsin wyt)As. (55)
X2
El primer modo normal corresponde a una traslacién rigida,
A, -M-
M= X XX (56)
VAT -M-A; V2
el segundo, a un movimiento de oscilacién con las particulas en contrafase,
A->-M- _
2 X _Xq X2 ( 57)

RTUA, MA, V2

Analicemos ahora las oscilaciones alrededor de la configuracién de equilibrio estable
para el caso lp > 2a. Es cierto que hay dos configuraciones de equilibrio estable, pero a
todos los fines practicos son equivalentes.

X0 —X0

/ N\
/ N

Tomemos como configuracién de referencia x19 = 0y x20 = xo = /15 —4a?. Como

coordenadas de pequenias oscilaciones definamos y; = x; e Yy, = x, — xo. Esto es,

X=X —X] =X0+Y2—Y1 =Xo+ VY. (58)
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Expandiendo el potencial U(x) alrededor de x = x,, conservando términos de hasta orden

y? resulta

2 2
U(x) = 1k [¢4a2 + (%o +y)2 — lor ~ 5k {lo (1 + @) - lo} =3k (X—°) y? o (59)

El resultado puede entenderse graficamente:

dl~ dysinx = 5y¥
0

En definitiva, el lagrangiano de pequefias oscilaciones es

2
£y, 1) = Imi? +12) — Lk (’f—) (y2 — 1) (60)

Dividiendo de nuevo por ma? y redefiniendo y;/a — yi, queda

1
ma?

L(y,9) = 3(y7 +93) — 305(y2 —y1)?, (61)

donde ahora

k X 2

~2 0

wi=—1=1 . 62
0 m<lo) ( )

Se trata otra vez del lagrangiano (47). No es necesario hacer ninguna cuenta mds. Las
autofrecuencias van a ser 0 y V2 @o; los autovectores y modos normales van a ser los

mismos de antes, cambiando x; por ys.

m Problema 4. Calcule la seccién eficaz diferencial de un haz de particulas idénticas que
inciden sobre un casquete esférico de radio R y altura a, tal como se indica en la figura de
la pagina siguiente. Suponga que a < R, de forma tal que las particulas sean reflejadas una

sola vez. A partir del resultado obtenido, encuentre también la seccién eficaz total.
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Esquema del problema.

Solucién. La resoluciéon de este problema es andloga a encontrar la seccién eficaz de una
haz de particulas que inciden sobre un casquete esférico como el de la figura anterior pero
sobre su lado convexo (es el ejercicio 6 de la Guia 4 y colgamos un PDF en el campus y la

pégina con la resolucién de dicho ejercicio, en la clase del Jueves 14/05).

Para empezar, lo primero que hay que tener en cuenta, incluso antes de plantear en el
dibujo el dngulo de scattering, es de qué forma salen dispersadas las particulas al incidir
con un pardmetro de impacto b sobre una superficie rigida. Con argumentos de F1 (y se
supone que uno ve esta misma cuenta en esa materia) pueden demostrar que el dngulo
con el que se desvian las particulas con respecto a la normal a la superficie en el punto de
choque es igual al dngulo de incidencia. No hacia falta demostrar esto en el parcial, con
decirlo bastaba.

Planteemos el problema. En la siguiente figura se muestra un ejemplo de un planteo

correcto del ejercicio.

Planteo del problema.

Acd usé la misma convencién de d&ngulos que dio Juan en su clase, donde o mide la posicién

de la particula desde la posicién inicial y «., da la direccién de la particula cuando t — oo.


http://materias.df.uba.ar/mca2020c1/files/2019/02/guia4.pdf
http://www.iafe.uba.ar/u/snuza/material_adicional_guia_4_facundo.pdf
http://materias.df.uba.ar/mca2020c1/files/2020/05/Mecanica_Clasica_2020_1c_clase_practica_18_mayo.pdf
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Ademés, se encuentra el d&ngulo de scattering © que por definicién debe ser positivo:
0 =|m— ool (63)

Este dngulo, al igual que «, definen la direccién en la que se dispersa la particula (y
esto es muy importante). Muchos en sus parciales utilizaron otra convencién de angulos
(particularmente 0’ = 271 — ), y en varios casos estaba bien, siempre y cuando hubiesen
sido consistentes con el planteo de un problema de scattering.

Por dltimo, notamos los dngulos 1 y r de incidencia y reflexién, respectivamente. Es
una propiedad geométrica de una esfera que la direcciéon radial sea perpendicular a su
superficie, por lo que el dngulo de incidencia serd igual al dngulo de reflexién, si ambos
son medidos con respecto a esta direccion.

Si nos avivamos de la aclaraciéon que se nos hace en el parcial: a < R de forma tal que
no haya reflexiones internas. La idea con este hint no era que realizaran ningtn tipo de
aproximacién, simplemente saber que el problema no sugeria que plantearan la posibilidad
de que las particulas chocaran dos veces contra la cdscara, como se muestra en la siguiente
figura. Se puede demostrar que existe un parametro b, para el cual i = v = 7 y por lo tanto
0 = 7. Para todo b > b, (siempre que b < a), la particula rebotara dos veces. Si a < b,

esto nunca ocurre.

—d

Reflexiones internas

Una vez planteado el problema de esta forma se puede proceder a calcular la seccién

eficaz total. Si recordamos la formulita

aQ sin(0)

do b(0) ‘db(e)‘ (64)
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Bésicamente, lo tinico que hay que encontrar es la dependencia del pardametro de impacto
con 0 y el problema esté resuelto (o casi todo). Si miran con cuidado la primera figura, se

daran cuenta que podemos expresar a b de la siguiente forma:

b =R - sin(r). (65)

O sea que basta ver de qué forma se relacionan r y 6. Nuevamente, observando en la

primera figura se ve que:
rT+i=2r=2n—a, =7m—6. (66)
Ergo, el parametro de impacto en funcién de 0 queda expresado como
b(0) =R -sin(7t/2 —0/2) = R-cos(0/2). (67)

Usando la propiedad trigonométrica

sin(0) = 2sin(0/2) cos(0/2) (68)
llegan a que
do R?
- (69)

Como a muchos les comenté en sus parciales, la seccién eficaz diferencial que obtienen es
la misma que la de una esfera rigida de radio R.

Vamos entonces a calcular la seccion eficaz total. Una vez que llegan a la ec. (69), lo
tnico que tienen que hacer es integrar la expresion en el angulo sélido, pero ojo aca: La
seccion eficaz que encontraron sélo esta bien definida para 0 € [0,,i,, 71]. Esto se debe a
que b esta restringido a [0, a] (para valores mayores a a, las particulas no chocan, asi que no
tiene sentido considerarlo), y por lo tanto, si b = 0, entonces 6 = 7 es maximo, ysib = a
entonces 0,,;, = 2 - arccos(a/R) > 7/2. Por otra parte, jpor qué no considero valores de b
menores a 0? El problema tiene simetria de revolucién, asi que lo que hicimos hasta ahora
fue resolver la mitad en la que b € [0, a, y por simetria, la seccién eficaz diferencial es igual
en [0, —a]. Al calcular la seccién eficaz total, tenemos que integrar en el angulo sélido, que
es la expresion para un diferencial de superficie de una esfera unitaria (y al hacer esto, ya
incluimos a la otra mitad que "dejamos de lado"). Por lo tanto

o= Jj—gdﬂ _ J:ﬂ r R{ in(0)d0dd. (70)

9min
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Haciendo la integral, llegan a que

RZ
o= Tﬂ [— cos(0)

] . )

emin

Es importante que la seccion eficaz les de positiva ya que les habla del flujo de particulas
por unidad de tiempo, normalizada por el flujo de particulas incidentes (relean la seccién
1.1 del PDF de Juan).

Por dltimo, como también a muchos les comenté, y es solo un detalle, usando la relacién

1+ co8(0p) = 2 082 (0,1n/2) = 2 (%)2, (72)

pueden llegar a una expresiéon mds amena:

o = ma’. (73)


http://materias.df.uba.ar/mca2020c1/files/2020/05/Mecanica_Clasica_2020_1c_clase_practica_18_mayo.pdf

