Mecénica Clésica — ler. cuatrimestre de 2020

Clase practica del jueves 7/5. Problema 8 de la Guia 2.*

Las dos caras del calculo variacional

En Mecanica Clasica, los problemas de calculo variacional son de dos clases. En los de la
primera clase, se aplican las herramientas del cdlculo variacional para resolver problemas
de mecanica. En los de la otra clase, se aplican técnicas del formalismo lagrangiano para
resolver problemas de célculo variacional. Por ejemplo, encontrar la trayectoria de una
particula en tiro oblicuo minimizando la accién dentro de cierta clase de funciones es un
problema que usa métodos de célculo variacional para resolver un problema de mecénica.
Es decir, pertenece a la primera clase de problemas. Por otro lado, encontrar la superficie
de revoluciéon de drea minima generada por una curva que pasa por dos puntos es un
problema de célculo variacional en donde pueden emplearse resultados del formalismo
lagrangiano de la mecénica clasica.

El problema que veremos hoy pertenece a esa segunda clase. Resolveremos un problema
de calculo variacional usando algtin resultado de los que ya hemos visto en el contexto
de leyes de conservacion para un sistema mecanico. Se trata de encontrar la curva que
minimiza el tiempo de caida de una particula entre dos puntos. No debe confundirlos
que el problema variacional sea formulado a través de un sistema mecanico. Aqui no hay
acciones que minimizar. Las ecuaciones de movimiento son conocidas. El problema no es
mecénico sino de célculo variacional. Sabemos en principio como encontrar r(t) para una
particula que se mueve sobre una curva en un campo gravitatorio uniforme. El problema
no es ese. El problema es encontrar la curva que hace minimo el tiempo de caida entre dos
puntos dados. Tal curva recibe el nombre de braquistécrona.

El problema de la Braquist6crona

En un campo gravitatorio uniforme, una particula se desplaza en un plano vertical sobre
una curva que une dos puntos. Se trata de demostrar que la curva que hace minimo el
tiempo de viaje entre los dos puntos es una cicloide. Por simplicidad, asumiremos que
inicialmente la particula tiene velocidad nula, de modo que necesariamente el punto de
llegada tiene que estar a una altura menor o igual a la del punto de partida. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que el punto de partida es el origen de coordenadas y que

el punto de llegada tiene coordenadas (a,b), como muestra la figura.
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La curva nunca puede estar por encima de la alturay = 0. Antes de buscar la curva 6ptima,

vamos a hacer unas comparaciones del tiempo de viaje a lo largo de dos curvas sencillas.
Es cierto que una linea recta entre los dos puntos minimiza la distancia, pero para ver

que no necesariamente minimiza el tiempo comparemos el tiempo de caida a lo largo de la

recta con el tiempo de caida a lo largo de la curva en forma de L que muestra la figura.
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El movimiento sobre la recta que une los dos puntos, es equivalente al de una particula en

un plano inclinado. Debe recorrer una distancia

d=+va?+b2 (1)

> X
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La aceleracién en la direccién tangencial al plano es

b
9’ =gsina = ———4g (2)
\/a? +b?
Luego, a partir de la ecuacién
g/

resulta

[ 2
trecta = g_b V a? + b2. (4)

Para la curva en forma de L. El tramo vertical es recorrido en un tiempo

2b
t = 9’ (5)
llega al codo de la curva con velocidad
vi =+/2bg (6)
y recorre el tramo horizontal en un tiempo
a
t, = —. 7
2= (7)
El tiempo total es
2b a
tr=t1+ty =4/ — + (8)

9\/@'

La comparacién entre los dos tiempos es més facil si los reescribimos como

\/gtma =1+ (%)2» )

Necesitamos comparar las funciones

frecta(X) =V 1 +X2) fL(X) =1+ >2_( (11)
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donde x = a/b. El gréfico de las dos funciones es como muestra la figura.

frecta (X)

1,5

tI_ > trecta tI_ < trecta

0,5 1 4 15 2
3

El cruce ocurre en x = 4/3. Esto quiere decir que para a/b < 4/3 la recta es la que da el
menor tiempo de viaje, comparada con la curva en forma de L. Para a/b > 4/3, el menor

tiempo de viaje lo da la curva en forma de L.

a - é_l a 4 a - 4
b "3 b 3 b~ 3
~a
\ @
—> t < trecta
\ ¢
trecta = L
——
Jcrecta < tL

Volviendo al problema inicial. Para una curva arbitraria € el tiempo de viaje es
d
T[e] :J ) (12)
eV

Por conservacion de la energia,

ymv? —mgy =0, (13)
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de modo que

v(y) = v/29y. (14)

Tenemos que pensar cémo escribir ds en la expresion (12),

ds = /dx? + dy?; (15)

es decir, si conviene tomar x 0 y como variable independiente o si es necesario introducir
un tercer parametro. Es mds o menos intuitivo que las curvas de descenso mas rapido
tienen que parecerse a alguna de las curvas de la figura de la izquierda, y no a las de la
tigura del centro, donde se pierde tiempo en subir y bajar un mismo trayecto vertical, y por
similares razones tampoco esperariamos curvas como las de la figura de la derecha. Las

curvas de la figura de la izquierda admiten una representacién de la forma y = f(x).

Y
]
r

Y

a -
: X

De modo que plantearemos el problema tomando x como variable independiente y es-

cribiremos

ds:\/dx2+dy2=\/1—|—y’2dx. (16)

Asi, el tiempo de descenso es

Tyl =

a 12
J ax Y7 (17)
0 Yy

1
\/29
El problema variacional consiste en encontrar la curva y(x) que minimiza T[y] sujeta a las

condiciones auxiliares

(18)
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Podemos verificar que la ec. (17) da el tiempo correcto cuando la curva que une los dos

puntos es una linea recta; es decir, cuando

y(x) = > x. (19)

En tal caso

como en la ec. (4).

Volviendo al problema variacional:

1 a 1 + y 12 y (0) - O»
e minimizar T[y] = —J dx , con las condiciones . (21)

V2970 v y(a) =b.

El problema aparentemente tiene tres pardmetros independientes, a saber: g, a y b. En
realidad es posible reducir en dos el nimero de pardmetros. En esencia, podemos medir
las distancias en unidades de a y los tiempos en unidades de y/a/g. Mediante el cambio

de variables

X
X = aa (22)
Y(X) = Ly(aX), (23)
a
resulta
Y00 = lav(x/a) = 0, (24)
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y, por lo tanto,

(25)

Il
=

El factor que multiplica la integral tiene unidades de tiempo y es independiente de la curva
Y(X). Si definimos

Y] =/ 22 Ty, (26)

TlY] =

dX con las condiciones (27)

J] -] + Y/Z Y(O) = O,
0 Y Y(1)=r.

De esta forma eliminamos lo que es accesorio. El problema depende de un tinico pardmetro,
T = b/a. Esta reduccion es importante. Pasamos de tener tres pardmetros a tener uno soélo.
La funcional que buscamos minimizar tiene la misma forma que la integral del principio

de Hamilton en mecanica; se trata de una integral de accién del tipo

X2
T[Y]:J ax £(Y,Y’, X), (28)
X3
donde
12
LY, Y, X) = HYY . (29)

Las trayectorias que extreman T[Y] satisfacen la ecuacién de Euler-Lagrange

d /0L 0L

Sin embargo, podemos usar lo que ya hemos aprendido de los sistemas lagrangianos para

no tener que escribir esta ecuacién explicitamente.

En mecdanica siempre estamos atentos a la existencia de coordenadas ciclicas y a la
dependencia explicita 0 no del lagrangiano con el tiempo (en este caso X). Sabemos que
si ocurre cualquiera de estas dos cosas, podemos trabajar con ecuaciones mds simples que
las de Euler-Lagrange, pues conocemos integrales primeras del movimiento. En el caso del
lagrangiano (29), la coordenada Y no es ciclica, pero £ es independiente de X, de modo

que se conserva la funcién h. En lugar de escribir la ecuacién de Euler-Lagrange podemos
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trabajar con la ecuacién de conservacion
h(Y,Y’) = constante.

Para £ dado por la ec. (29), la funcién h es

0L(Y,Y) % 1+Y72
RV, YY) =V == = L) = —— - —=-
(1+Y2)Y

Teniendo en cuenta la forma de esta expresion, la ec. (31) puede escribirse como

1
h(Y,Y") = BV
de manera que
(1+Y?)Y=A.
Despejando Y/,
A=Y
Y = —~

que es la ecuacion diferencial de la trayectoria. Reescribimos esto como

Y
(/o Y = dX.
Ay =4
Y
X=|dY /- +B.
J A-Y "

Integrando,

Fijando la condicién Y(0) =0,

Y
[Y
X=| dY /——.
L A=Y

(14+Y2)Y

(31)

(35)

(36)

(38)

La integral puede hacerse mediante una cadena de sustituciones. Es claro que podriamos

componer todas las sustituciones en una sola, sin embargo las haremos de una en una. En

primer lugar sacamos factor comtin A dentro de la raiz y definimos

(39)
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(andlogamente u = Y/A) con lo cual

X v u
—=1 d . 40
A JO b 1—u ( )

Podemos llevar esto para el lado de las funciones trigonométrica definiendo primero

u=v?, (41)
de lo que resulta
X v v2
—=2| dv —/——. 42
A Jo Y V1—v? (42)

v =sin=. (43)

La razén de haber introducido un factor 1/2 se verd en un momento. Luego de hecha la

sustituciéon anterior queda

0 o oo
Jd191 Cosf}:G sm@'

o 5 5 (44)

—zjeda sin2 2 —
0 2
Si se tratara del problema de resolver una integral, llegados a este punto desandariamos
toda la cadena de sustituciones para dejar escrito X en funcién de Y. Pero hemos visto
que no hay razén para pensar que la trayectoria sea expresable en la forma de una funcién
X(Y). De modo que la utilidad de escribir una expresiéon para X(Y) puede ser limitada.
Mas 1til es aprovechar los cambios de variables intermedios para expresar X e Y de forma
paramétrica. Es decir, ni X como funcién de Y ni Y como funcién de X.

La dltima ecuacién nos da X como funcién de 6. Por otro lado, puesto que

v=1u=+/Y/A, (45)

la ec. (43) nos da

'Y ) /1 —cos0
K—Slnz— T. (46)

Y _1—0056

Luego,

> |
N
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Redefiniendo A/2 — A, finalmente la ecuacién de la curva que extrema el tiempo de viaje

entre los dos puntos queda escrita de manera paramétrica como

X(0) = A(0 —sin0),

(48)
Y(0) =A(1—cosB).
Estas ecuaciones representan una cicloide, como muestra la figura.
0 — sin 0 0 X/A
1
1— [ ) . -
cos y/e
Y/A
0=0 2n
X/A
T "
Y/A T

La variable 0 tiene la interpretaciéon de un dngulo. Para 6 = 0, estamos en el punto de

partida (0, 0).
Sabemos que la curva extremal es una cicloide. Ahora debemos buscar la cicloide que

conecta el origen con punto con el punto de llegada, que tiene coordenadas

X=1Y=r, conrzg. (49)



PrRAcTICA 7/5. Guia 2. PROBLEMA 8: LA BRAQUISTOCRONA. 11

Deberiamos entonces ser capaces de encontrar A y O tales que

X(@) =A(O —sin®) =1,
(50)
Y(©®) =A(1 —cos®) =r.

La figura muestra dos ejemplos de este ajuste de los pardmetros para distintos valores de r:
el primero de orden 1 y el segundo bastante menor que 1. Notar que las dos figuras estan

graficadas a la misma escala.

Con argumentos geométricos se puede demostrar que existe una y sélo una cicloide que
cumple las condiciones del problema. Para verlo analiticamente, dividamos entre si las dos

ecuaciones anteriores, lo que implica

® —sin®

- 1
1 —cos® (51)

!
T

Queda como ejercicio demostrar que la funcién del segundo miembro es estrictamente

creciente y que varia entre 0 para © = 0 e infinito para © — 2.
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20

10

1 3
7C Uy 5T 2m
Asi, la ecuacion anterior siempre tiene una sola solucién

@ =0(r), (52)

que en la préctica se calcula numéricamente. Una vez que tenemos O, el valor de A puede
obtenerse, por ejemplo, a partir de la ec. (50),

T

Las funciones O(r) y A(r) se muestran en las siguientes figuras.

27T ¢
5 2
3 o) : Alr)
] 1/27 ¢
1 3 5 1 2

Encontrada la curva extremal, resta calcular el tiempo de viaje asociado a esa curva
Para el problema adimensionalizado, el tiempo de viaje era [ec. (27)]

1 /
Y] :J ax /- *YYZ. (54)
0

Debido a que hemos encontrado la curva en forma paramétrica, lo mds cémodo es trans-

formar la integral anterior a una integral sobre 0. Cuando X varia entre 0 y 1, el angulo 0




PrRAcTICA 7/5. Guia 2. PROBLEMA 8: LA BRAQUISTOCRONA. 13

varia monétonamente entre 0 y ©. Ademads

dX V1+Y2 =doe \/(%)2 + (dY>2. (55)

do de

Luego,

® 40 ax\? /dv\?
o= [ 5y () () i

A partir de las ecuaciones

(57)
Y(0) = A(1 —cos ).
resulta
ax\? /av\?
(£> + (@) =2A%(1 —cosB) = 2AY. (58)

El integrando en la ec. (56) queda particularmente sencillo,

SV (&) (@) -

Entonces, teniendo en cuenta que vamos a evaluar el tiempo de viaje sobre la cicloide

calculada para el pardmetro 1, directamente escribimos todo como funciones de r,

e(r)
r) = V2AT) | do = VZAT e, (60)
0
Para evaluar esta expresién necesitamos calcular numéricamente los valores de A y de ©
segun el dato r = b/a.

A modo de comparacién, el tiempo de caida siguiendo la linea recta que une los dos

puntos es, en términos de los pardmetros originales del problema,

2(a? +b?)
trecta = - 4 - 61
t R o1

Para llevarlo a la forma adimensional lo reescribimos como

a a b
trocta = 24/ =— A/ — + —. 62
t 2g b T4 (62)
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Como antes, medimos el tiempo en unidades de \/a/2g e introducimos la relaciéon de

Trecta(T) = 24/ % +T. (63)

Para la curva en forma de L, un calculo similar muestra que

aspecto v = b/a. Finalmente,

Los tiempos de viaje en funcién de pardmetro r para cada una de las curvas anteriores se

muestran en la siguiente figura.

45 |

Trecta

0 0,5 1 1,5 2 25 3
La siguiente figura muestra un conjunto de braquistécronas para valores crecientes de

1, desde r = 0 hasta r igual a 1.6.

0,5

15
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Para r = 0, la braquistécrona es un arco de cicloide completo. A medida que crece T, el
2/3

angulo ©(r) disminuye y la curva se aproxima mds y més al grafico de la funcién rx</>.
m Un escripulo: no demostramos que la cicloide fuera la curva de tiempo minimo; de-
mostramos que es una extremal. La demostracion formal de que la cicloide es la verdadera

braquistécrona puede consultarse, por ejemplo, en el libro de Bliss, Calculus of Variations.

m Algunos cdlculos que pueden hacer: 1. Calcular el tiempo de viaje cuando los dos
puntos estdn a la misma altura. 2. Calcular el valor de r por debajo del cual el recorrido
tiene un tramo que esta por debajo del punto de llegada. 3. Calcular el valor de r para el

cual t(r) es minimo, lo que da la braquist6crona de las braquistécronas.



