Mecanica Cléasica — ler. cuatrimestre de 2020
Clase practica del jueves 18/6. Guia 6. Cuerpo rigido.”

Problema 9

m Los centros de dos volantes de radio a y masa m se encuentran unidos por una barra de
longitud L. El angulo formado por la barra y el plano de cada volante es siempre de 90°.

Cada volante gira libremente sobre si mismo.
a) ;Cuantos grados de libertad tiene el sistema?
b) Escriba el lagrangiano y encuentre constantes de movimiento. ;Es h = E?

¢) Escriba las ecuaciones de movimiento.

*zanellaj@df.uba.ar
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En primer lugar: se trata de un problema de dos cuerpos rigidos. Esta observacion es
fundamental. Como la guia lleva por titulo Cuerpo Rigido, existe una tendencia histérica
entre los alumnos a tratar de ver este problema como el problema de un cuerpo rigido.
Esto les parecera absurdo, pero si no se los dijera ahora, la mitad del curso haria consultas
en ese sentido.

Los dos discos comparten el mismo eje de simetria. Este eje puede ser elegido como el
eje 3 de los ejes fijos al cuerpo, comun a ambos discos. La direccién del eje 3 determina
simultdneamente los dngulos de Euler 6 y ¢, de modo que para los dos discos estos dngulos

valen 1o mismo.

Lo voy a repetir porque esto es importante: €3 es el tinico versor de la base de versores fijos

al cuerpo que permite leer directamente dos dngulos de Euler:

e3(0,p) =cos0z—sind ¢(@). (1)

El angulo 0 es el dngulo que forma €3 con el eje z. El d&ngulo ¢ es el 4ngulo que forma con
el semieje y negativo la proyecciéon del versor €3 sobre el plano xy. En otras palabras, la

sombra de €3 sobre el plano xy cae en la direccién de —@ ().
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Necesitaremos otros dos angulos de Euler, {; y 1, para determinar la orientacién de
cada disco. Ademads, para especificar completamente la configuracién del sistema podemos
dar la posicion del centro de la barra, R, mediante, por ejemplo, sus tres coordenadas
cartesianas. En total tenemos siete grados de libertad: los dos dngulos 0 y ¢, los dos dngulos
P y U2, y las tres coordenadas del centro de la barra X, Yy Z.

Para escribir la energia cinética de cada disco usaremos la descomposicién
Ti = Ticm + Tirot- (2)
La parte rotacional corresponde a la de una peonza simétrica. Asi, para el primer disco serd
. 2 _ 5
Tiror = 313 (W1 + @ eos®)” + 31 (62 + ¢ sin®0), (3)
y para el segundo,
. 2 ,
Tonor = 15 (W2 + ¢ c030) + 31 (02 + ¢2sin’0). (4)

Para escribir la energia de traslaciéon del centro de masa de cada disco necesitamos
escribir primero su posicion en términos de las coordenadas generalizadas. Para llegar al
centro de masa del primer disco podemos primero ir hasta el centro de la barra y luego

desplazarnos desde ahi una distancia 1/2 en la direccién del versor e;3(6, ¢),

[
R; :R+§€3(9»(P)- (5)
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La velocidad del centro del primer disco serd entonces

. lLd.
Vi :R+za€3(9,@)- (6)
Luego,
Toons — 1mp? — 1 R2 v dAe : IR dAe 7
IcM = ;MVy = sm +Z aes( @) + 'Ees( y @) ¢ ( )

No nos apresuramos aqui a escribir todos los términos por extenso, previendo que cuando
sumemos la contribucién del segundo disco, debido a la simetria, algunos términos se

cancelaran. En efecto, la posicién del centro de masa del segundo disco es
L
Ry=R—5¢&(0,0) (8)

Luego, cuando derivemos y elevemos al cuadrado, el término cruzado tendrd el signo

opuesto al que aparece en Ticy. Asi,

L, 1[4 2
Tiom + Toom = 2 % %m R” + 1 [aé_%(e) @)] . (9)

Ahora si derivemos €3 respecto del tiempo. Para empezar,
e3(0,p) =cos0z—sind ¢(@). (10)

Su derivada temporal es

d. ST s . P
aeg(G,(p) :—9[81n62+c086 (p(cp)} + @sin 0 p(@). (11)

Como estéd escrito en una base ortonormal, es facil calcular su médulo al cuadrado,

2
{%ég(e, @)} =02 4+ ¢?sin? 0. (12)

A poco de que lo piensen, este resultado es bastante obvio.

Finalmente,

. 12 .
Tiom + Toom = 2 X M [R2+Z(92+¢>2 sin?0)] . (13)
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La energia cinética total serd

. . 2 . 2 .
T=102mR2+ 11, (qn + ¢ cos e) + 11 <1])2 ¢ cose) + (1+ 1m1?) (ez + @2 sin? e) .
(14)

Por otro lado, como el campo gravitatorio es uniforme, la energia potencial es igual a la

que tendrfa una particula de masa 2m en la posicién del centro de masa R,
V(R) =2mgZ. (15)

En definitiva, el lagrangiano se separa en una parte de traslaciéon del centro de masa

mads una parte que comprende la rotacién de los dos discos:

L(R) 9> (P>ll)1>ll)2) R) e» (p»lj)hli)Z) = LCM(R> R) + LRot(9> (p)ll)hll)Z) e) (p)lj)hli)Z)» (16)

donde
Lou = 3(2m)R? — 2mgZ, (17)
Lo = 115 <1i)1 + ¢ cos e)z + 115 <1i)2 + ¢ cos e)z 41 (92 + @2 sin? e) , (18)
con
I'=(I+3ml%). (19)

Es como si se tratara de dos sistemas separados. Por un lado, una particula de masa 2m
en un campo gravitatorio uniforme, y, por otro lado, dos cuerpos rigidos simétricos, con
momentos de inercia I3 e I’ y que comparten el mismo eje de simetria.

La separacion del problema permite establecer leyes de conservaciéon validas para cada
subsistema. No s6lo se conservara la energia total, sino que se conservardn independiente-

mente las energias de cada subsistema:
Eom = %(Zm)RZ +2mgZ, (20)
Erot = LRot- (21)
La descomposicién que vale para el lagrangiano también es vélida para la funciéon h, que

se conserva y es igual a la energia, globalmente y para cada subsistema.

Asociadas al lagrangiano de rotacion existen otras constantes de movimiento, debido al
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caracter ciclico de las coordenadas 1, 1\, y ¢. Esas constantes son

0LR, : )
OFRot _ 1, (11)1 + (pcose) = Liws = Lsy, (22)
(QUY
0LRo : i
.R LA 13 (’Lbz + @ cos 6) = 13w32 = ng, (23)
QP
0LRo . , : i .
Rot — I3 <1|)1 +(pcose> cos0 + I3 <1b2—|—(pcose> cos 0 4 2I' ¢ sin® 0
0P
=L3cos0 +2I'¢sin? 0 = L, (24)
donde
L3 = L31 + L. (25)

Esta cantidad es el momento angular en la direcciéon de é;. En tanto, segin deberian
demostrarlo, L, es el momento angular en la direccién de Z.

La constancia de estas cantidades es equivalente a las ecuaciones de E-L asociadas a las
coordenadas 1, P, y ¢. La ecuacién de E-L asociada a 0 se lee como

L
9+2—13'/(psin9—(pzsin9 cos0 = 0. (26)

Podemos eliminar ¢ mediante la ley de conservacion para L,, ec. (24), que implica

. L,—L5cos0

¢ = 21’sin? 0 (27)

Entonces obtenemos un problema unidimensional equivalente para 0 gobernado por la

ecuacion de movimiento

. (L, —TL3cos0) (L — L3 cos0)?
) — 0 =0. 2
+ 41’2sin 0 3 4172 sin> 0 o8 (28)

A este mismo resultado podemos llegar a partir de las ecuaciones de conservacion.

Partimos de la conservacién de la energia de rotacion
: 2 : 2 ,
ERot = %13 (1])1 + ¢ cos 9) + %13 <1b2 + @ cos 9) + 1 (92 + @2 sin? 9) . (29)

Los dos primeros términos son en si mismos cantidades conservadas,

1 1 : 2 .
o = g L+ gL + 1 (07 4+ 97sin’0) )
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Esto implica que el Gltimo término es también una constante de movimiento,
02 + ¢2sin’ 0 = A. (31)

Eliminando ¢ a partir de la ec. (27), obtenemos un problema unidimensional equivalente

para 0 gobernado por la ecuacion de conservacion

(L, — Lz cos0)?
Hrsmle " (82)

02 +

Si derivan respecto del tiempo deberian verificar que se recupera la ec. (28). Ahora bien, la
ec. (32) da una idea mas directa de la evolucién de 6 en términos del potencial efectivo

(L, — L3 cos 0)?

Vi =
f 4172 sin2 0

(33)

Como tultima observacién, notar que si L3 = 0, las ecuaciones se reducen a las del
movimiento de una particula sobre una esfera. Es decir, el movimiento de rotacién de la
barra ocurre como si los discos fueran dos masas puntuales. En general, la evolucién de
0 y @ estard regida por las mismas ecuaciones de movimiento que las de un disco con

momentos angulares L3 y L,.

Problema 15

m El sistema de la figura consiste de dos masas unidas a un eje vertical que gira con
velocidad angular w.

b

HE

a) Calcular el tensor de inercia para ejes fijos al espacio.
b) Encontrar los ejes principales de inercia e interpretar.
c) Calcular el impulso angular L en el sistema fijo al espacio y en el sistema fijo al cuerpo.

d) Calcular el par que ejercen los cojinetes, segiin ambos sistemas. Interpretar el resultado.
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Para ver la distincién que existe entre las componentes del tensor de inercia para ejes fijos
al espacio y para ejes fijos al cuerpo, repasemos como se calcula el momento angular.

Por lo comdn, interesa calcular el momento angular relativo al centro de masa o relativo
a un punto fijo del cuerpo, debido a que, en esos casos, la variaciéon del momento angular
es igual al torque. Si 1 es el vector posicién relativa de un punto del cuerpo respecto del

punto de referencia en cuestion, su velocidad relativa a ese punto es
T=wXT. (34)
El momento angular que estamos buscando es
L:Zmrx(wxr):Zm[rzw—(w-r)r]. (35)

Se sobreentiende que la suma, eventualmente, una integral, recorre todos los puntos del
cuerpo.
Supongamos que se usa una base de versores ortogonales

xi(t), 1=1,2,3, (36)

que pueden depender del tiempo. Por ejemplo, si son una base de versores fijos al cuerpo,

la rotacién del cuerpo induce una variaciéon en esos versores. Con ellos escribimos

r=ri(t) Xi(t), (37)

w = wi(t) &i(t). (38)
Estamos indicando explicitamente todo lo que puede depender del tiempo. Luego,
L= m[rwi(t) = wjOnOn)]xt) = {3 m[rs; —rtnt)] o © (0. (39)

El valor de 1% no puede depender del tiempo porque es la distancia de cada punto al centro

de masa. En la base de versores X;(t) se definen las componentes del tensor de inercia
T(t) = Y m|r28y —ri(th (1), (40)
de modo que, finalmente, es
L = I (t)w;(t) % (1). (41)

Esto nos da las componentes de L en la base de los versores x;(t).
Veamos ahora dos casos especiales. Si la base x;(t) corresponde a una terna de versores

fijos al cuerpo, entonces por definicién las componentes r;(t) no dependen del tiempo. En
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otras palabras, cada punto del cuerpo se especifica como una combinacién lineal
r(t) =rie(t) +r2ex(t) +r3e3(t), (42)

donde las componentes r; son independientes del tiempo. En tal caso, las componentes del
tensor de inercia también serdan independientes del tiempo

Iij = Z m(rzéi)- — Tﬂ'j) . (43)

Si en cambio la base de versores X (t) esta fija al espacio, las componentes de I;; dependeran
explicitamente del tiempo, porque las componentes r; serdn funciones del tiempo.

El problema 15 sirve para ilustrar estas distinciones. Es un problema muy simple porque
se trata de un cuerpo rigido formado tinicamente por dos particulas. El movimiento esta
determinado externamente.

‘(U

- e - .

i “ 3
\ /
’

Calculemos el tensor de inercia en la base de versores fijos al espacio. Las posiciones de

los dos puntos del cuerpo son
ri(t) = —r2(t) = Les(t), (44)

donde

N

é3(t) = —sin0 (b((p(t)) + cos 0 z. (45)
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Los dngulos de Euler 0 y ¢ estdn determinados: 6 es fijo y
o(t) = wt. (46)
Explicitamente,
(1) :l[sine sin wtXx — sin O coswtg+cosei]. (47)

. ’ 2 <
Para el punto en 1y, la matriz Ij con componentes m(8;;T§ — 111715) serd

y% + Z% —X1Y1 —X12Z1
U)=m| —xyr xi+zi —yiz
—X121 —Yi1Zq X% + y%
(48)
1 —sin®Osin®wt  Isin?Osin2wt —3sin20sin wt
— ml? % sin? Osin2wt 1 —sin? 0 cos? wt % sin 20 cos wt
—% sin 20 sin wt % sin 20 cos wt sin® 0

Usamos el simbolo I’ para distinguir esta matriz de la calculada en la base de ejes fijos al
cuerpo. Debido a que 1, = —1;, por paridad sera

L (t) = L (1), (49)
y la matriz de componentes del momento de inercia total sera

I'(t) = 215 (1). (50)

Las componentes del momento angular en esta base estan dadas por

Li = Ij; () w;. (52)
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Entonces

L :Zmlzw[— %Sinzesinwtfﬂ— 7 8in 26 cos wt +sin%0 2

=2ml%w [% sin20 ¢(wt) + sin’ 0 :2] . (53)

Podemos verificar esto por un célculo directo, después de todo se trata tinicamente de
dos particulas con posiciones y velocidades conocidas,

ri=-1,=1| —sin0 ¢(wt) +cos@i], (54)

vy =—v, = lwsin0O @(wt) (55)
Luego,

L =2mr; x v; =2ml?wsin 0 [ —sin® @(wt) + cosei} X p(wt)
(56)
— 2mlPw [sinz 02+ 1sin20 @(wt)],

que coincide con la expresion (53). Notemos que el vector L rota segtn el versor ¢(wt),
manteniéndose constante su proyeccion sobre el eje z.
Veamos ahora cémo se calcula el momento angular usando la descomposicién en los

versores fijos al cuerpo. Tomaremos la base de versores que muestra la figura.

En este sistema no existe la rotaciéon segtin 1 o, en todo caso, es irrelevante. Por eso el

versor €; estd siempre sobre la linea de nodos, y coincide con el versor p(¢@).
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Las componentes del tensor de inercia son constantes y su matriz es diagonal,

[=2ml? (57)

[ e
o = O
o o O

Pero ahora tenemos que escribir w = w z en la misma base. Es decir, necesitamos escribir

z como combinacién lineal de los versores é;. Eso es sencillo,
z=1(z-e1)e1+(z-é)ex+(z-e3)es. (58)

Todo lo que necesitamos son los productos escalares de z con cada uno de los versores de

la base. Es facil ver en la figura anterior que

o>

1(t) = @((Ut)>
é>(t) =cos0 @(wt) +sin 0 z, (59)

~

é3(t) = —sin 0 @(wt) + cos O z.
De manera que es

z=sin0e;(t) + cos 0 ez (t). (60)

A

Las componentes de L se leen a partir de L; = I;;(2);,

1 0 0 0
2ml*| 0 1 0 sin@ | . (61)
0 0 O cos 0
Asi resulta
L =2ml?wsin 0 é,(t). (62)

Esto es lo esperado: puesto que el tensor de inercia se representa de manera diagonal, es
L=Twe; + Lwse, + lzwseés. (63)
El primer término es cero, porque w; es cero; y el tltimo es cero porque I3 es cero. Entonces
L =Luw;e,, (64)

donde I; = 2ml? y w, = wsin®. Si escribimos &, en la base de versores fijos al espacio

volvemos a obtener la expresion (53).
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Respecto al torque externo que se ejerce en los extremos del eje. Hemos calculado el
momento angular respecto del centro de masa, de modo que su derivada respecto del
tiempo nos da el torque también respecto del centro de masa. Si lo calculamos usando la

expresion segun los ejes fijos al espacio, ec. (53), obtenemos

_dL

N-— —
dt

= —ml?w?sin 20 p(wt). (65)

Es légico que un vector que rota como @(wt) tenga su derivada en la direccién de p. El
calculo usando la representacion (62) es esencialmente el mismo. Como verificacién, notar
que si 0 es igual a 0 0 a 71/2 la variacién del momento angular es nula. Esto es esperable
porque en tal caso el momento angular o bien es cero o bien es paralelo a w.

Conocimientos benévolos

Hay cuatro cosas que uno deberia ser capaz de escribir con un minimo de esfuerzo sin

tener que consultar ningtn apunte:

= La expresion de la velocidad angular:
W= ¢z+0p(e)+e&s(6, ). (66)

= Los versores fijos al cuerpo en coordenadas cilindricas:

;

&1(0,0,0) =sin | cos0 () +sin02] + cosp p(),
&2(0,9,9) = cosp | cos8 p(e) +sin 02| —sin p(g), (67)
e3(0,¢p) =—sinO® @(@)+ cosbZ.

= Las componentes de la velocidad angular en la base de versores fijos al cuerpo:

w; = @sinOsin + O cosP,

Wy = @ sin B cosPp — Osinp, (68)

w3 = ¢ cos 0 + .

\

= La energia de rotacién para una peonza simétrica en términos de los dngulos de
Euler cuando los versores fijos al cuerpo coinciden con una terna de ejes principales

(el versor €3 esta en la direccién del eje de simetria):

. 2 .
Enor = 315 (b + 9 cos8) + 11 (62 + g2 sin’e) . (69)
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La expresion (66) es facil de deducir. Resalto la palabra deducir porque en verdad no
puede hablarse de una deduccién. Los pasos no son estrictamente 16gicos. Debe tomarse
como una regla intuitiva que funciona para la convencién particular de dngulos de Euler
que estamos usando, en donde importan tanto los dngulos como el orden de las rotaciones.
Es una regla que vale por accidente. La regla mnemotécnica es asi: una variacién en ¢
induce una rotacién segtin z. Una variacién en 6 induce una rotacién segun p(¢). Por
altimo, una variacién en 1 induce una rotacién segin la direccién del versor é3. Luego,

intuitivamente deberia ser
w=¢z+0p(@)+Pes0,9). (70)

El resultado es correcto. El razonamiento, no (https:/ /aapt.scitation.org/doi/10.1119/1.12522).

Las expresiones (67) se pueden ir construyendo mentalmente. Casi que alcanza con
recordar una sola cosa: que la linea de nodos es el versor p(¢). La linea de nodos es la
direccién del versor é; cuando sélo se ha hecho la primera rotacién. Esa rotacién trans-
forma el versor x en el versor p(¢@) y el versor § en el versor ¢(¢). Notar que p y ¢ son
combinaciones lineales de x y U,

p=cos@X-+sin@y, (71)

@ =—sin@X+cos@y. (72)
El caso ¢ = 0 nos indica el lugar de los cosenos en estas expresiones. En tal situacién, p

tiene que ser igual a X y @ tiene que ser igual a {. El seno aparece con signo positivo en

una de las expresiones y con signo negativo en la otra. Eso se lee facilmente en la figura.

La segunda rotacién transforma a los versores ¢ y z en dos combinaciones lineales de

ellos mismos. Esas combinaciones lineales copian la misma forma que las expresiones (71)


https://aapt.scitation.org/doi/10.1119/1.12522
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y (72). El versor z es transformado en €3 y el versor ¢ en é,, donde

éyp =cos0 @ +sinbdz, (73)

€3 = —sind @ + cos 0 Z. (74)

Finalmente, la rotacion alrededor de €3 transforma a los versores p y é,, en combinacio-

nes lineales de ellos mismos, siempre copiando el mismo modelo:

e; = cosP p +sinp ey, (75)

e, = —sin p + cosP &y,. (76)

Esto completa la deducciéon de las expresiones (67).
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Para deducir las componentes de las velocidad angular en la base de versores fijos al
cuerpo, basta hacer el producto escalar de la expresion (66) con cada una de las expresiones
(67).

Combinando todo lo dicho anteriormente, escribimos la energia cinética de rotacién en
términos de los d&ngulos de Euler cuando se usa la representacién de versores fijos al cuerpo
y cuando esos versores estdn sobre las direcciones de ejes principales:

TRot = ?w] + 7w2 2

+ %w 3
(77)

L .. : - 2 I, . SPIUTR N E R 2

=3 <(psmt|)sm@ + 900511)) + > ((pcostl)sm@ — Bsmlb) + > (11) + (pcos@) .

Un caso de especial importancia es el de los cuerpos simétricos, en donde dos de los

momentos de inercia principales son iguales. Lo usual es elegir los ejes fijos al cuerpo de

modo que sea I; = I, = I. Pero independientemente de esto, una propiedad que resulta

atil es que la eleccién de los ejes principales cuyos momentos son iguales es arbitraria. Lo

tnico que estd definido es el plano en el que deben estar esos ejes. Eso quiere decir que se

puede tomar cualquier par de versores €; y €, en ese plano sin alterar la forma de la matriz

Ii;. Siempre serd I; = I, = I. Como deberian comprobar, resultara entonces

IRV 2 1y, 2
Trot = ?3 <1|) + @ cos 9> + 3 (92 + @7 sin? 9) . (78)
Es l6gico que en esta expresién 1 sea una variable ciclica, porque en cualquier instante po-
demos definir las direcciones principales con €; en la linea de nodos, lo que es equivalente
a tomar \ = 0. De hecho, esa es la forma mas rapida de deducir la expresién anterior a

partir de la ec. (77).



