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Guia 8a - Hamilton-Jacobi

Repaso Teérico

El formalismo de Hamilton-Jacobi puede ser bastante confuso en cuanto a la notacién. Cada
funcién depende formalmente de variables diferentes pero que se encuentran relacionadas entre si. A
su vez vamos a empezar a explicitar la dependencia en las constantes de integracion, que a su vez
estan relacionadas con las variables. Al final del dia, cuando queramos resolver un ejercicio, toda esta
discusion va quedar implicita. Pero como es la primera vez, veamosla un poco en detalle.

Motivacion: Hemos visto que mediante una transformacién canénica podemos llevar el Hamiltoniano
a uno nuevo, resolver la dinamica alli y luego volver. Esto va a ser 1util si el nuevo Hamiltoniano H
es simple. Por ejemplo, para el oscilador armoénico

p* mw?

H:%—F 54 (1)

existe una transformacién (1til, no como la de la guia anterior) basada en senos y cosenos tal que

P =V2mwP cos @

5p = H(Q,P)=wP (2)
q= \/%sinQ

En el nuevo sistema la ecuacién diferencial es trivial. Como () es ciclica, P se conserva y

Q=w = Q=wt+Q (3)

Es posible hallar una funcién generatriz F»(q, P) asociada a esta transformaciéon para probar que es
candnica.

La pregunta que nos hacemos entonces es: jcémo encontramos en general una transformacion que
simplifique el Hamiltoniano? Cegados por la ambicién vamos a pedir simplificarlo lo maximo posible,
al punto de trivializarlo. Vamos a pedir que H(Q, P) = 0 (en lo que sigue ¢, p, Q, P representan
vectores de n variables). La ventaja de hacer esto es que en vez de tener que resolver las ecuaciones
diferenciales originales, que puede ser algo muy complicado, las nuevas ecuaciones diferenciales son
triviales: () y P son constante por ser ciclicas. El peso del calculo se va a trasladar ahora a tener
que invertir y componer funciones para hallar las variables originales (¢, p) en funcién de las nuevas
constantes (@, P). Pero ese peso, aunque no lo parezca, suele ser menor que resolver ecuaciones
diferenciales muy complejas.

Hamilton-Jacobi: En el ejemplo del oscilador, como sabiamos la forma de H, pudimos idearnos la
transformacién. Pero queremos ir al caso general, donde no sabemos H. Para anular H recurrimos a



una funcion generatriz, que elegimos de tipo 2

Hia.p.0)+ 0520 Pt) = HQ. Pot) =0 ()

Ojo con la dependencia formal de cada funcién. Las variables se relacionan entre si mediante las
ecuaciones de la transformacion

8F2 8F’2

pk(Q7P7 t) = 8_%(61’ Pv t)? Qk(Q7Pa t) = a_Pk(Q> P7 t) (5)

A esta generatriz tan especial que anula el nuevo Hamiltoniano la vamos a definir con la letra
F, =S, debido a su similitud con la funcién principal de Hamilton (de hecho se la suele llamar asf).
Reemplazando en (4) la expresién para p de la transformacion (5) llegamos a una ecuacién diferencial

para S

1 (0 Gt P t) + P =0 6)
Como tenemos derivadas parciales en n+ 1 variables (g, t), apareceran n+ 1 constante de integracion.
Sin embargo hay una de ellas que no aporta nada. Como solo aparecen derivadas de S, S(q, P, t)+cte
también es solucién, pero no aparecerd en la dindmica del problema (vamos a terminar derivando
a S). Nos quedan n constantes, que llamaremos «;._,. Recordemos que, como H = 0, P = cte, y
tenemos n de ellas. Asi que una vez que tengamos la solucién, podemos asociar a las constantes o con
P. Esto es posible porque la ecuacién diferencial (6) no contiene derivadas parciales en la variable P.

Coémo hacer esa asociacién puede ser un poco confuso. Antes de hacerlo, veamos un ejemplo para
explicar el punto. Supongamos que tenemos la ecuacion diferencial para un MRUV
d*x a

t)=a = l’(t):$0+vo(t—to)+2

W< ) (t — to)? (7)

donde xq, vg, ty son constantes de integracién. Cuando escribimos la solucién no solemos incluir la
dependencia en estas constantes, porque estamos resolviendo un ejercicio particular y sabemos su
valor. Pero en un caso general, lo mas correcto seria explicitar su dependencia

a
x(wg, v, to, 1) = 0 + vo(t — o) Jr5(75—%)2 (8)

Estas constantes no aparecen en la ecuacién diferencial (7). Solo aparecen una vez hallamos la solu-
cién. Vamos a hacer lo mismo con S. Vamos a escribir en la solucién la dependencia en las constantes
de integraciones, tal que S(q, a,t) es la solucién.

Falta asociar las variables constantes P con las variables de integracion «. La asociacion mas
simple es P, = ;. Sin embargo podria pasar que en la solucién nos aparezca por ejemplo la cantidad
V@2 por todos lados. Tal vez sea conveniente entonces definir P = /ay. Es decir tenemos cierta
libertad para definir como se relacionan. Luego

General: S(q,a,t) = S(q, f(P), 1), fi(P)=a
Szmple S((Laut) = S(Qa P, t)7 P = (9>

Una vez que tenemos la solucién S(q, a, t) podemos hallar la dindmica de las variables originales



(¢, p) invirtiendo las ecuaciones de la transformacién (5). Para ello usamos que, como H = 0, las
variables () son constantes. Las llamamos (); = ;. Invirtiendo primero las ecuaciones para () hallamos
q(B,a,t), y luego reemplazamos esta expresién en la ecuacién para p. En el caso simple donde
P, = «; tenemos

05 nvierto
Qulg, 1) = B = 5 ~(g.00t) =2 q(Ba.t) (10)
08 Reemplazo oS
b q,O[,t :—q,Oé7t p 6,0(,t :—q,Oé,t 11
kg e t) =5 Qk( ) i )=3 Qk( ) e (11)

Al final del dia, las 2n constantes (5, «) del nuevo sistema se relacionan con las 2n condiciones
iniciales (qo, po)-

Hasta aca fue todo muy general. Seria dificil resolver un ejercicio sélo con lo dicho hasta ahora.
Veamos algunas casos practicos.

Sistemas Conservativos

Si H no depende explicitamente del tiempo, entonces se conserva H(q,p) = h. En ese caso la
ecuacién diferencial (6) se reduce a

oS 0S

H (Q7a_q(Q7Pat)> :h:—a(q,P,t) (12)

La ecuacion quedd separable: derivadas en ¢ por un lado, y derivadas en ¢ por el otro. Integrando el
lado derecho y usando el caso simple P = « se obtiene

S(q,a,t) =W(q,a) — ht = W(q,a) — st (13)

Vemos que h aparece como una de las constantes de la solucién S, y dijimos que a esas constantes
las definimos como «, asi que por convenciéon podemos identificarla como la primera de ellas. Como
P = o, una de las nuevas variables es la constante h. Es normal sentirse un poco confundidos, miren
a la tira de igualdades que llegamos: H(q,p) = h = a; = P;. En general en los ejercicios de la guia
h = E, asi que se suele escribir E en vez de o porque ya sabemos quién es esa constante.

Otra fuente de confusion es que estoy reservando la letra H para el Hamiltoniano, que es una
funciéon de ciertas variables, mientras que h es una constante, un ntmero. Para hallar la funcién
W (q, &) que aparece en la solucién (13) esta distincién resulta importante, pues debemos resolver el
lado izquierdo de (12)

(0 Gpta.) = (14

Coordenadas Ciclicas

Vimos que si h se conservaba, entonces la solucién (13) era lineal en esa variable. Eso sucede



también para cualquier coordenada ciclica. Si por ejemplo, en dos dimensiones, ¢; es ciclica, entonces

. OH
H=H(q1,p1.p2) = pQZ%:O = pg = cte (15)
2
De la ecuacion de transformacién (11)
oS -
p2(Q7 a, t) = %(Q7 Q, t) =cte=ay = S(Q7 a, t) = W(Qa Q, t) + Qg2 (16)
2

donde ya asociamos la constante de la coordenada ciclica py con la constante de integracion as. Es
decir, al hacer la transformacién, el nuevo momento es igual al viejo, P, = py = .

Sistemas Separables Conservativos

En general resolver la ecuacién diferencial (6) puede ser dificil si hay muchas variables. El método
resulta t1til si el sistema es separable. ;Se acuerdan cuando queriamos hallar el diagrama de fase,
que en la ecuacion de la energia separabamos la dependencia en cada variable? Haciendo esto nos
quedaba una igualdad entre funciones tipo f(r) = g(z) = cte , que solo puede cumplirse si ambas
son constantes. Si esto es posible, entonces la funcién principal S también puede separarse, y las
funciones W, se hallan separando variables en la igualdad (14)

oW,
S(q,a,t) = ZVVi(qi,@) -t = H <q, a—q(qi,a)) =a;=nh (17)



Resumen (si P; = ;)

1. Hallamos S(q, a, t) resolviendo la ecuacién diferencial

oS oS
H (q7a_q(Qaa7t)7t> +E(q>aat) =0 (18)

= Si es conservativo, H = h = «y, entonces S(q, a,t) = W(q, o) — ant

» Si es conservativo y separable entonces S(¢, o, t) = >, Wi(q:, o) — ont

= Si g, es ciclica entonces S(q, a,t) = W(q, o, t) + ajq;

2. Invertimos la transformacién para hallar ¢ en funcién del tiempo y las constantes

oS nvierto
Qulg, 0 t) =B = 5 =(g.0,t) =55 Hallo (8, a,1) (19)

3. Reemplazamos las expresiones halladas de ¢(5, a, t) en la otra ecuacién de transformacién

oS
pk(ﬁaaat> = _(Q>aat> (20)
aqk q:q(IB7a’t)




Ejercicio 1

Nos dan un sistema de dos coordenadas descrito por el siguiente Lagrangiano

1 1
L=-(GG+@)at+6)— 55— 21
5(dn +@)(a +a) T a (21)
Lo primero de todo es pasar al formalismo Hamiltoniano
1pt+p3 1

D = Qi<Q% + q%) = H= (22)

21 +q G +a6G

Queremos resolver la ecuacién diferencial para S (18). Como H no depende explicitamente del tiempo,
la cinética es homogénea de grado dos en las velocidades y el potencial no depende de las velocidades,
entonces H(q,p) = h = E. Vamos a llamar «; a la energia para ser consistentes con la notacién. Como
el sistema es conservativo proponemos S(q, a,t) = W(q, a) — a;t, con lo que la ecuacién diferencial
se reduce a

oS oS
H ((L a <Q7a t) t> +E(Q7a7t) =0

1 8W<q,a>>2 (8W<q,a>>2 1
(YN =0
2(¢7 + ¢3) ( oq dqa a+aqg
1 (OW(g,0)\> 1 [0W(g )\’ 9 2
3 (P} g (P} 1= o+ )

Esta ecuacién es separable. Llevandonos todo lo que depende de 1 del lado izquierdo y de 2 del lado
derecho tenemos la igualdad entre dos funciones, que deben ser iguales a una constante

1 aW(Qaa) ? 2 aW(Q? )
5 (8—611) +1 04191 = Qi = (145 5 an (24)

Como es separable, proponemos una solucion separable para W

W(q, o) = Wi(q1, @) + Wa(qa, @)

(M) et s e g (TRRT)
Despejando obtenemos las funciones W
Wi(q, «) j:\/_/\/oqql — 14+ axdg
Wa(ga, @) i\/_/ \/ Q165 — azdgy
S(q a,t) = Wi(qr, @) + Wa(ge, ) — aqt (26)

Fijense que cada W) depende solo de ¢, pero de todos los a. Ademas aparecié una duplicidad de



signos £ al tomar la raiz de OW}/Jqr = py, correspondientes a las zonas donde py es positivo o
negativo. Suele suceder que ese signo no es relevante. Vamos a tomar el signo positivo y al final
utilizar propiedades que conozcamos del movimiento (por ejemplo dibujando su diagrama de fases)
para deducir que pasa con la otra rama negativa. Finalmente, integrando obtenemos una solucién para
S(q, a,t) y completamos el paso 1. Pero no siempre es conveniente integrar a esta altura; esperemos
un momento para hacerlo.

Ahora que tenemos S pasamos al paso 2 y despejamos g a partir de la ecuacién (19) de trans-
formacién para Q = . Aqui tenemos dos opciones. Una es realizar las integrales en (26) primero
y luego derivar en «4. Pero en general suele convenir el proceso inverso: derivar primero e integrar
después. Derivando tenemos

oS 1 / q% 1 / qg
= = — dyy + — | ——=——=dg, — t
b doqg /2 Vaig@d — 1+ ag N V2 Va1g — as o
oS 1 / 1 1 / 1
== — dgy — — | ——=d 27
b Oay \/§ alq% — 14 a9 N \/§ alq% — Q9 o (27)

En este caso no parece que haya sido mucho més simple derivar primero e integrar después. Aqui
suele llegar la traba de este método; realizar estas integrales suele ser dificil sin buscarlas. Integrando
e invirtiendo las relaciones obtenemos ¢(/3, «). Los momentos conjugados se obtienen del paso 3 [o
podriamos usar la expresién para p; que hallamos para pasar al Hamiltoniano en la ecuacién (22)],
aunque con hallar ¢(t) podemos darnos por satisfechos, los momentos salen de alli. Estos son pasos
algebraicos, no conceptuales. Hasta aqui de este noble usuario.

Tal vez en este momento piensen que este método es bastante cuentoso y duden de su utilidad.
Pero como deciamos al principio, sélo es cuentoso. Hay que hacer integrales e inversiones de funciones;
manipulaciones algebraicas. En cambio usar las ecuaciones de Lagrange o Hamilton es otro nivel de
dificultad. Nos hubiese llevado a tener que resolver el par de ecuaciones diferenciales acopladas

. . . . . . 2qy,
Ge(q7 + @3) + 20(@ + 262) — (@7 + &)tk — —5—55 = 0., k=1,2 (28)
(Q1 + ‘12)

Ejercicio 3

Solo quiero mencionarlo porque este es un ejemplo de no poder aplicar las cosas practicas que
vimos. Tenemos una particula en presencia de una fuerza uniforme F' = At, cuyo potencial vendra

dado por V = — [ Fdx = —Atz. El Hamiltoniano y la ecuacién diferencial para S son
2 2
P 1 [0S 08
" 2m e = 2m (8:1:) bt ot 0 (29)

Este Hamiltoniano no es conservativo, ni posee ninguna coordenada ciclica. Por lo tanto no podemos
proponer que S(q,a,t) = W(q,«) — ayt. Para hallar S debemos resolver esta ecuacién diferencial.
Como no es tan simple, en el ejercicio nos dan una sugerencia para S.



Ejercicio 5
Nos dan el siguiente Hamiltoniano

2

P1 1 2

H(g,p) = —+ —(p2—Fk 30
(@,p) = o -+ 5 (P2 — kay) (30)

y nos piden resolver el problema usando todos los métodos conocidos. El inciso d) y todo lo que en

esta guia diga ‘angulo-accién’ quedara pendiente hasta la proxima clase. Junto con el ejercicio 4 son

buenos para hacer una practica general.

Antes de resolverlo podemos irnos anticipando a que tipo de érbitas podemos esperar si dibujamos
el diagrama de fases. Asi como antes obteniamos una descripcion cualitativa a partir del potencial
efectivo, el andlogo Hamiltoniano seria el diagrama de fases. Como H no depende explicitamente de t,
el sistema es conservativo (no sabemos bien si h es E porque no sabemos la cinética y el potencial por
separado). Ademads, ¢, es ciclica, por lo que ps = cte. Reacomodando un poco la igualdad H(q,p) = h
p% + (Q1 _p2/k)2 -1 (31)

2mh 2mh/k?
Para cada valor de p, esta es la ecuacién de una elipse centrada en (po/k,0), como se observa en la
figura 1. ;Qué tipo de movimiento es este?
Spoiler: son oscilaciones.

Figura 1: Diagrama de fases del ejercicio 5.

a) Primero nos piden resolverlo por Hamilton-Jacobi. El sistema es conservativo y ¢y es ciclica.
Proponemos entonces

S(g,a,t) = Wilqr, @) + asge — aqt (32)

Voy a seguir con «; » para mantener la notaciéon del formalismo, pero no hay que perder de vista que
la identificacion con las variables del problema es inmediata: g = ps y a3 = h

05 05

:5’_q2_&2 Yy &1:—E—H(q,p,t)=h (33>

D2



Reemplazando la S propuesta, la ecuacion diferencial queda

08 s 1 [oWi\® 1 B
H<q’8’t)+8t %(aql) +2m(a2—kq1) - =0

= W1 ql, /\/Qmal O{Q kql)Q dq1 (34)

No integremos todavia, derivemos primero. Listo el paso 1, obtenemos ¢(/3, o, t) de la ecuacién de
transformacion siguiendo el paso 2

a5 oW

] 1
—t=+m dg —t 35
Q1= = 8(11 8041 / \/Qmal " (s — k1)’ 41 (35)
—k
= Bi+t= + ™ arceos [ 220 (36)
k 2may

Al invertir esta ecuacién, los signos £ desaparecen debido a que cos(+z) = cos(z) y tenemos

B \/M kB
Eso fue para @)1, para () tenemos
as oWy 0 5
Q2= 2 = Doy Doy P + / 8_@2\/2mal (g — kq1)*dq (38)

Si prestamos un poco de atencién notaremos que no es necesario hacer esta integral. Si hacemos el
cambio de variables z = ay — kq; entonces derivar respecto de ay es igual a derivar respecto de z.
Pero también debemos cambiar la variable de integracion que es independiente de ay

0 —d
2=ay—kq = ﬁQZQQi/E\/2mO{1—22 (TZ> (39)

La primitiva sera la funcion que alli aparece, y por lo tanto

1
Po=aqF E\/2m041 — (g — kq1)? (40)

De aqui podemos despejar a ¢y en funcién de ¢, obteniendo la érbita en el plano ¢; — ¢

2may
2

<Q1 - %>2 + (g2 — Bo)? = - (1 —0)’+ (- @)’ =R (41)

k

que es la ecuacion de circulo de radio R centrado en ¢ = (qi, ¢2). Si quisiéramos a g» en funcién de las
constantes y el tiempo reemplazamos la solucién que encontramos para ¢; de la ecuacién (37) en (40)

(—t ' @> ‘ (12)

2maoy

k

/ Qué hacemos con el +£7 Antes dijimos que, como p; = OW;/dqy, la rama positiva (negativa) corres-

Q=P *

m




ponde a valores positivos (negativos) de p;, ver ecuacion (34). En efecto,

2 k, kK .
@%an(au%) = e=fh=yinl )

pL=mqg =wm

Cuando p; > 0 tomamos el 4, y cuando p; < 0 tomamos el —, asi que +|p;| = p;.

Finalmente, la soluciéon completa es

k
Q1<B,O[,t) = —Rcos (Et—}_ 90) + ¢

k
(58, a, t) = +Rsin (Et + go) + G (44)

donde podemos identificar algunas constantes

R

V2may,  V2mh k(3 B Qs P _
= 2 = 2 ) 4,0:?, Q1=?=— G2 = B2 (45)

La soluciones son circulos y el Hamiltoniano tiene la forma de la ecuacién (30).
. Les suena a algo? Obtuvimos algo parecido en el ejercicio 5 de la guia 7.
Se parece a las soluciones de una particula en un campo magnético uniforme. Recordemos que el
Hamiltoniano en ese caso era

H(g,p) = i (p - ZA>2 (46)

(p es el momento mecdnico). Vemos que podemos recuperar el Hamiltoniano de la ecuacién (30) si

e ke
A =0= A; Y kg = EAQ = Ay = ?Ch (47)

La constante k no puede ser cualquier cosa. Como B = B3 = V x A = kc/e 3 entonces k = eB/c.
La tnica diferencia con el ejercicio 5 de la guia 7 fue que alli usamos el gauge simétrico. El de este
Hamiltoniano corresponde al gauge de Landau. Las soluciones son las mismas, independientes del

gauge.

Para terminar quisiera dejar unos lineamientos sobre los incisos que siguen.

b) Ahora debemos resolver el sistema pero utilizando las ecuaciones candnicas

oH . OH

=, - 2" 48
O o Opy, ( )

D

Les dejo a ustedes chequear que las soluciones son las mismas que en (44).

10



¢) En este inciso debemos utilizar la transformaciéon @ = Apy, Py = B(ps — kq1), donde A y B son
constantes que debemos elegir de forma tal que la transformacién sea candnica. Lo mismo con las
variables no especificadas Qo y Ps.

Con esta transformacion, el nuevo Hamiltoniano resulta ser

_ 1 Q2 1 P}
i 2 R 49
7 2m A2 2m B? (49)
Nuevamente tenemos elipses en el diagrama de fases de (Qi, P1). Resolviendo las ecuaciones de

Hamilton en el nuevo sistema

: OH P

@ = +8_Pl T mB2 . 1 . 1

. 87__[ Ql = Ql = —m Ql = Ql = QO sin (mt + QD) (50)
=50, = ma

Por otro lado, H es ciclico en ()5 y P, por lo que esas variables son constantes. Para hallar ¢ y ¢o
debemos anti-transformar. Para ello necesitamos la transformacion completa, y necesitamos que sea
canonica.

. Qué formas vimos que existen para probar que la transformacién es candnica?

Este es el método mds simple. La transformacién serd canénica si [Q;, Pj] = 05, [Qi, Q5] =0 =
[P;, P;] respecto de las variables (¢, p). Es decir, las variables (¢,p) ya cumplen esos corchetes, eso
es lo que simplifica la cuenta. Notar que son varias relaciones porque 7,7 = 1,2. Escribiéndolo por

extenso

@1, P1] = ABm—ABkm = ABk =1 (51a)
[Q1, Q2] = Alp1, Q2] =0 (51b)
[Q1, Po] = Alp1, P,] =0 (5lc)
[Py, Py] = Blps, Po] — kBq1, P,] =0 (51d)
[P1, Q2] = Blp2, Q2] — kBlq1, Q2] =0 (ble)
[Q2, 2] =1 (51f)

La primer igualdad nos dice que para que la transformacién sea canénica, ABk = 1. Como A y B
son constantes a elegir, lo més simple seria elegir B = 1 (para que P; también tenga unidades de
momento). Entonces A = 1/k. Las demads igualdades nos imponen restricciones sobre Qg y Ps.

11



Una eleccion simple podria ser P, = po, que sabemos que es una cantidad conservada. En ese
caso, la tercer y cuarta linea — (51¢) y (51d)— se cumplen automdticamente. La tltima (51f) nos dice
que

(Q2, o] = [Q2,p2] =1 = Q2= q2+ f(q1,01,02) (52)

entonces ()2 debe tener esa dependencia ya que [go, po] = 1y el resto se anula. Reemplazando en (51b)

=0
[Q1, Q2] = Alp1, Q2] = Alp1, 2] +A[p1, f(q1,p1,02)] =0 = f(q1,p1,02) = 9(p1,p2)  (53)

por lo que la funcién f no puede depender de ¢;. Sino apareceria el corchete [p1,q1] = —1 que no
tiene con quien anularse ([p;, p;] = 0). Nos queda sélo una ecuacién disponible, la (51e)

=—1 =0 =0

—~ ——l— —
[P1, Q2] = Blpa, Q2] — kB|q1, Q2] = B [pa, @2 +B [pa, 9(p1, p2)] =k B [q1, g2] —kBlq1, 9(p1, p2)] = 0
= g, 9(p1,p2)] =~k = g(p1,p2) = —% + h(p2) (54)

Nos quedé la libertad de elegir la funcién h(ps), asi que lo més fécil es elegirla igual a cero.

Juntando todo, la transformacion candénica que encontramos es

r=Ap1, Pr=B(p—kq), szfh—%, Py = py (55)

donde ABk =1 (por ejemplo podemos tomar B =1y A =1/k).

Podemos chequear algunas cosas.

» Dijimos que como s era ciclica en el nuevo Hamiltoniano H, entonces Q5 = cte. En la guia
1 [pdf del 29/04 ecuacién (17)] también resolvimos este ejercicio en el gauge de Landau, y
encontramos la cantidad conservada P, = mi& — mwy, o en nuestra notacién actual P, =
p1 — mwgy = —mw(qge — p1/mw), donde w = eB/mc = k/m. Asi que en ambos métodos
encontramos la cantidad conservada pm = —mw@y = cte.

» Usando que p; = Q1/A = k@, y la solucién de la ecuacién (50) tenemos que

p1 = kQ1 = kQpsin (Et + 90) (56)
m

Pueden compararla con la expresiéon (43); coinciden!
De hecho, completando la anti-transformacién se recuperan las soluciones de la ecuacion (44).

II. Cadena de derivadas

Bueno, este método no tiene un nombre oficial. Pero vimos en el ejercicio 8.a de la guia anterior
que la transformacion es canodnica si se cumplen las siguientes igualdades

O 0P Oqi _ 0Qy opi OB, Opi _ 0Qk (57)
OQk opr = OB pi = 0Qk dq; = 0P 0
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Este método es un poco engorroso porque hay que despejar constantemente variables en funciones
de otras teniendo cuidado de no perdernos ninguna dependencia. Hay muchas relaciones que son
iguales y simplemente nos repiten que ABk = 1, como ya vimos. Como ejercicio pueden chequear
que la transformacion (55) cumple todas estas igualdades.

Les dejo esta opcién a ustedes. Técnicamente, pedian usar solo uno de los métodos (son equiva-
lentes).

Solo por completitud lo menciono. Si le gusta trabajar en forma matricial, en la tedrica vieron
que una transformacién es canénica si MwM' = w.
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