En primer lugar voy a analizar las coordenadas necesarias para describir el
problema. Dado que hay una particula, pero que esta no tiene movimiento en la
direccién del angulo azimutal al estar limitada por el cono, esta tiene dos grados
de libertad y voy a necesitar dos coordenadas generalizadas para describir su
movimiento, r y ¢.

La velocidad de una particula en coordenadas esféricas se expresa como:

7 =i + r00 + résen(0)d
Considerando que 8 = v, entonces § = 0 y la energfa cinética de la particula
puede expresarse como:
m .
T = 5[7ﬂ2 +r2¢%sen?(a)

Mientras que la energia potencial que viene dada exclusivamente por el potencial
gravitatorio es:

V = mgreos(a)

Por lo tanto, el lagrangiano queda:

£ = 32 4 123Rsen?(@)] - mgreos(a)

Si realizo las derivadas respecto de r:

d(OLY — d (1 Y — s
{ ?L(W) = g (mr) = mi — mi* = mr¢?sen®(a) — mgeos(a) (1)

9L = mr¢?sen® (o) — mgcos(a)

i = r¢?sen?(a) — geos(a)

Si realizo las derivadas respecto de ¢, puedo encontrar una magnitud con-
servada, [:

{ 4(2) = 4(mrdsen? ()

mr?psen®(a) =1

La magnitud [ me permite escribir a ¢ en funcién de las r para reemplazarlo
en la otra ecuacién que derivé del Lagrangiano.

0= mr2seln2(a) @)



Al reemplazarlo en (1) obtengo:

, 5
mi = rsen®(a) mgcos(a) (3)

Si escribo a 7 como %7" y multiplico la expresién (3) por 7 es fécil integrar
para obtener otra magnitud conservada del problema, la energia:
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Forma funcional del potencial efectivo con radio arbitrario manteniendo las con-
diciones iniciales dadas en el inciso b.

Dado que la energia es una constante de movimiento, es de utilidad para
obtener los radios maximos y minimos a los que estara limitado el movimiento
(Figura 1) de la particula en funcién de las condiciones iniciales.

Calculo en primer lugar, la constante [ para luego conocer la energia inicial
EQ. At=0:
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Como sé que esto se cumple para todo tiempo, puedo reemplazarlo en (4):

m .o \/gmga?’ V3
ot Ty T (5)

Si reemplazo las condiciones iniciales en (5) puedo obtener Fjy:

3 3
Ey = gmga + gmga =/3mga (6)

Dado que los radios maximo y minimos son puntos de retorno r valdra 0
y la energia potencial efectiva serd igual a la energia que tenia inicialmente la
particula.
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Si acomodo mejor la expresién y multiplico por 2 :
3 3
gr?’ —V3ar? + ga?’ =0

=2’ +a®>=0

Se ve a simple vista que el radio inicial es raiz de este polinomio y a partir de
este podemos factorizar para obtener las otras dos raices que son §(1 + V5).
a

Como %(1 — v/5) es un valor negativo, lo descarté por no tener sentido fisico y

me queda Trmin = @ Y "mae = 5 (1 + V5).

Viendo la forma del potencial en la Figura 1 se deduce que hay un movimien-
to posible de orbita circular, donde la energfa inicial es el minimo de energia
potencial. En este movimiento la velocidad radial vale cero y la energia es solo
potencial. El radio (r.) puede obtenerse entonces minimizando ésta funcién:

OVey
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mgcos(a) — risen(a) =0
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Si reemplazo [ en funcién de las condiciones iniciales:

5 m?r(t =0)1o(t = 0)%sen* ()

ro =

m2gsen?(a)cos(a)
Puedo acomodar un poco la expresion teniendo en cuenta que el radio inicial

serd el de orbita circular, que se mantendra durante todo el movimiento.

gcosa

Te = ——— (8)

sen? ()3

Y la velocidad ¢(0) = ¢ seré:

. gcosa
Po =

sen?(a)ro

Si el radio es cercano al radio de 6rbita circular, puedo hacer un desarrollo
de Taylor del potencial al rededor de este punto para obtener una expresion
aproximada:
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Sé que el segundo término da cero y si reescribo la expresion definiendo
eE=r—r1¢
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Puedo obtener la fuerza que actia en el sistema como — la derivada del
potencial respecto de € e igualarlo a mé por Newton:

mi =~ Werr _ 3
B de  mrisen?(a)
S U

m2risen?(a)

Esta es la ecuacién de un oscilador con frecuencia

312
m?risen?(a)

. Si reemplazo 12 bajo la suposicién de qué es el del movimiento circular, y
obtengo ¢ de movimiento circular de (1), si considero que # = 0 en este tipo de
movimiento:



3
w [3gcos(a)
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En movimiento circular la frecuencia con la que la masa da una vuelta com-
pleta es ¢p, que como dije anteriormente, puede obtenerse de (1):

do = gcos(a)

resin?(a)

Si el sin(a) toma el valor de % el periodo de oscilacion es igual al periodo
orbital, y por lo tanto la masa cruzaria el mismo punto al finalizar el periodo.

Observaciones:

= El radio 7. también sale de hacer ¥ = 0 en la ecuacién (3). También
podria haberse usado (3) para obtener la misma ecuacién de movimiento
para la variable e. Para ello se la linealiza (haciendo Taylor a primer orden)
alrededor del r = r. de érbita circular (sin usar la energfa).

= La frecuencia angular del movimiento (¢) estd tomada a orden cero como
la constante que corresponde al movimiento circular (r ~ 7.).

T

= Las 6rbitas pueden ser cuasi-cerradas si ﬁ ==
T

= g es un numero racional
(cociente de enteros), por lo cual luego de un tiempo T' = g7, = p * 74 el
sistema vuelve al mismo punto en r y en ¢ y la 6rbita es cuasi-cerrada (7,

y T son los periodos radial y angular).

Finalmente un comentario sobre el enunciado. Las condiciones iniciales de
b) no se corresponden con el caso de movimiento circular (hay dos puntos
de retorno distintos). Por ello el andlisis para c¢) y d) no usa las mismas
condiciones iniciales que en b). Pueden también verificar que la condicién
de 6rbita circular se puede obtener usando MCU y Newton, como en F1.



