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Ejercicio 12

Vamos a estudiar el problema del péndulo esférico usando el formalismo Lagrangiano.

Es facil ver que el nimero de coordenadas que vamos a necesitar (o sea, aquellas que son independientes
entre si) es 2, ya que el largo [ de la barra durante el movimiento permanece constante. Es decir, en todo
instante, vale la siguiente ecuacién de vinculo

P =24y + 22

En general, para calcular el nimero de grados de libertad de un problema (que es igual al nimero
de coordenadas generalizadas que vamos a necesitar) hay que hacer #g.d.l. = 3N — k, en donde N
es el nimero de particulas y k es el nimero de ecuaciones de vinculo.

N=k=1 = #gdl.=3-1-1=2. (1)

Dado que el médulo del vector posicion es constante (|r|=l), la particula se va a mover en la superficie
de una esfera. Entonces, es natural usar coordenadas esféricas para describir el movimiento, por lo que
nuestras 2 coordenadas generalizadas serdan 6 y ¢. Una vez escrito el Lagrangiano del problema, las
ecuaciones de movimiento se obtienen de calcular, sisteméaticamente, las ecuaciones de Euler-Lagrange
para cada coordenada generalizada.



En este ejercicio, vamos a hacer el cdlculo paso a paso para que les quede como ejemplo. Empecemos
por la energia cinética. Una forma segura de escribir 7' (jaunque no siempre la més préctical) es usar
coordenadas cartesianas para el vector velocidad r = (&, 7, £):

m m

B = b b= o (8% 4§+ 2%).

m

T =
2

Sabemos que esta definicién siempre serd valida y, ademads, es facil de recordar. Luego, para cada
problema particular, hay que encontrar cudl es la relacién entre las coordenadas cartesianas y las coor-
denadas generalizadas que estamos utilizando. En este caso, como usamos coordenadas esféricas es facil

ver que (jojo con el signo de z!'):
z=Isinfcosp = & =I(cosfcosypfl—sinfsing, ¢),
y=Isinfsinp = y= l(cos@sing09+sin90084p, o),

z=—lcost = #=1Isinf6,

Entonces, la energia cinética resulta

Mo 2, .9 12,2
T—Q(lsmﬁgo—l—l@).

2
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Una forma mas practica de calcular el cuadrado de la velocidad es, por ejemplo, usar la definicion de

vector velocidad en coordenadas esféricas. En ese caso, pueden obtener el mismo resultado mucho mas
rapido usando las ortogonalidad de los versores t, 6, ¢:

P =7t 4 rsinfpp +rod =
\f‘2 — b= 2 4 r2sin? 02 4 1262 = 2 sin? 0 ¢ + 1262 (r=1).
El peso y el potencial gravitatorio se escriben como

du,
mg=-—-mgz= —d—zgi & Ug(z) =mgz+ C.

Con estas dos cantidades ya podemos escribir el Lagragiano del problema:

12 .
EzT—U:mT(sin29gb2+92)+mglcos<9 (2)

Una cosa que vamos a hacer mucho es estudiar las simetrias del Lagrangiano. Eso nos va a dar infor-
macién sobre cantidades conservadas que nos van a ayudar en la interpretacién fisica de los problemas?.

. P . oL
v~ El Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo < 5 = 0.

!Notar que la definicién usual de coordenada azimutal en esféricas (Ilamémosle ©) difiere en un dngulo 7 respecto del 8
que usamos aca: 0 = — O.
2En la Guia 2 vamos a volver a ver ésto en més detalle.



Interludio: Estudiemos qué ocurre si hacemos la derivada total del Lagrangiano

it o5, %t 54 Bt

El segundo término dentro de la sumatoria se puede reescribir como

oL . oL .\ d (oL .
anQ'L_ a q'L dt aq-l q’L

Si ahora reemplazamos la ecuacién anterior en (3) y reordenamos queda:

dL oL .\ | oL
i =2 L (o) o) 2 (50t) + 5

=0

) dL oc. oL, oL
L=L(aqt) = — Z( : Qi>+

Reordenando términos obtenemos:

d oL. \__o0L  |dh__OL
dt | & - & T ot

‘81 el Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo entonces h se conserva

L Quién es h?

En la mayoria de los problemas que vamos a estudiar h serd la energia

mecanica F del sistema. Sin embargo, ésto no siempre es cierto. Por ejemplo, h podria

conservarse pero no E (ver Ejercicio 17 de la Guia 0).

En general, h = E cuando:

v~ La energia cinética es una funcién homogénea de grado 2 en las velocidades

T(qis Mist) = N2T (s, 4ir t)

v~ El potencial no depende de las velocidades: U = U(g;, t)

Demostracion: Por el teorema de Euler de las funciones homogéneas® vale que

° o 0 8T 9 0 7t o
T(a,7q,t) = N’T(q,4,t) = Zqz-(gqq) = 2T(q, 4, )
oL oT . 9U
h=) ——d i i =2T-(T
~ 04! 2 (3qz'q 04 q> . T-0)

Ustedes pueden probarlo calculando la derivada total respecto de A en la igualdad T'(q, g, t)

i,t) = XN*T(q,4,t)
y luego evaluando en A = 1. Van a llegar a que qf’?—g =2T.



v~ El Lagrangiano no depende de la coordenada ¢ < % = 0. Esto implica que el problema tiene
simetria de revolucién alrededor del eje z, lo cual estd asociado a la conservacién de la componente
z del momento angular.

Nota importante: En general, si % = 0 = se dice que la coordenada ( es ciclica. El

estudio de las simetrias del Lagrangiano es extremadamente importante y aparecerd, una y
otra vez, en distintos contextos que exceden a la Mecanica Clasica.

a) Ecuaciones de Euler-Lagrange:

Como mencionamos anteriormente, las ecuaciones de movimiento salen de aplicar las ecuaciones de
Euler-Lagrange para cada coordenada usando el Lagrangiano (2):

d (0L oL
( ) 0 (=0 =)

ai\og,) o
.(J1:9§
%:mlzééi <M> = mi*f
00 dt \ 90
gg = mi?sin 0 cos 0 p> — mglsin @
d (0L oL i
4 (O _ 9k _ l2 _ 2 . .9 .
dt(@@) 50 =" 0 — ml“sinfcos 6 p* + mglsin 6
= é—sin@cos&cf—i—%sin@:O (4)
*q =
a—ﬁ.:mlzsin20¢
¢
oL d (0L
50 = i (5g) =0
oL
= % = p, = constante (5)

Nota importante: La cantidad p, se conoce con el nombre de momento candnico conjugado de
la coordenada ¢. En general, para una coordenada ¢, el momento conjugado de ésta serd p, = Z—?,

el cual puede o no ser constante.



b) Constantes de movimiento:

Como ya mencionamos, la conservacién de p,, se debe a que el Lagrangiano no depende explicitamente
de la coordenada ¢. Es fécil ver que p, no es mas que la componente z del momento angular medido
desde el punto O (les queda a ustedes chequear la cuenta?):

% -Lo=L,=mi*sin®0 ¢ = p,. (6)

Esta conservacién también la podemos ver como haciamos en Fisica 1; es decir, calculando el torque
externo aplicado sobre la particula y verificando que la componente z del mismo es cero. Las fuerzas que
siente la masita son la tensién de la barra y el peso. Efectivamente, el torque total es

Text = AT +r Amg = rt A (—mgsin 9@) = —mgrsind ¢(x,y) = Text,» = 0.
=0

Hasta ahora hemos obtenido la conservacion de L.. Sin embargo, el problema nos pide encontrar
una cantidad conservada adicional. Tal como sospechan, esa cantidad va a ser la energia mecanica de
la masita. Esto lo pueden ver de distintas maneras:

e Pensando como en Fisica 1 es facil ver que la tensién (que es una fuerza no conservativa) no hace
trabajo por ser dl 1 T en todo instante = T - dl = 0.

e De la independencia temporal explicita del Lagrangiano deducimos que h se conserva. Luego, como
T(p,0,Ap, M) = N°T(,0,¢,0) y U #U(p,0) = h=E.

e Integrando una vez la ecuacién de movimiento (primer integral de movimiento) se llega a la con-
servacion de la energfa. Si usamos la conservacion de p, en la ecuacién (4) para 6 se obtiene:

2
9;  Dpcost .
ml@—m—i—mgl&nH—O,
d [m,, P2 dE
— =120+ —F—— —mglcosf p = — =0
dt{Q T oz sinze MY COS} dt
m p2
E:*Q'Q .
2l 6 +2ml281n20 mgl cos 6 (7)

\/Ol\/iendo a usar la I‘elacién — ml Sin 0 s en la ecuacién an( eI‘iOI“ VEINOS que efecti\/amen(e E S la.
© ) )
energfa mecanica de la par( icula:

12 :
E:%(sin29¢2+02)—mglc089:T+U (8)

3Notar que % - § = sin .



¢) Descripcién cualitativa del movimiento:

Para entender el movimiento del péndulo cualitativamente podemos usar la ecuacién de conservacion de
la energia (7) notando que la misma puede pensarse como la energia de un problema unidimensional
equivalente, con una parte cinética y un potencial efectivo, es decir

. 2 .
E=E@,0) = %92 + Uy(0),
p2
Us(0) = ——2 _ mglcosf 9
() 2ml2sin? @ mgs cos 9)

Si queremos tener una idea de cémo se comporta este potencial podemos graficarlo asumiendo un conjunto
dado de condiciones iniciales, las cuales, a su vez, determinaran la energia de la masita (a modo de ejemplo,
de ahora en més voy a usar m = 0.5kg y [ = 1m), a saber*:

@
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0 : i .
Figura 1: Potencial efectivo para 6(0) = 2F (120°), 6(0) = 0 y ¢(0) = 157!

(1) Si E > Uet, min y L» # 0, el movimiento estard acotado entre 2 valores del angulo 6 (6; < 6 < 6,),
en donde se anula la velocidad azimutal: 6(6;,2) = 0. Es decir, los aiigulos 61,2 son puntos de retorno del
potencial efectivo:

Ug(br2) =E < 6(61.2) =0. (10)

Algo interesante que se puede ver facilmente del grafico es que la particula nunca podréd alcanzar las
posiciones 8 =0y # = w ya que el potencial diverge. Esto se debe a la conservacién de L, que hard que

4De las ecuaciones de movimiento para 6 y ¢ es facil ver que la solucién no depende de m, solo del cociente g/l.



la particula gire més rapido a medida que se acerca al eje z. De hecho, de la ecuacién (6) para p,, es
facil ver que |p(0 = 0,7)| — co. En general, ¢ va a estar acotado entre dos valores:

L, <p< L,

mi2? sin? 6, ml2 sin? 6,

(73) Un caso particular interesante es el llamado péndulo cénico. Este ocurre cuando la energia de la
masita es igual al valor minimo del potencial, es decir cuando F = U, min- En este caso, el valor del
angulo azimutal permanecerd constante durante todo el movimiento (f = 0, = constante). Usando la
conservaciéon de L, es facil ver que, en este caso, la velocidad angular polar también es constante:

%) — Pe_ _ constante

o—g. ml%sin?0,

De la ecuacién de movimiento (4) para 6 podemos calcular el valor de la frecuencia angular polar en
términos de la aceleracion de la gravedad, el angulo de apertura del cono y el largo de la barra. Usando
que 6 = 6, = 0 y despejando se obtiene

90, [ cos 0,

¢

(737) Si elegimos $(0) = 0 (o sea, L, = 0) en el grafico de la Figura 1, se obtiene el potencial arménico
de un péndulo simple (como debe ser):

Ue(0)

s



Ejercicio 17

a) Encuentre el Lagrangiano y las ecuaciones de movimiento:

La bolita m; estd engarzada en el riel y no hay rozamiento. Claramente, el sistema va a tener 2 grados
de libertad. Calculemos ésto contando el nimero de vinculos que tenemos. Los vinculos sobre las dos
bolitas son

y1 =21 =22 =0,

(22 —31)* +y3 = 1%

Tenemos 4 vinculos, entonces el nimero de grados de libertad serd #g.d.l. =3N —k=3-2—-4 =2,
que es lo que esperabamos. Entonces, como coordenadas generalizadas elegimos a x1 y 6. Para calcular
la energia cinética tenemos que hacer

my .o M2, .9 .9
T =—-a1+ - (43 + 93)
2 2
La relaciones entre las coordenadas cartesianas de las particulas y el angulo 6 son

Ty =121 +1sind = i9 =i+ lcoshl

yo = —lcosf = ygzlsinﬂé

El potencial gravitatorio total es

Uyr,y2) = Ug, 1(y1) + Ug,2(y2) = magys. (11)
= | L=T-U= %a‘:% + %(1"12 + 24160 cos 0 + 126%) + magl cos 0

v~ El Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, entonces h se va a conservar. Ustedes
pueden verificar que, en este caso, también h = E.



v La coordenada x; es ciclica, por lo que tendrd asociado un momento conjugado que se va a
conservar, a saber

oL oL

o 0= = pr = maid1 +ma (21 + 0l cos ) = constante.
x1

O —
2
Este momento conjugado se pude reescribir como p, = mid1 + meds, que No es otra cosa mMAas que
la componente x del momento lineal del sistema. Si lo pensamos como en Fisica 1 pueden ver que para
el sistema de las masas y la barra todas las fuerzas externas (los pesos y la normal ejercida por el riel)
estan en la direccién y, entonces

ZFeXt,m =Py =0 = py = (M1 +mg)vcm,» = constante = vcn, , = constante. (12)

)

En este punto vale la pena hacer un comentario. Si derivamos el momento conjugado se obtiene

. .. .. ma .. .. mi ..
mix1 +mods =0 = 1 = ——29 = To=——1I1.
my ™Mo

Esto indica que las dos masitas van a oscilar en contrafase. Si m; = mg las aceleraciones seran opuestas
y tendran igual médulo. Si my > me, entonces &1 = 0, es decir, solo oscilard mo. Andalogamente, si
m1 € mgy, entonces I = 0, solo oscilarda m; en la direccién z.

En este problema, la derivacién de las ecuaciones de Fuler-Lagrange les queda a ustedes:

dpy .  moflcos® mo02lsind
e : _ = — = 13
*h=T dt 71+ mi1 + msg mi1 + msy (13)

oeqy =0 j1+lé+gsin9:0 (14)

Si despejamos Z1 de la ecuacién de Euler-Lagrange (13) y reemplazamos en (14) obtenemos:

9{(m1 + mg)l — mal cos? 9} + sinﬂ{mzlcos 6% + (my + mg)g} =0 (15)

Esta es la ecuacién de movimiento para la coordenada 6. Si uno fuese capaz de integrarla para
obtener la solucién 6(t) simplemente habria que reemplazar ésta, y sus derivadas, en (13) o (14) para
encontrar #1(t) y, luego, integrar dos veces para obtener z(t). Este es un lindo problema para resolver
numéricamente. Sin embargo, para que el problema sea resoluble analiticamente nos piden resolver las
ecuaciones de movimiento en la aproximacion de pequenas oscilaciones.



b) Pequenas oscilaciones:

La posicién de equilibrio estable serd, evidentemente, fqq = 0. Esto lo pueden chequear reemplazando
§ = 6.q = 0 en la ecuacién de movimiento (15) y van a obtener que 6. = 0. Entonces, si hacemos un
desarrollo de Taylor a primer orden alrededor de foq = 0 queda

sinf =0 + O(03) ~ 0,
cosf =1+ O(6?) ~ 1.

Reemplazando estas aproximaciones en la ecuacién (15), y usando que 62 ~ 0, llegamos a la ecuacién
del oscilador arménico:

T ) Y R o SR A e Y (16)
mll mll
Ademas, es ficil ver que en la aproximacion de pequenas oscilaciones vale
i =29 (17)
mp

e Utilizando ésta relacién es posible calcular z;(t) a partir de la solucién para 6(t). En este punto les
dejo a ustedes que supongan condiciones iniciales adecuadas para encontrar la solucién 6(t) y terminen
de resolver el problema.
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