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PROLOGO A LA 2.2 EDICION

No ha sido necesario rehacer el libro para esta se-
gunda edicién. Se han afiadido tan solo unos pocos co-
mentarios y algunos problemas en diferentes sitios del
mismo, y también se han corregido algunas erratas.

Para el estudio de este volumen por los fisicos tedri-
cos dentro del contenido «tedrico minimo», cabe reco-
mendar que se prescinda de los §§ 27, 29, 30, 37.

www.FreeLibros.me



www.FreeLibros.me



CAPiTULO PRIMERO

ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

§ 1. Coordenadas generalizadas

Uno de los conceptos fundamentales de la Mecénica es el de punto material'.
Se denomina asi un cuerpo cuyas dimensiones pueden despreciarse cuando se
describe su movimiento. Por supuesto, esta posibilidad depende de las condi-
ciones concretas del problema. Asi, se pueden considerar los planetas como
puntos materiales al estudiar su movimiento alrededor del Sol, pero no, evi-
dentemente, cuando se considera su rotacién alrededor de sus ejes. .

La posicion de un punto material en el espacio estd determinada por su
vector de posicién r, cuyas componentes coinciden con sus coordenadas car-
tesianas x, vy, 2. La derivada de r con respecto al tiempo v = dr/dt se llama
velocidad y la derivada segunda d®r/d#?, aceleracion del punto. En lo que sigue,
como se acostumbra, indicaremos la derivacién con respecto al tiempo por
medio de un punto sobre la letra: v = .

Para determinar la posicién de un sistema de N puntos materiales en el
espacio, hace falta dar N vectores de posicién, es decir, 3N coordenadas. En
general, el nimero de magnitudes independientes que determinan de manera
univocd la posicién de un sistema se llama namero de grados de libertad del
sistema. En este caso, el namero es igual a 3N. Estas magnitudes no son forzo-
samente las coordenadas cartesianas del punto, y de las condiciones del problema
depende la eleccién de otro sistema mis comodo de coordenadas. s magnitudes
cualesquiera ¢, ¢, ..., ¢gs que definen completamente la posicion de un sistema
(de s grados de libertad) se llaman sus coordenadas generalizadas y las deriva-
das ¢;, sus wvelocidades generalizadas.

Sin embargo, no basta dar las coordenadas generalizadas para determinar
el estado mecdnico del sistema en un instante dado, en el sentido de que esto
no permite prever la posicion del sistema en el instante siguiente. Para valores
dados de las coordenadas, un sistema puede tener velocidades arbitrarias y,
segun el valor de éstas, la posicion del sistema serd distinta en el instante si-
guiente (es decir, después de un intervalo de tiempo infinitamente pequefio dt).

La experiencia demuestra que dadas simultdneamente las coordenadas y las
velocidades se determina completamente el estado del sistemna y permite, en

' En lugar de punto material emplearemos a menudo la palabra particula.
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2 MECANICA

principio, predecir su movimiento futuro. Matemadticamente, esto significa que
dadas las coordenadas y las velocidades en un cierto instante quedan definidas
univocamente las aceleraciones § en ese instante’.

Las relaciones entre las aceleraciones, las coordenadas y las velocidades se
llaman ecuaciones de movimiento. Con respecto a las funciones ¢(t), son ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden cuya integracién permite en principio de-
terminar esas funciones, es decir, las trayectorias del sistema.

§ 2. El principio de la minima accién

La formulacién mis general de la ley del movimiento de los sistemas me-
cinicos es el principio de minima accion (o principio de Hamilton). Segun este
principio, todo sistema mecénico estd caracterizado por una funcién definida:

L(qu 92’ very sy 9°1, 9°2, seey q.b t)a

o mds brevemente L(q, ¢, ), y el movimiento del sistema satisface la siguiente
condicién:

Supongamos que en los instantes ¢t = ¢, y t = t, el sistema ocupa posiciones
dadas, caracterizadas por los dos conjuntos de valores de las coordenadas ¢®
y ¢®; el sistema se mueve entre estas posiciones de manera que la integral

ta
S=[Lg ¢ t)d (2.1)
tl

tome el menor valor posible?. La funciéon L se llama lagrangiana del sistema,
y la integral (2.1), accién.

La funcién de Lagrange no contiene mis que ¢ y ¢, y no las derivadas supe-
riores ¢, §, ... Esto es debido al hecho ya indicado de que el estado mecanico de
un sistema estd completamente definido por sus coordenadas y sus velocidades.

Establezcamos ahora las ecuaciones diferenciales que determinan el minimo
de la integral (2.1). Por simplicidad, empecemos suponiendo que el sistema no
tiene mas que un solo grado de libertad, de manera que hace falta determinar
una sola funcién q(z).

Sea precisamente ¢ = ¢(¢) la funcién para la cual S es un minimo. Esto
significa que S crece cuando se sustituye g(¢) por una funcién cualquiera

9(2) +34(2), 2.2)

! Para simplificar, designaremos corrientemente por q al conjunto de todas las coordenadas
a1, Gz, ---, s (y por ¢ al conjunto de todas las velocidades).

* Conviene hacer notar que esta formulacién del principio de la minima accién no es siempre
vélida para la totalrdad de la trayectoria del movimiento, sino solamente para cada parte suficiente-
mente pequefia de ésta; para toda la trayectoria, la integral (2.1) debe ser un extremal, pero no nece-
sariamente un minimo. Sin embargo, este hecho no es esencial para la deduccién de las ecuaciones
del movimiento, que no utiliza mas que una condicién de extremal.
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ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 3

donde 6q(t) es una funcién que es pequenia en todo el intervalo de ¢, a t, [se le
llama wvariacién de la funcién g(t)]. Puesto que para t = t;, y t = t, todas las
funciones (2.2) deben tomar los mismos valores ¢® y ¢® se tiene:

dq(t1) = dq(t2) = 0. (23)

Lo que varia S cuando se remplaza q por ¢ + dq estd dado por:

ta tg
[ Lig+8g,g+84,1)dt— [ L(g,¢,1)ds.
21 tl

El desarrollo en serie de esta diferencia en potencias de dg y dq (en la expresién
bajo el signo integral) comienza por términos de primer orden. La condicién
necesaria de minimo! de S es que el conjunto de estos términos se anule; se le
llama primera variacién (o simplemente variacién) de la integral. Asi, el prin-
cipio de minima accién puede escribirse:

2]
85 = 8 [ L(g,¢,1)dt = 0, (2.4)
4
o, efectuando la variacion:
g
f(aLS +8L8’)dt 0
oq ? 04 g o

t

Teniendo en cuenta que o¢ = d/dt(dq), integramos el segundo término por partes
y se obtiene:

ts

oL 7t AP
ss = [Zs ] + f(————-—) sqdt = 0. 2.5)
t og dt 94

1

En virtud de las condiciones (2.3), el primer término de esta expresion desapa-
rece. Queda una integral, la cual debe anularse para todo valor de dq. Esto es
solamente posible si el integrando es idénticamente nulo, y consecuentemente
se obtiene la ecuacién:

d 8L) oL
ala

! En general: de extremal.
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4 MECANICA

Si hay varios grados de libertad, las s funciones diferentes g¢,(¢) deben variar
independientemente. Es evidente que entonces obtenemos s ecuaciones de la
forma:

d/oL\ oL
—_—— ] —_—_— = 0 | = 1,2, eesyd)e 2-6
dt(aq,) 208 (¢ ) (26)

Estas son las ecuaciones diferenciales buscadas; en Mecanica se las llama ecua-
ctones de Lagrange'. Si se conoce la lagrangiana de un sistema mecinico dado,
entonces las ecuaciones (2.6) establecen la relacién entre las aceleraciones, las
velocidades y las coordenadas, es decir, son las ecuaciones del movimiento del
sistema.

Desde el punto de vista matemadtico, las ecuaciones (2.6) forman un sistema
de s ecuaciones diferenciales de segundo orden con s funciones desconocidas
q:(t). La solucién general del sistema contiene 2s constantes arbitrarias. Para
determinarlas y, por tanto, para definir completamente el movimiento del sis-
tema mecdnico, es necesario conocer las condiciones iniciales que caractericen
el estado del sistema en un instante dado, por ejemplo los valores iniciales de
las coordenadas y de las velocidades.

Sea un sistema mecdnico compuesto de dos partes A y B, que siendo cerra-
das, cada una tendra su respectivo lagrangiano L, y Lj. Si se alejan estas partes
una de la otra suficientemente, para que su interaccién se haga despreciable,
la lagrangiana del sistema en el limite tender4 a:

limL = Ls+ Lpg. (2.7)

Esta aditividad de la lagrangiana expresa el hecho de que las ecuaciones del mo-
vimiento de cada una de las partes de un sistema que no interactGen con las
otras, no pueden contener magnitudes pertenecientes a las otras partes del
sistema.

Es evidente que la multiplicacién de la lagrangiana de un sistema mecénico
por una constante arbitraria no afecta a las ecuaciones del movimiento. Se
podria pensar que de aqui resulta una indeterminacién: las funciones de La-
grange de diferentes sistemas mecdnicos aislados podrian multiplicarse por
diferentes constantes arbitrarias; sin embargo, la propiedad de aditividad de la
lagrangiana elimina esta indeterminacién, puesto que no admite méas que la
multiplicacién simultinea de las lagrangianas de todos los sistemas por una
misma constante, lo que conduce simplemente a una arbitrariedad natural en
la eleccion de las unidades de medida de esta magnitud fisica. Volveremos a
tratar esto en § 4.

Se debe hacer una nueva consideracién general. Sean dos funciones L'(g,
4, 1) y L(g, ¢, t) que sdlo difieran en la derivada total con respecto al tiempo de
una funcién cualquiera de las coordenadas y del tiempo f(q, ¢):

d
L'(g,4,t) = L(g,4,?) +E;f(q’ 1). (2.8)

' En el Célculo de variaciones, que trata del problema formal de la determinacién de extremales
de las integrales de la forma (2.1), se llaman ecuaciones de Euler.
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ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 5

Las integrales (2.1), calculadas para estas dos funciones estin ligadas por la
relacion

tg tg ty
s = [L@ana = [ Lagnas | Yot = 541 -1,
6 151 171

es decir, difieren en un término que desaparece al variar la accién. De modo
que la condicién 4S” = 0 coincide con la condicién 6S = 0 y la forma de las
ecuaciones de movimiento queda invariable. De esta manera, la funcién de
Lagrange se define con la indeterminacién aditiva de la derivada total con res-
pecto al tiempo de cualquier funcién de las coordenadas y del tiempo.

§ 3. El principio de la relatividad de Galileo

Para estudiar los fendmenos mecdnicos es preciso escoger un sistema de refe-
rencia. En los distintos sistemas de referencia las leyes del movimiento no tienen
en general la misma forma. Al escoger un sistema de referencia arbitrario, puede
ocurrir que las leyes que rigen fenémenos atin muy sencillos tomen una forma
muy complicada. Naturalmente, debe escogerse un sistema de referencia en el
cual las leyes de la Mecdnica tomen su forma mas sencilla.

Con respecto a un sistema de referencia arbitrario, el espacio es no homo-
géneo y anisétropo. Esto significa que aunque un cuerpo no interactie con
ningun otro, sus diferentes posiciones en el espacio y sus distintas orientaciones
no serian mecdnicamente equivalentes. Generalmente ocurrird lo mismo con
‘el tiempo, que no serd homogéneo, es decir, diferentes instantes no seran equi-
valentes. Es evidente la complicacién que se introduciria al describir los fend-
menos mecanicos con estas propiedades del espacio y del tiempo. Por ejemplo,
un cuerpo libre (es decir, no sometido a ninguna accién exterior) no estaria en
reposo, pues aun cuando la velocidad del cuerpo fuese nula en un cierto ins-
tante, en un instante siguiente empezaria a moverse en determinada direc-
cién. Sin embargo, siempre se puede encontrar un sistema de referencia para el
cual el espacio sea homogéneo e isétropo y el tiempo homogéneo. A este sistema
se le llama ¢nercial. En particular, en un sistema inercial, un cuerpo libre y en
reposo en un instante dado, permanecera siempre en reposo.

Podemos ahora inferir algunas consecuencias acerca de la forma de la lagran-
giana para una particula que se mueve libremente en un sistema de referencia
inercial. La homogeneidad del espacio y del tiempo significa que esta funcion
no puede contener explicitamente ni el vector de posicién r de la particula, ni
el tiempo ¢; es decir, L ser4 sélo funcién de la velocidad v. Puesto que el espacio
es isétropo, la lagrangiana no puede depender tampoco de la direccién del
vector v; por tanto, sera funcién solamente de su valor absoluto, es decir, de su
cuadrado v* = 2%

L = L(?). (3.1)

www.FreeLibros.me



6 MECANICA

Como la lagrangiana es independiente de r, tenemos 0L/0r = 0, y las ecua-
ciones de Lagrange toman la forma'

d /oL
-0
dz\ ov

de donde 0L/ov = Cte. Y puesto que 0L/0v es una funcién del cuadrado de la
velocidad solamente, resulta que

v = constant. (3.2)

Llegamos asi a la conclusién de que en un sistema de referencia inercial, todo
movimiento libre se realiza con velocidad constante en magnitud y direccidn.
Esta afirmacion es la ley de la inercia.

Si, al lado del sistema inercial dado, consideramos otro sistema que se
mueve con movimiento rectilineo y uniforme con respecto al primero, las leyes
del movimiento libre en este nuevo sistema seran las mismas que en el sis-
tema inicial. Un movimiento libre se efectuard también alli con velocidad cons-
tante.

Sin embargo, la experiencia demuestra que en éstos sistemas no solamente
las leyes del movimiento libre serdn las mismas, sino que los sistemas son com-
pletamente equivalentes desde el punto de vista mecdanico. Asi, existen una
infinidad de sistemas de referencia inerciales, que se mueven los unos con res-
pecto a los otros con movimiento rectilineo y uniforme. En estos sistemas, las
propiedades del espacio y del tiempo son las mismas, asi como todas las leyes
de la Mecdnica. Esto constituye el principio de relatividad de Galileo, que es uno
de los principios mds importantes de la Mecdnica.

Todo lo que se ha dicho muestra claramente que los sistemas de referencia
inerciales tienen propiedades particulares, en virtud de las cuales se utilizan
precisamente estos sistemas para el estudio de los fenémenos mecénicos. En lo
que sigue, consideraremos solamente sisternas inerciales, a menos que se espe-
cifique lo contrario.

La completa equivalencia mecdnica de todos estos sistemas demuestra que
no existe ningan sistema de referencia «absoluto» que pudiera preferirse a los
otros.

Las coordenadas r y r’ de un mismo punto en dos sistemas de referencia
distintos K y K’, de los cuales el segundo se mueve respecto al primero con una
velocidad V, estan ligadas por la relacién:

= r'+ VL. (3.3)

Se sobreentiende que el tiempo transcurre de la misma manera en los dos sis-
temas de referencia:

t=1t. (3.4)

' La derivada de un escalar con respecto a un vector es otro vector cuyas componentes son iguales
a las derivadas de la magnitud escalar con respecto a las componentes correspondientes del vector.
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ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 7

La hipotesis del tiempo absoluto es uno de los fundamentos de la Mecénica
clasica’.

Las férmulas (3.3) y (3.4) constituyen la transformacion de Galileo. Se puede
formular el principio de la relatividad de Galileo asegurando la invariancia de
las ecuaciones del movimiento con respecto a estas transformaciones.

§ 4. Lagrangiana de una particula libre

Determinemos ahora la forma de la funcién de Lagrange y consideremos
primero el caso mis simple: el movimiento libre de una particula en un sistema
inercial. Como ya se ha visto, la lagrangiana en este caso s6lo depende del cua-
drado del vector velocidad. Para poner de manifiesto esta dependencia, utili-
zaremos al principio de la relatividad de Galileo. Si un sistema de referencia
inercial K se desplaza con una velocidad infinitamente pequefia € con respecto
a otro sistema inercial K’, se tiene v' = v 4+ €. Puesto que las ecuaciones del
movimiento deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia, la
lagrangiana L(v?) por esta transformaciéon debe convertirse en una funcién L',
que, si difiere de L(2®), no serd més que en la derivada total con respecto al
tiempo de una funcién de las coordenadas y del tiempo (ver el fin del § 2).

Asi, tenemos:

L' = L(v'?) = L(v2+2v - €+e€2).

Desarrollando. esta expresion en serie de potencias de € y despreciando los
infinitésimos de orden superior al primero, obtenemos:

oL
L(v'?) = L(v?)+—2v-e.
ov?

El dltimo término del segundo miembro de esta ecuacién serd una derivada
total con respecto al tiempo, solamente si es una funcion lineal de la velocidad v.
Por tanto, 6L/0v® no depende de la velocidad, es decir, la lagrangiana en este
caso es proporcional al cuadrado de la velocidad.

L = av?

Del hecho de que una lagrangiana de esta forma satisface el principio de la rela-
tividad de Galileo para una velocidad relativa infinitesimal, se deduce inme-
diatamente que la funcién de Lagrange es también invariante para una velo-
cidad finita V del sistema de referencia K con respecto al K’. En efecto,

L' =av? =a(v+ V)? =at®+ 2av-V + aV?
L' =L + d/dt Qar-V + al*1)

! No es cierta en la Mecidnica relativista.
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8 MECANICA

El segundo término es una derivada total con respecto al tiempo y por tanto
puede omitirse. La constante a se la denomina habitualmente m/2, de manera
que, finalmente, la lagrangiana de una particula libre se escribe

L = jme2. (4.1)

La magnitud m se llama masa de la particula. Siendo la lagrangiana aditiva, se
tiene, para un sistema de particulas no interactuantes':

L = > imgug. (4.2)

Es preciso destacar que la definicion dada de masa sélo adquiere un sentido
real al tener en cuenta la propiedad aditiva. Como se ha visto en § 2, la lagran-
giana siempre puede multiplicarse por una constante cualquiera sin que afecte
a las ecuaciones del movimiento. Con respecto a la funcién (4.2), esta multi-
plicaciéon lleva consigo un cambio en la unidad de medida de la masa; pero los
cocientes de las masas de las distintas particulas, que son los Unicos que tienen
un sentido fisico real, permanecen invariables con esta transformacién.

Es facil ver que la masa no puede ser negativa. En efecto, segin el principio
de la minima accién, cuando una particula se desplaza del punto I al punto 2
del espacio, la integral

2
S = [ymode
1

pasa por un minimo. Supongamos que la masa fuese negativa. Entonces, para

una trayectoria a lo largo de la cual la particula deja ripidamente el punto I

v riapidamente se aproxima al punto 2, la integral de accién tomaria valores

negativos arbitrariamente grandes en valor absoluto. Es decir, no habria minimo?®.
Es util observar que

v? = (dijde)? = (dl)/(dr)2. (4.3)

De aqui, para obtener la lagrangiana, es suficiente hallar el cuadrado del ele-
mento de arco d/ en el sistema de coordenadas correspondiente. En coordenadas
cartesianas, por ejemplo, di* = dx* + dy® + dz?, de donde:

L = Im(#2+y%+22). 4.4)
En coordenadas cilindricas dI? = d7* + »*d¢® + dz2?, y asi:
L = Im(72+ 1242 + 52). (4.5)

! Para numerar las particulas, utilizaremos como indices las primeras letras del alfabeto, y para
las coordenadas, las letras 7, k, /, ...

? Esto no afecta a la reserva indicada en la primera nota de § 2, puesto que para m < 0, la inte-
gral no tendria tampoco minimo para ningin elemento de trayectoria, por pequefio que sea.
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ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 9
En coordenadas esféricas d> = dr® + r2d6® + »? sen’6 d¢?, y:

L = }m(72 + 1202 + r2§2sen20). (4.6)

§ 5. Lagrangiana de un sistema de particulas

Consideremos ahora un sistema de particulas que actdan entre si, pero ais-
ladas de los otros cuerpos; a este sistema se le llama cerrado. Se puede describir
la interaccién de las particulas del sistema afiadiendo a la lagrangiana (4.2),
vilida para particulas libres, una cierta funcién de las coordenadas (dependiente
del carécter de la interaccién)'. Designando esta funcién por — U, se tiene:

L= z%mavaz—— U(ry, 13, ...), (5.1)

(donde r, es el vector de posicién de la particula a). Esta es la forma general
de la funcién de Lagrange de un sistema cerrado.
La suma

T = X {mqva®
a

se llama energia cinética, v la funcién U, energia potencial. El significado de estos
términos serd explicado en § 6.

El hecho de que la energia potencial sélo dependa de la posicién de las
particulas en un instante dado, lleva consigo que un cambio de posicién de una
de ellas repercute instantdneamente en todas las otras; es decir, la interacciéon
«se propaga» instantineamente. Este cardcter de las interacciones es inevitable
en Mecanica clasica; resulta directamente de sus postulados fundamentales
cuales son la existencia de un tiempo absoluto y el principio de relatividad de
Galileo. Si la interaccién se propagase, no instantdneamente, sino con una velo-
cidad finita, esta velocidad seria diferente en los distintos sistemas de referencia
(en movimiento relativo), ya que la existencia de un tiempo absoluto implica
necesariamente que la regla ordinaria de composicion de velocidades sea apli-
cable a todos los fenémenos. En consecuencia, las leyes del movimiento para
cuerpos que interactian serian diferentes en los distintos sistemas de referencia
(inerciales), en contradiccién con el principio de relatividad de Galileo.

En § 3 hablamos solamente de la homogeneidad del tiempo, pero la forma
(5.1) de la funcién de Lagrange muestra que el tiempo no sélo es homogéneo,
sino también is6tropo, es decir, sus propiedades son las mismas en los dos sen-
tidos. En efecto, el cambio de ¢t por — t deja la lagrangiana y, por tanto, las
ecuaciones de movimiento, invariables. En otras palabras, si un cierto movi-
miento del sistema es posible, también lo serd el movimiento inverso, o sea, el
movimiento segin el cual el sistema pasa por los mismos estados, en orden in-
verso. En este sentido, todo movimiento que obedece las leyes de la Mecdnica
clésica es reversible.

! Esta afirmacién se refiere a la Mecénica cldsica, no relativista, expuesta en este libro.
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10 MECANICA

Conociendo la lagrangiana podemos deducir las ecuaciones del movimiento.

—d——a—li = iL— (5:2)
dt ov, or,
Sustituyendo (5.1) en (5.2) obtenemos:
mg dvg/dt = —oU/or,. (5.3)

Bajo esta forma, las ecuaciones del movimiento se llaman ecuaciones de Newton
y constituyen la base de la Mecdnica de un sistema de particulas interactuantes.
Al vector

F, = —0U/or, (5.4)

se le denomina fuerza que actia sobre la particula a. Lo mismo que la energia
potencial U, la fuerza s6lo depende de las coordenadas de las particulas y no
de sus velocidades. Las ecuaciones (5.3) demuestran que los vectores acele-
raciones de las particulas son, anilogamente, sélo funciones de sus coordenadas.

La energia potencial es una magnitud que se define con la arbitrariedad de
una constante aditiva, que no afecta a las ecuaciones del movimiento (es un caso
particular de la indeterminaciéon de la lagrangiana, indicada en § 2). El modo
mas natural y mis usual de elegir esta constante es tal que la energia potencial
tienda a cero cuando las distancias entre las particulas tienden a infinito.

Si para describir el movimiento, empleamos coordenadas generalizadas, g,
en lugar de las coordenadas cartesianas de las particulas, entonces, para obtener
la lagrangiana, necesitaremos efectuar la siguiente transformacion:

0
xa = fa(q1, g2, .-» @s)s %o = Z %q‘f;q'k, etc.
k

Sustituyendo estas expresiones en la funcién
L= %zma(-’baz +ya2+2,2) - U,
obtenemos la lagrangiana buscada:

L= %;caik@)éifik— U, (5:3)

en la que, las a; s6lo son funciones de las coordenadas. LLa energia cinética en
coordenadas generalizadas es todavia funcién cuadritica de las velocidades,
pero puede depender también de las coordenadas.

Hasta aqui s6lo hemos hablado de sistemas cerrados. Consideremos ahora
un sistema A4 no cerrado, en interaccién con otro sistema B, que realiza un cierto
movimiento. Se dice en este caso que el sistema 4 se mueve-en un campo ex-
terior (creado por el sistema B). Como las ecuaciones del movimiento se ob-
tienen a partir del principio de la minima accién variando independientemente
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ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 11

cada una de las coordenadas (es decir, considerando las otras como magnitudes
dadas), podemos, para encontrar la lagrangiana L, del sistema A, utilizar la
lagrangiana L del sistema total 4 + B, sustituyendo en él las coordenadas ¢g
por funciones dadas del tiempo.

Suponiendo el sistema A + B cerrado, se tiene:

L = T4(qa, 44)+ T8(¢8, §8)— U(q4, 98),

donde los dos primeros términos son las energias cinéticas de los sistemas 4 y B,
y el tercero, la energia potencial comin. Sustituyendo las gz por funciones
dadas del tiempo y omitiendo el término T[gs(t), ¢s(t)], ya que depende sélo
de ¢t (y es, por tanto, la derivada total respecto del tiempo de otra funcion del
tiempo), obtenemos:

L4 = T4(qa, §a)— Ulga, g5(2)).

Asi pues, el movimiento de un sistema en un campo exterior se describe por una
lagrangiana de tipo usual, con la Unica diferencia de que la energia potencial
puede ser una funcién explicita del tiempo.

Para el movimiento de una particula en un campo externo, la forma general
de la lagrangiana sera:

L = ymv2—- U(r,t), (5.6)
y las ecuaciones del movimiento
mv = —oUl/ér. (5.7)

Un campo tal, que en todos sus puntos actia la misma fuerza F sobre una par-
ticula, se le llama campo uniforme. En un campo uniforme, la energia potencial
es evidentemente

U= ~F.r. (5.8)

Para concluir este tema debemos hacer una observacién sobre la aplicacién
de las ecuaciones de Lagrange a distintos problemas concretos. A menudo se
trata con sistemas mecédnicos en que la interaccién entre los cuerpos (o particu-
las) tiene un caracter de ligadura, es decir, limitaciones en su posicién relativa.
En la prictica, se crean estas ligaduras fijando los cuerpos entre ellos mediante
varillas, hilos, charnelas, etc. Esta circunstancia introduce un nuevo factor en
el problema: el movimiento se realiza con friccién en los puntos de contacto;
en general, el problema se sale entonces del marco de la Mecanica pura (ver
§ 25). Sin embargo, en muchos casos, la friccién es suficientemente pequefia
para que pueda despreciarse su influencia en el movimiento; si las masas de los
«elementos de ligadura» son también despreciables, el papel de éstas consiste
simplemente en reducir el nimero s de grados de libertad del sistema (con
respecto al nimero 3N). Para determinar el movimiento, se puede usar nueva-
mente la forma (5.5) de la lagrangiana con un nimero de coordenadas genera-
lizadas independientes igual al ntimero real de grados de libertad.
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12 MECANICA

PROBLEMAS

Encontrar la lagrangiana de los siguientes sistemas, colocados en un campo gravitatorio
(aceleracién de la gravedad: g).

1. Péndulo doble coplanario (fig. 1).

Fic. 1

Solucion: Tomemos como coordenadas los dngulos ¢, y ¢, que forman los hilos /; y I,
con la vertical. Tenemos entonces para la particula m;:

T1 = $mh%2, U= —mgh cos ¢1
Para hallar la energia cinética de la segunda particula, expresamos sus coordenadas carte-

sianas x,, ¥, (origen de coordenadas en el punto de suspensidn, eje ¥ dirigido verticalmente
hacia abajo) en funcién de ¢, y ¢.:

x3 = i sen d1-+lasen da, ¥ya = l1 cos ¢1+/Is cos ¢s.
Obtenemos entonces:
Ts = {ma(2s®+y5%)
= {ma[l1241% +la%da® + 21112 cos($1 —$2)drd2].
Y finalmente,
L = §(m1+ma)l13412+ dmela®da? +maliladrda cos(Ps — da) +(m1+ma)gh cos ¢1-+magle cos ¢2.

2. Péndulo plano de masa m,, cuyo punto de suspensién (de masa m,;) puede despla-
zarse en el mismo plano sobre una recta horizontal (fig. 2).
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ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 13

Solucién: Usando la coordenada x del punto m, y el dngulo ¢ entre el hilo del péndulo
y la vertical, tenemos:

L = ¥(m1+me)sid+ dma(I2d2 4214 cos ¢)+magl cos ¢.
3. Péndulo plano, cuyo punto de suspension:

a) se desplaza uniformemente sobre una circunferencia vertical con una frecuencia
constante y (fig. 3);

FiG. 3

b) oscila horizontalmente en el plano del péndulo segun la ley x = a cos yt;
¢) oscila verticalmente segun la ley y = a cos yt.

Solucién: a) coordenadas del punto m:
x = a cos yt+lsend, y = —asenyt+l cos ¢.
Lagrangiana:
L = imi%$®+mlay?sen(¢—vyt)+mgl cos ¢;

se han omitido los términos que sélo dependen del tiempo y eliminado la derivada total
con respecto al tiempo de mlay*cos(¢—7t).

my

FiG. 4
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14 MECANICA
b) Coordenadas del punto m:
x = a cos yt+lseng, y = lcos ¢.
Lagrangiana (omitiendo las derivadas totales con respecto al tiempo):
L = $ml%§2+mlay?® cos yt sen ¢+mgl cos ¢.
¢) De la misma manera:
L = }mi?§2 +mlay® cos yt cos ¢+mgl cos §.

4. En el sistema representado en la figura 4, el punto m, se mueve sobre el eje vertical,
y todo el sistema gira con velocidad angular constante 2 alrededor de este eje.

Solucion: Sea 0 el angulo formado por el segmento a y la vertical, y ¢ el dngulo de rota-
cién del sistema alrededor del eje; ¢ = 2. Para cada particula m,;, un desplazamiento ele-
mental d;2 = a® d6* + a® sen® 0 d¢®. La distancia de m; al punto de suspension A es 2a
cos 0y asi, dl, = — 2a sen 6 df. La lagrangiana:

L = ma?(82+ Q2sen?0) +2m2a26? sen20+2(m1+ms)ga cos 6.
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Carituro II

TEOREMAS DE CONSERVACION

§ 6. Energia

Durante el movimiento de un sistema mecdnico, las 2s magnitudes ¢, y
g; (1 =1, 2, ..., 5), que determinan el estado del sistema, varian con el tiempo.
Existen, sin embargo, unas funciones de estas magnitudes cuyos valores perma-
necen constantes durante el movimiento, dependiendo solamente de las con-
diciones iniciales. A estas funciones se las denomina integnales del movimiento.

Para un sistema mecdnico cerrado con s grados de libertad, el nimero de
integrales del movimiento independientes es igual a 2s — 1, lo que es evidente
por las sencillas consideraciones siguientes. La solucién general de las ecuacio-
nes del movimiento contiene 2s constantes arbitrarias [véase la discusion que
sigue a la ecuacion (2.6)]. Como las ecuaciones del movimiento para un sistema
cerrado no contienen explicitamente el tiempo, es totalmente arbitraria la elec-
cién del origen de tiempos, y una de las constantes arbitrarias en la solucién de
las ecuaciones puede siempre considerarse como una constante aditiva ¢, al
tiempo. Eliminando ¢t + ¢ en las 2s funciones

g1 = qi(t+1to, C1, Cs, ..., Cos1),
Qi q.i(t+t0) Cl’ CZs eeey CZS—I)v

podemos expresar las 2s — 1 constantes arbitrarias C,, C,, ..., Cs;_;, como fun-
ciones de ¢ y ¢, y estas funciones serdn integrales del movimiento.

Sin embargo, no todas las integrales del movimiento tienen la misma im-
portancia en Mecénica, pues hay algunas cuya constancia tiene un profundo
significado, derivado de las propiedades fundamentales: homogeneidad e iso-
tropia del espacio y del tiempo. Las magnitudes representadas por tales inte-
grales del movimiento se dice que son conservativas y tienen una importante
propiedad comin: son aditivas, es decir, su valor para un sistema formado por
varias partes cuya interaccién es despreciable es igual a la suma de sus valores
para cada una de las partes.

Precisamente, la especial importancia mecdnica de estas magnitudes es
debida a su aditividad. Supongamos, por ejemplo, que dos cuerpos interactiian
durante un cierto intervalo de tiempo. Como cada una de las integrales aditivas

I
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16 MECANICA

del sistema total es, tanto antes como después de la interaccién, igual a la suma
de sus valores para los dos cuerpos tomados separadamente, los teoremas de
conservacién para estas magnitudes hacen posible de modo inmediato deducir
una serie de conclusiones referentes al estado de los cuerpos después de la in-
teraccién, si es conocido su estado antes de la interaccién.

Consideremos primero el teorema de conservacién que resulta de la homo-
geneidad del tiempo.

En virtud de esta homogeneidad, la lagrangiana de un sistema cerrado no
depende explicitamente del tiempo. Entonces la derivada total respecto al
tiempo de la lagrangiana puede escribirse:

_zaL_+ oL
_iaqii EQi

(si L fuese funcién explicita del tiempo, deberiamos afiadir el término OL/0t
al segundo miembro). Sustituyendo 0L[0q; por (d/dt) OL/d¢; de acuerdo con las
ecuaciones de Lagrange, se obtiene:

th dt(aq ) Za—q,q‘
N Z dt(qi—a—q?)

o:
d ( . oL L) 0
a\&lgg ~) T
De donde se deduce que la magnitud
oL
E = jij——L 6.1
X (6.1)

1

permanece constante durante el movimiento de un sistema cerrado, es decir,
es una integral del movimiento. A esta magnitud se la llama energia E del sis-
tema. La aditividad de la energia es consecuencia de la aditividad de la lagran-
giana, de la cual es funcién lineal segin (6.1).

El teorema de la conservacién de la energia es vilido no sélo para sistemas
cerrados, sino también para sistemas sometidos a un campo exterior constante
(es decir, no dependiente del tiempo), ya que la tnica propiedad de la lagran-
giana utilizada en el razonamiento anterior, la de que no contiene explicitamente
el tiempo, sigue siendo valida en este caso. Los sistemas mecdnicos cuya energia
se conserva se suelen llamar conservativos.
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TEOREMAS DE CONSERVACION 17

Como se ha visto en § 5, la lagrangiana de un sistema cerrado (o colocado
en un campo constante) es de la forma:

L = T(g, )- U(g),

siendo T una funcién cuadrética de las velocidades. Aplicando el teorema de
Euler de las funciones homogéneas, se tiene:

Sustituyendo en (6.1):
E = T(3,9)+ U(9); (6.2)

y en coordenadas cartesianas:
E = z%mava2+ U(ry, 1o, ...). (6.3)
a

Es decir, la energia del sistema puede expresarse como la suma de dos términos
esencialmente distintos: la energia cinética, que depende de las velocidades,
y la energia potencial, que sélo depende de las coordenadas de las particulas.

§ 7. Impetu

De la homogeneidad del espacio se deduce un segundo teorema de conser-
vacién. En virtud de dicha homogeneidad, las propiedades mecanicas de un
sistema cerrado no varian por un desplazamiento paralelo de ‘todo el sistema
en el espacio. Consideremos, pues, un desplazamiento infinitesimal €, y bus-
quemos la condicién para que la lagrangiana no varie.

Un desplazamiento paralelo es una transformacién en la cual todas las par-
ticulas del sistema se desplazan un mismo segmento, o sea, los vectores de po-
sicién r, se convierten en r, + €. La variacién de la funcién L, consecuencia
de un cambio infinitesimal en las coordenadas (permaneciendo constantes las
velocidades de las particulas), estd dado por:

oL
8L Z — ara €- ar
a

extendiendo la suma a todas las particulas del sistema. Como € es arbitrario,
la condicién 6L = 0 es equivalente a

S 0L[otg = 0. (7.1)
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18 MECANICA

y, en virtud de las ecuaciones de Lagrange (5.2):

d oL d <L
dt@va_dt e

Llegamos asi a la conclusién de que en un sistema mecénico cerrado, la mag-
nitud vectorial

S 8Ljova (7.2)

permanece constante durante el movimiento; el vector P se llama impetu' del
sistema. Derivando la funcién de Lagrange (5.1) encontramos que el impetu
o cantidad de movimiento viene dado en funcién de las velocidades de las par-
ticulas por

P= >mv,. (7.3)
a

La aditividad del impetu es evidente; ademds, en contraste con la energia, el
impetu del sistema es igual a la suma de los impetus

Pa = MgV,

de las partlculas individuales, haya o no interaccién entre ellas.

Las tres componentes del vector impetu se conservan sélo en ausencia de
un campo exterior. Sin embargo, alguna de estas componentes puede conser-
varse aun en presencia de un campo externo, si la energia potencial en el campo
no depende de todas las coordenadas cartesianas. Las propiedades mecénicas
del sistema son evidentemente invariables frente a un desplazamiento a lo largo
de un eje de coordenadas que no aparezca en la expresion de la energia potencial,
y por tanto serd conservativa la componente correspondiente del impetu. Asi,
en un campo uniforme dirigido segiin el eje z, se conservan las componentes
x e y del impetu.

La ecuacién (7.1) tiene un sencillo significado fisico, pues la derivada’0L/or, =
= — 0UJor, es la fuerza F, que actda sobre la particula a. La ecuacion (7.1) nos
djce entonces que la suma de las fuerzas que actdan sobre todas las particulas
en un sistema cerrado es nula:

> Fa=0. (7.4)

En particular, si el sistema esta formado por sélo dos particulas F, + F, = 0:
la fuerza que ejerce la primera particula sobre la segunda es igual y opuesta
a la ejercida por la segunda sobre la primera. Esta es la ley de la igualdad de la
accién y de la reaccién (tercera ley de Newton).

! O bien, cantidad de movimiento.—N. del T. La denominacién de impetu es debida al profesor
J. Palacios.
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TEOREMAS DE CONSERVACION 19

Si el movimiento se describe con coordenadas generalizadas g;, las derivadas
de la lagrangiana respecto a las velocidades generalizadas

pi = OL/ogy (7.5)

se llaman impetus generalizados, y las derivadas con respecto a las coordenadas
generalizadas

se denominan fuerzas generalizadas. Con esta notacién, las ecuaciones de La-
grange se escriben:

pi= F; (7.7)

En coordenadas cartesianas los impetus generalizados son las componentes de
los vectores p,, pero, en general, las magnitudes p; son funciones lineales homo-
géneas de las velocidades generalizadas ¢;, y no se reducen a productos de masa
por velocidad.

PROBLEMA

Una particula de masa m, animada de una velocidad v,, abandona un semiespacio en
el cual su energia potencial es constante € igual a U, y entra en otro en el cual su energia
potencial es una constante distinta U,. Determinar el cambio en la direccién del movimiento
de la particula.

Solucion La energia potencial es independiente de las coordenadas cuyos ejes son
paralelos al plano que separa los dos semiespacios. Por tanto, la componente del impetu
de la particula sobre este plano se conserva. Sean v, y V. las velocidades de la particula
antes y después de atravesar el plano, y 8, y 6, los angulos formados por estas velocidades
con la normal al plano; se tiene entonces v, sen 6, = v, sen 6;. Como la relacién entre
v, ¥ v, estd dada por la ley de la conservacién de la energia, resulta:

sen 8

= ,\/[1+mvil2(Ux—U2)]-

sen 8y

§ 8. Centro de masa
La cantidad de movimiento o impetu de un sistema mecdnico cerrado tiene
valores diferentes en los distintos sistemas de referencia (inerciales). Si un sis-
tema de referencia K’ se mueve con velocidad V con respecto a otro sistema K,

entonces las velocidades v/, y v, de las particulas en los dos sistemas de refe-
rencia son tales que v, = v', + V; vy los impetus P y P’ estdn relacionados por

P = ZMQVa = Z"IaVa"l"v Z"Ia,
a a a

P=P+V Sm. (8.1)
a
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20 MECANICA

En particular, hay siempre un sistema de referencia K’ en el cual el impetu
total es nulo. Haciendo P’ = 0, encontramos la velocidad de este sistema de
referencia:

V=P >mg= Dma D ma. (8.2)

Si la cantidad de movimiento total de un sistema mecdnico es cero en un
cierto sistema de referencia, se dice que el sistema estd en reposo respecto a
dicho sistema de referencia; es una generalizacién natural de la nocién de reposo
para una particula. La velocidad correspondiente V, dada por la férmula (8.2),
define entonces la velocidad del movimiento de un sistema mecanico, consi-
derado globalmente, cuyo impetu no es nulo. Es decir, que el teorema de con-
servacion del impetu hace posible una definicién natural de reposo y de velo-
cidad de un sistema mecanico considerado globalmente.

La férmula (8.2) demuestra que la relacion entre el impetu P y la velocidad V
del sistema es la misma que la existente entre el impetu y la velocidad de una
sola particula de masa p = Zm,, suma de las masas de todas las particulas del
sistema. Se puede expresar este resultado diciendo que «la masa es aditiva».

El segundo miembro de la ecuacién (8.2) puede escribirse como la derivada
total respecto al tiempo de la expresion

R = Smers/ Drma. (8.3)

Se puede decir que la velocidad del sistema, como conjunto, es la velocidad del
punto cuyo vector de posicién es (8.3); a este punto se le llama centro de masa
del sistema.

El teorema de conservacién del impetu para un sistema cerrado puede ser
formulado estableciendo que su centro de masa estd animado de un movimiento
rectilineo uniforme. En esta forma, es una generalizacién de la ley de la inercia,
establecida en § 3, para una particula material libre, cuyo centro de masa coin-
cide con la misma particula.

Cuando se estudian las propiedades mecinicas de un sistema cerrado, es
natural utilizar un sistema de referencia en el cual el centro de masa esté en
reposo, con lo que se prescinde del movimiento rectilineo uniforme del conjunto
del sistema.

La energia de un sistema mecinico que como conjunto estd en reposo, se
denomina usualmente energia interna E;. En ella se incluyen la energia ciné-
tica del movimiento relativo de las particulas en el sistema y la energia potencial
de su interaccion. La energia total de un sistema, que como conjunto se mueve
con velocidad V, se escribe:

E = juV2+E,. (8.4)

Aunque este resultado es obvio, también se puede demostrar directamente.
Las energias E y E’ de un sistema mecdanico en dos sistemas de referencia K
v K’ estdn ligadas por la siguiente relacién:
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E = % Z’navaz"‘ U
a

=3 Sma(vd +VR+U

= %[I,Vz'i' V. ZmGVa,"‘% zmava'2+ U
o bien ¢ ¢
E=FE+V.-P+iul2 (8.5)

Esta es la expresiéon de la ley de la transformacién de la energia al pasar de
un sistema de referencia a otro; corresponde a la férmula (8.1) para el impetu.
Si en el sistema K’ el centro de masa estd en reposo, entonces P’ = 0y E' = E,
y se obtiene la formula (8.4).

b

PROBLEMA

Encontrar la ley de transformacién de la accién S cuando se pasa de un sistema inercial
a otro.

Solucién: La lagrangiana, igual a la diferencia de las energias cinética y potencial, se
transforma de acuerdo con una férmula aniloga a (8.5):

L=L+V -P+§pV2

Integrando esta expresién con respecto al tiempo, se obtiene la ley de transformacién de
la accién:

S = S'+pV R'+3ub?,

donde R’ es el radio vector del centro de masa en el sistema de referencia K'.

9. Momento angular o cinético

Estudiemos ahora el teorema de conservacidon que se infiere de la isotropia
del espacio.

Esta isotropia significa que las propiedades mecdnicas de un sistema cerrado
no cambian en una rotacién en el espacio de este sistema como conjunto. Con-
sideremos, pues, una rotacién infinitesimal del sistema, y busquemos la con-
dicién para que la lagrangiana no varie.

Llamaremos vector de rotacién infinitesimal d¢ al vector cuyo mddulo es
igual al 4ngulo de rotacién 64 y cuya direccidén coincide con el eje de rotacién
(de tal modo que la rotacién se realice segun la regla del sacacorchos con res-
pecto a la direccién de d¢).

Consideremos primero el incremento en el vector de posicion correspon-
diente a una particula del sistema, tomando un origen de coordenadas situado
en el eje de rotacién. El desplazamiento lineal del extremo del vector de posicién
en funcién del dngulo es

[8r| = 7 sen 8 8¢
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FiG. 5

(fig. 5). La direccién del vector dr es perpendicular al plano definido por r y 6¢
v, por tanto,

or = 8 xr. ©.1)

La rotacién del sistema no solamente modifica la direccién de los vectores de
posicién sino también las velocidades de las particulas, transformdndose todos
los vectores segin la misma ley. El incremento de velocidad con respecto a un
sistema fijo de coordenadas serd, pues,

8v = 8¢ xv. (9.2)

Llevemos estas expresiones a la condiciéon de que la lagrangiana no varia por la
rotacion:
oL
SL = Z (__ . ) =0
0vg

y sustituyendo, por definicién, las derivadas 0L/dv, por p,, v las derivadas
O0L|dr,, de acuerdo con las ecuaciones de Lagrange, por p,; obtenemos

S (Pa+ 8¢ XTa+Pa- 8 xV,) =
a

o, permutando circularmente los factores y sacando d¢ fuera del signo suma:

d
'dt ;raxpa = 0.

5 Z(ra X Pa+Va
a

Puesto que 0¢ es arbitrario, resulta

(d/dt) 2xa xpg = 0,
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v se concluye que en el movimiento de un sistema cerrado se conserva la mag-
nitud vectorial

M = > r,xpq, 9.3)
a

momento angular (o momento cinético) del sistema. Igual que el impetu, esta
magnitud es aditiva interactien o no las particulas del sistema.

Ya no hay mads integrales de movimiento que sean aditivas. En resumen,
todo sistema. cerrado tiene siete de tales integrales: la energia, las tres compo-
nentes del vector impetu y las tres componentes del vector momento angular.

Como la definicién del momento angular contiene los vectores de posicion
de las particulas, su valor depende en general de la eleccién del origen de coor-
denadas. Si r, y r’, son los vectores de posicién de una misma particula con
respecto a origenes separados una distancia a, estaran relacionados por r, = r’, +
+ a. Por tanto:

M= >r1,%pa
a

= Zra, xpa+a X zpa
a a
= M +axP. (9.4)

De aqui se infiere que el momento angular depende de la eleccion del origen
de coordenadas, excepto cuando el sistema como conjunto esté en reposo (es
decir, P = 0). Es evidente que esta indeterminacién no afecta al teorema de
conservacién del momento angular, puesto que en un sistema cerrado el impetu
también se conserva.

Establezcamos igualmente la relacion entre los valores del momento cinético
en dos sistemas de referencia inerciales K y K’, de los cuales el segundo se
mueve con velocidad V respecto al primero. Supongamos que los origenes de
coordenadas en los sistemas K y K’ coinciden en un instante dado; entonces
los vectores de posicién de las particulas son los mismos en los dos sistemas,
y sus velocidades estin relacionadas por v, = v/, + V. Se tiene, pues:

M= Zmara XVg = Zmara Xvg' + zmaraxV.
a a a

La primera suma del segundo miembro es el momento angular M’ en el sistema
K’; usando en la segunda suma la expresién del vector de posicién del centro
de masa (8.3), se obtiene:

M=M+uRxV. 9.5)

Esta formula da la ley de transformacién del momento angular cuando se pasa
de un sistema de referencia a otro, correspondiente a las férmulas (8.1) para el
impetu y (8.5) para la energia.

Si el sistema de referencia K’ es aquel para el cual el sistema estd en reposo
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como conjunto, entonces V es la velocidad de su centro de masa y uV su impetu
total P (respecto a K), y:

M = M’'+RxP. (9.6)

En otras palabras, el momento angular M de un sistema miecdnico se compone
de su «momento angular intrinseco» en un sistema de referencia en el cual esta
en reposo, y del momento angular R x P debido a su movimiento como conjunto.

Aunque el teorema de conservacion de las tres componentes del momento
angular (respecto a un origen arbitrario) es s6lo vilido para un sistema cerrado,
el teorema de conservacion puede. aplicarse, de una forma mds restringida,
a sistemas en un campo exterior. Del razonamiento anterior, es evidente que la
componente del momento angular segn un eje que es eje de simetria del campo
es siempre conservativa, porque las propiedades mecdnicas del sistema no se
alteran por una rotacién alrededor de ese eje; por supuesto que aqui el momento
angular debe estar definido con respecto a un punto (origen de coordenadas)
situado sobre el eje.

El mds importante de tales casos es el de un campo con simetria central
o campo central, es decir, un campo en el que la energia potencial depende sola-
mente de la distancia a un punto determinado del espacio (el centro). Es evidente
que en el movimiento del sistema en un campo tal, se conserva la proyeccién
del momento angular segin cualquier eje que pase por el centro. En otras pa-
labras, se conserva el vector momento angular M, siempre que se defina no con
respecto a un punto cualquiera, sino con respecto al centro del campo.

Otro ejemplo es el de un campo homogéneo en la direccién del eje 2, pues
en tal campo se conserva la componente M, del momento, cualquiera que sea
el punto tomado como origen.

La componente del momento angular segiin un eje cualquiera (por ejemplo
el eje ), se halla derivando la lagrangiana:

oL

= e
o Ua
siendo la coordenada ¢ el dngulo de rotacién alrededor del eje z. Esto se infiere
de la demostracién anterior del teorema de la conservacién del momento an-

gular, pero puede verificarse con un cdlculo directo. En coordenadas cilindricas
7, ¢, 2, tenemos (sustituyendo x4 = 74 COS ¢g, Yg = 74 S€Ngg)

M, ©9.7)

M, = zma(xaj’a "}'a-fca)
a
= zmaragﬁi’a- (9.8)
a

La lagrangiana, en funcién de estas coordenadas es
L=} zma(”az'f"’az‘?‘az'i‘zaz)— U,
a

que, sustituida en (9.7), da la expresién (9.8).
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PROBLEMAS

1. Hallar las expresiones de las componentes cartesianas y el valor del médulo del
momento angular de una particula cuyas coordenadas cilindricas son 7, ¢, 2.

Soluciéon: © = m(rd —z7) send—mrzd cos ¢,
My = —m(rz—2z7) cos ¢ —mrzd sen g,
M; = m72¢,

M2 = m2r2§2(r2+22) +m(rz —27)2.

2. La misma pregunta en coordenadas esféricas 7, 6, ¢.

Solucién:
M, = —mr¥(§send+4 senf cos 8 cos ¢),
My = mr¥(§ cos ¢—¢ sen 8 cos 6sen¢),
M, = mr3§sen?d,
M? = m2r%(§%+¢%sen?6).

3. Indicar las componentes del impetu P y del momento cinético M que se conservan
en un movimiento dentro de los siguientes campos:

a) Campo plano homogéneo e indefinido.

Solucién: P, P,, M, (siendo el plano indefinido el x, y).
b) Campo cilindrico homogéneo indefinido.

Solucion: M,, P, (el eje del cilindro: 2).

¢) Campo prismético homogéneo indefinido.

Solucion: P, (aristas del prisma paralelas al eje z).

d) Campo debido a dos puntos.

Solucién: M, (los puntos estin situados sobre el eje z).

e) Campo de un semiplano homogéneo indefinido.
Solucién: P, (siendo el semiplano indefinido la parte del plano x, y limitada por el eje y).
) Campo de un cono homogéneo.

Solucion: M, (eje del cono: 2).

g) Campo de un toro circular homogéneo.

Solucion: M, (eje del toro: z2).

h) Campo de una hélice cilindrica homogénea indefinida.

Solucién: La lagrangiana no cambia por un giro de 4ngulo 6¢ alrededor del eje de la
hélice (sea éste el eje z) y de una traslacién simultinea a lo largo de dicho eje en una dis-
tancia hd¢/2n (siendo h el paso de la hélice). Por tanto,

8L = 3z 0L/ox+5¢4 OL[o¢ = 34(hP:/2m+M.)
M;:4hP;[2n = constant.

www.FreeLibros.me



26 MECANICA

§ 10. Analogias mecanicas

La multiplicacién de la funcién de Lagrange por una constante no afecta
evidentemente a las ecuaciones del movimiento. Este hecho (ya mencionado
en § 2) hace posible inferir, en muchos casos importantes, algunas conclusiones
sobre las propiedades del movimiento, sin llegar a integrar las ecuaciones.

Sea, por ejemplo, el caso en que la energia potencial es una funcién homo-
génea de las coordenadas, es decir, satisface la condicién:

U(arl, cu‘z,...,ocl’n) = O(kU(l'l,rg,...,l'n), (10.1)

siendo a una constante cualquiera y k el grado de homogeneidad de la funcién.
Efectuemos una transformacion segun la cual las coordenadas se multiplican
por un factor a y el tiempo por un factor f:

£, = arg, t — Bt

Todas las velocidades v, = dr,/dt quedardn multiplicadas por el factor off,
y la energia cinética por el factor o*/f%. La energia potencial resultard multi-
plicada por el factor a*. Si a y f son tales que:

a?/B? = ok, es decir B = al”i,

entonces, el resultado de esta transformacion serd multiplicar la lagrangiana
por el factor constante a*, o sea, quedan inalteradas las ecuaciones del movi-
miento.

Un cambio de todas las coordenadas de las particulas por un mismo factor
significa pasar de unas ciertas trayectorias a otras, geométricamente semejantes
a las primeras, pero de tamano diferente. Se llega asi a la siguiente conclusién:
si la energia potencial de un sistema es una funcién homogénea de grado k de
las coordenadas (cartesianas), las ecuaciones del movimiento admiten una serie
de trayectorias geométricamente semejantes; los tiempos del movimiento entre
puntos correspondientes de las trayectorias estardn en la relacion:

£t = (I')Ip-H, (10.2)

siendo [’/l el cociente entre las dimensiones lineales de las dos trayectorias.

Igual que los tiempos, los valores de las distintas magnitudes mecénicas en
puntos correspondientes de las trayectorias y en instantes correspondientes
estardn en una relacion que serd una cierta potencia de [’/l. Asi, para las velo--
cidades, las energias y los momentos angulares, se tiene:

oo = (U,  EJE =@/, MM = (HE (10.3)

He aqui algunos ejemplos.

Como se verd mds adelante, en el caso de pequefias oscilaciones, la energia
potencial es una funcién cuadratica de las coordenadas (k = 2). De la férmula
(10.2) se deduce que el periodo de las oscilaciones es independiente de su am-
plitud.

www.FreeLibros.me



TEOREMAS DE CONSERVACION 27

En un campo de fuerzas homogéneo la energia potencial es una funcién
lineal de las coordenadas [véase (5.8)], es decir, & = 1. De (10.2) se tiene

v/t = /T]0).

Resulta asi, por ejemplo, en la caida de un cuerpo en el campo de gravedad, los
cuadrados de los tiempos de caida estdn en la misma relaciéon que las alturas
iniciales.

En la atraccién newtoniana de dos masas o en la interaccién culombiana
de dos cargas, la energia potencial es inversamente proporcional a la distancia
que las separa, es decir, es una funcién homogénea de grado & = — 1. En este
caso:

tje=('[1p%2,

y asi se puede decir que los cuadrados de los tiempos de revolucién son propor-
cionales a los cubos de las dimensiones lineales de las Orbitas (tercera ley de
Kepler).

Si el movimiento de un sistema, cuya energia potencial es una funcién homo-
génea de las coordenadas, se realiza en una regiéon limitada del espacio, existe
una relacién muy sencilla entre los valores medios, en el tiempo, de las energias
potencial y cinética; a esta relacion se la denomina teorema del virial.

Como la energia cinética T es una funcién cuadritica de las velocidades,
por el teorema de Euler sobre las funciones homogéneas, tendremos

S Ve 0T)0va = 2T,
o, introduciendo los impetus 07T/0v, = pq:
d
2T = Zpa~ Vg = —( zpa° ra)— an f’a. (10.4)
Q dt a a

Tomemos los valores medios en el tiempo de esta igualdad. El valor medio de
una funcién cualquiera del tiempo f(¢) se define como:

1 T
f=lim- f f(Hde.
720 »
0

Es facil ver que si f(¢) es la derivada respecto al tiempo f(t) = dF(t)/dt de una
funcién F(t) acotada (es decir, que no toma valores infinitos), su valor medio
se anula. En efecto,

1 dF F(r)— F(0

T -0 T 750 T

Supongamos que el sistema se mueve en una regién finita del espacio y con
velocidades finitas. Entonces la magnitud X'p,-r, es finita, y el valor medio del
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primer término del segundo miembro de la ecuacién (10.4) se anula. Sustitu-
yamos, de acuerdo con las ecuaciones de Newton, p, por — 0U/or,, v obte-
nemos’

2T = Zra' oU/or,. (10.5)

Si la energia potencial es una funcién homogénea de grado & de los radios vec-
tores r,, entonces, por el teorema de Euler, la ecuacién (10.5) da la relacién
buscada:

2T = kU. (10.6)
Puesto que T + U = E = E, la relacién (10.6) se puede escribir:
U = 2E/(k+2), T = kE/(k+2), (10.7)

que expresan U y T en funcién de la energia total del sistema.
En particular, para pequefias oscilaciones (k = 2), se tiene:

T=0,

es decir, que los valores medios de las energias cinética y potencial son iguales.
Para una interaccién newtoniana (k = — 1):

2T= -7,

y E = — T, de acuerdo con el hecho de que en tal interaccién; el movimiento
tiene lugar en una regién finita del espacio, sélo si la energia total es negativa
(ver § 15).

PROBLEMAS

1. Hallar el cociente de los tiempos en la misma trayectoria para particulas de dife-
rentes masas pero igual energia potencial.

Solucién:

t'jt = +/(m’|m).

2. Hallar el cociente de los tiempos en la misma trayectoria para particulas que tienen
la misma masa, pero su energia potencial difiere en un factor constante.

Solucién:

t'ft = 4/(U/U").

! La expresién del segundo miembro de (10.5) se llama a veces virial del sistema.
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CapriTturo III

INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

§ 11. Movimiento lineal

Al movimiento de un sistema que tiene un grado de libertad se le llama
lineal. La forma mds general de la lagrangiana de tal sistema, colocado en con-
diciones exteriores constantes, es:

L = 1a(g)¢®- U(g), (11.1)

donde a(g) es una funcién de la coordenada generalizada ¢q. En particular, si g
es una coordenada cartesiana (por ejemplo, x)

L = ymi2— U(x). (11.2)

Las ecuaciones del movimiento correspondientes a estas lagrangianas se
integran de una forma general. Ni siquiera es necesario escribir la ecuacién del
movimiento, basta partir de la integral del movimiento que expresa el teorema

de la conservacién de la energia. Para la lagrangiana (11.2) se tiene:

4msi?2+ U(x) = E.

Esta es una ecuacién diferencial de primer orden, que se integra por separacién

de variables. Puesto que:
dx/dt = +/{2[E— U(x)]/m},

resulta:

+ cte. (11.3)

dx
=V [

Las dos constantes arbitrarias en la solucién de la ecuacién del movimiento
estdn aqui representadas por la energia total E y la constante de integracién C.

Puesto que la energia cinética es una magnitud esencialmente positiva, la
energia total es siempre mayor que la energia potencial, es decir, que el movi-
miento tiene lugar solamente en las regiones del espacio en que U(x) < E. Su-
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pongamos, por ejemplo, que la funcién U(x) es de la forma representada en la
figura 6; si dibujamos una recta horizontal correspondiente al valor dado de la
energia total, encontramos inmediatamente las regiones en que es posible el
movimiento. Asi, en el caso de la figura 6, el movimiento no puede realizarse
mas que en la region AB o en la region situada a la derecha de C.

Los puntos en que la energia potencial es igual a la energia total

Ux) = E, (11.4)

determinan los limites del movimiento. Son los puntos de retorno, puesto que
alli la velocidad se anula. Si la regién del movimiento esta limitada por dos de
estos puntos, el movimiento tiene lugar en una region limitada del espacio,.y se
dice que es finito. Si la regién del movimiento estd limitada en un solo lado,
0 en ninguno, entonces el movimiento es infinito, y la particula se aleja hacia
el infinito.

Un movimiento lineal finito se llama oscilatorio: La particula efectia un
movimiento que se repite periédicamente entre dos puntos (en la figura 6 en el
pozo de potencial AB entre los puntos x; v x.). Teniendo en cuenta la propiedad
general de reversibilidad (§ 5), el tiempo transcurrido en ir de x, a x, es igual
al tiempo de volver de x, a x;. Por lo tanto, el periodo T, es decir, el tiempo
durante el cual la particula va de x; a x, y vuelve, es igual al doble del tiempo
necesario para ir de x; a xo, por (11.3):

Zo( E)
dx
T(E) = vV (Zm)xl(;z[ m, (11.5)

donde los limites x, y x. son las raices de la ecuacién (11.4) para el valor dado
de E. Esta formula determina el periodo del movimiento en funcién de la ener-
gia total de la particula.

)

U=£

1\1)‘ ST T

3
Q

PROBLEMAS

1. Determinar el periodo de las oscilaciones de un péndulo matemitico plano (par-
ticula de masa m suspendida por un hilo de longitud [ en un campo gravitatorio) en funcién
de su amplitud.
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Solucion: La energia del péndulo es:
E = {mi2§2—mgl cos ¢= —mgl cos do,

donde ¢ es el angulo del hilo con la vertical, y ¢, el valor maximo de ¢.
Calculando el periodo como el tiempo empleado en ir desde ¢ = 0 a ¢ = ¢, multi-
plicado por cuatro, encontramos:

Sustituyendo sen ¢ = sen 3¢/sen 3¢, esta integral se convierte en

T = 4v/[IpK(sen i),
donde
i

Kk = f x/_f_kTEeT\"’?

que es una integral eliptica completa de brimera clase. Si sen 3¢, ~ 3¢y <€ 1 (pequeiias
oscilaciones) el desarrollo en serie de la funcién [K(k)] da:

T =2nv(lig)(1 + fsdo?+ ...);
el primer término de este desarrollo corresponde a la conocida férmula elemental.

2. Determinar el periodo de oscilacién, en funcién de la energia, del movimiento de
una particula de masa m en un campo cuya energia potencia es:

a) U = A4|x|",
Solucién:
(E/A)l/”
T = 2v/Om) 9=
V(E—2x")

1
= @'G)” !\/(Td—yT_)

Sustituyendo y" = u, la integral se reduce a una funcién beta que se expresa mediante
funciones I

E TE+1/n)
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La relacién entre T y E corresponde a la ley de analogia mecdnica (10.2) y (10.3).

b) U = —=Uo/cosh?ax, —Us < E < 0,

Solucién: T = (n/a)v/(2m/|E|).
¢) U = U tgtax,
Solucién: T = (n/a)/ [2m/(E + Uo)].

§ 12. Determinacion de la energia potencial en funcién del periodo
de las oscilaciones

Consideremos de qué modo puede deducirse la energia potencial U(x) de
un campo en el cual una particula estd oscilando, si el periodo de oscilacién T
es una funcién conocida de la energia E. Desde el punto de vista matematico,
se trata de resolver la ecuacién integral (11.5), considerando U(x) como funcién
desconocida y T(E) como conocida.

Supondremos primero que la funcién buscada U(x) tiene solamente un
minimo en la regién del espacio considerada, dejando de lado la cuestién de
saber si pueden existir soluciones de la ecuacién integral que no satisfagan esta
condicién. Para simplificar, escojamos como origen de coordenadas la posicién
del minimo de la energia potencial y tomemos este minimo de energia como
cero (fig. 7).

U
U=£
~
% )
X7
<, 1
x, X2 x

Fic. 7

Transformemos la integral (11.5) considerando la coordenada x como una
funcién de U. La funcién x(U) no es univoca: a cada valor de la energia po-
tencial corresponden dos valores distintos de x. Consecuentemente, la inte-
gral (11.5), en la cual sustituimos dx por (dx/dU) dU se convierte en la suma
de dos integrales: una de x = x, ax = 0 y la otra de x = 0 a x = x,; llamare-
mos a la funcién x(U) en estos dos dominios x = x,(U) y x = x,(U), respec-
tivamente.

- Los limites de integracién con respecto a U serdn evidentemente £y 0, de
modo que se tiene
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E 0
~ deo(U) AU da(U)  dU
e = ”(Zm)of U VE-D) Ve Ef U +(E-T)
Crdve dw]  dU
2 1
-V (2m)0f [317_317] VE-D)

Si se dividen los dos miembros de esta ecuacién por v/ a — E, siendo a un
pardmetro, y se integra con respecto a E entre 0 y a:

0, cambiando el orden de las integraciones:

%Vl‘i—ﬁf[:ﬁ dU] f«/[(« EXE-U)]

El cilculo de la integral con respecto a E es elemental y su valor es #. La inte-
gracién con respecto a U resulta entonces trivial y da:

¢ T(E)dE
= 74/(2m)[x2(a) — x1()],
!ﬁ V@) [a() - 1(a)]

[ya que x2(0) = x;(0) = 0]. Sustituyendo ahora a por U, se obtiene finalmente:
u
1 T(E)dE
w/@m ) T-E)

Asi, conocida la funcién T(E), se determina la diferencia x,(U) — x,(U).
Las funcwnes x2(U) v %,(U) quedan indeterminadas; esto significa que existe .
una infinidad de curvas U = U(x) que conducen a la relacién dada entre el
penodo y la energia, y que difieren unas de otras de manera tal que la dife-
rencia entre los valores de x correspondientes a cada valor de U sea la misma
para todas las curvas.

La indeterminacién de la solucién desaparece si se impone la condicién de
que la curva U = U(x) sea simétrica con respecto al eje U, es decir, que:

xz(U)—xl(U) =

(12.1)

xz(U) = —xl(U) = x(U)
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En este caso, la formula (12.1) da para x(U) una expresion Gnica
U
1 T(E)dE
~ 2my/(2m) JV(U-E)

x(U) (12.2)

§ 13. Masa reducida

El problema de gran importancia, cual es el del movimiento de dos par-
ticulas interactuantes (problema de los dos cuerpos) admite una solucién general
completa.

Para resolver este problema vamos primeramente a demostrar que puede
simplificarse considerablemente descomponiendo el movimiento del sistema
en dos movimientos: uno el del centro de masa y otro el movimiento de las
particulas con respecto al centro de masa.’

La energia potencial de interaccién de las particulas depende unicamente
de la distancia entre ellas, es decir, del médulo de la diferencia entre sus vec-
tores de posicion. La lagrangiana del sistema serd, pues,

L= %m1f12+‘}m2i'22—' U(|r1—r2[). (131)

Sea r = r, — r; el vector 'distancia que separa las dos particulas, y coloquemos
el origen de coordenadas en el centro de masa, lo que da

mry +mors = 0.
De estas dos ultimas ecuaciones se obtiene
r; = mor/(my+mz), £ = —mr/(my+ np). (13.2)
Llevando estas expresiones a (13.1):
L = imi2—U(r), (13.3)
en la que
m = myma/(my+ms) (13.4)

se llama masa reducida. La funcién (13.3) es formalmente idéntica a la lagran-
giana de una particula de masa m que se mueve en un campo exterior U(r)
simétrico con respecto al origen de coordenadas fijo.

De esta manera, el problema del movimiento de dos particulas interactuan-
tes se reduce al movimiento de una particula en.un campo exterior dado U(7).
De la solucién r = r(t) de este problema, se obtienen las trayectorias r; = r,(¢)
y r; = r;(t) de cada una de las particulas m, y m,, tomadas separadamente con
respecto a su centro de masa comun, por medio de las férmulas (13.2).
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PROBLEMA

Un sistema estd compuesto por una particula de masa M y n particulas de masa m.
Eliminar el movimiento del centro de masa y reducir el problema al del movimiento de
las n particulas.

Solucién: Sea R el vector de posicién de la particula demasa M yR, (@ = 1, 2, ..., n)
los vectores de posicién de las particulas de masa m. Introduzcamos las distancias de la
particula M a las particulas m

g = R¢ -R
y tomemos el origen de coordenadas en el centro de masa:
MR+mZIRg =0.
De estas ecuaciones resulta:
= —mZrs/(M+nm), Rs = R+ra.

Sustituyendo estas expresiones en la lagrangiana

L = }MR2+3m3SR.2-U

L= }mZi’az— —m%(Zh)z—U.

La energia potencial depende solamente de las distancias entre las particulas y puede re-
presentarse como una funcién de los vectores .

obtenemos

§ 14. Movimiento en un campo central

Al reducir el «problema de los dos cuerpos» al del movimiento de uno solo,
hemos llegado a la siguiente cuestién: determinar el movimiento de una par-
ticula en un campo exterior cuya energia potencial dependa solamente de la
distancia r a un punto fijo dado; a tal campo se le llama central. La fuerza que
actia sobre la particula es:

F = —0U(r)/or = —(dU/dr)z/r;

su médulo es también una funcién de r solamente y su direccion es, en cada
punto, la del vector de posicién.

Como se ha visto en § 9, en el movimiento en un campo central, el mo-
mento angular del sistema con respecto al centro del campo se conserva. E! mo-
mento angular para una particula es:

M = r xp.

Puesto que M es perpendicular a r, la constancia de M significa que, durante
todo el movimiento, el vector de posicién de la particula permanece en un mis-
mo plano, perpendicular a M.
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Entonces la trayectoria de una particula en un campo central estd contenida
en un plano. Usando coordenadas polares 7, ¢, en este plano, se puede escribir
la lagrangiana en la forma [véase (4.5)]:

L = m(2+12%4%)— U(r); (14.1)

Esta funcién no contiene explicitamente la coordenada ¢. A toda coordenada g¢;,
que no aparece explicitamente en la lagrangiana se le llama ciclica. La ecuacién
de Lagrange relativa a una coordenada ciclica:

(d/dt) 0L/ogy = oL|oge = O,

es decir, que el impetu generalizado correspondiente p; = 0L/d¢; constituye
una integral del movimiento. Esto conduce a una considerable simplificacion
del problema de la integraciéon de las ecuaciones del movimiento cuando hay
coordenadas ciclicas.

En el presente caso, el impetu generalizado

py = mr*d

coincide con el momento angular M, = M [véase (9.6)], de manera que vol-
vemos a la ley de conservacién del momento angular ya conocida.

M = mr% = cte. (14.2)

Esta ley tiene una sencilla interpretacion geométrica en el movimiento plano
de una particula en un campo central. La expresion }7-rdé es el drea del sector
formado por dos vectores de posicién infinitamente préximos y el elemento
de arco de la trayectoria (fig. 8). Designando esta drea por df, se puede repre-
sentar el momento angular de la particula como:

M = 2mf, (14.3)

donde la derivada f es la velocidad areolar. l.a conservacién del momento an-
gular implica, pues, la constancia de la velocidad areolar: en intervalos de tiem-
pos iguales, los vectores de posicion de la particula mévil barren dreas iguales
(segunda ley de Kepler').

roth

AN

' El teorema de conservacién del momento angular para una particula en un campo central se
Hlama también ley de las dreas.

0 ad

Fic. 8
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Para obtener la solucién completa del problema del movimiento de una
particula en un campo central es mds sencillo partir de los teoremas de con-
servacién de la energia y del momento angular, sin escribir las ecuaciones del
movimiento. Expresando ¢ en funcién de M de (14.2) y llevando este valor a la
expresién de la energia, se obtiene:

E = im(72+1°¢2) + U(r) = mi®+ 3 M2jmr2 + U(7). (14.4)

Por lo tanto,

; %: A/{ni?;-[E—U(r)]—mﬁ;} (14.5)

y separando las variables e integrando:

t= f dr/ /{é[E— U(r)]—%}+cte. (14.6)

Si escribimos ahora (14.2) en la forma
dé = M dt/mr2,

y sustituimos d¢ de (14.5) e integramos, resulta:

Mdr/[r?
$ = +cte. (14.7)
V{2m[E - U(r)] — M2)r2}

Las férmulas (14.6) y (14.7) dan la solucion general del problema propuesto.
La segunda define la relacion entre 7 y ¢, es decir, la ecuacién de la trayectoria.
La férmula (14.6) nos da la distancia » de la particula al centro como una fun-
cién implicita del tiempo. Notemos que el angulo ¢ varia siempre monétona-
mente con el tiempo, ya que (14.2) muestra que ¢ nunca cambia de signo.

La expresion (14.4) indica que la parte radial del movimiento puede consi-
derarse como un movimiento lineal en un campo cuya «energia potencial efec-
tiva» es:

Uet = U(r)+ M2/2mr2. (14.8)
La magnitud M?2m7* es la energia centrifuga. Los valores de r para los cuales

U(r)+ M22mr2 = E (14.9)

determinan los limites de la regién de movimiento con respecto a la distancia
al centro. Cuando la ecuacién (14.9) se satisface, la velocidad radial # se anula.
Esto no significa que la particula esté en reposo (como en un verdadero movi-
miento lineal) pues la velocidad angular ¢ no se anula. La ecuacién # = 0 indica
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un «punto de retorno» de la trayectoria, en que la funcién (¢t} se convierte de
creciente en decreciente o viceversa.

Si la regién de posible variacién de r estd limitada solamente por la condi-
cidbn r > r el movimiento de la particula es infinito: su trayectoria comienza
y termina en el infinito.

Si el dominio de variacién de 7 tiene dos limites i ¥ 7 max , €l movimiento
es finito, y la trayectoria estd contenida enteramente en el interior de una corona
limitada por las circunferencias r = Y max ¥ 7 = #mm . Sin embargo, esto no
significa que la trayectoria sea necesariamente una curva cerrada. Durante el
tiempo que r tarda en variar de Y mix @ 7 min, v Otra vez a rmi, el vector de
posicion gira un angulo 4¢ que, de acuerdo con (14.7), vale

7 max Md 9
r
Ap =2 Ir . (14.10)
vV [2m(E—- U)— M2/r?]

Tmin

La condicién para que la trayectoria sea cerrada es que este dngulo sea una
fraccion racional de 2x, es decir, que A¢ = 2am/n siendo m y n enteros. En
efecto, entonces después de n periodos, el vector de posicién de la particula
habra hecho m revoluciones completas y volvera a tomar su valor inicial, es
decir, la trayectoria serd cerrada.

Tales casos son, sin embargo, excepcionales, y cuando la forma de U(r) es
arbitraria, el 4ngulo .I¢ no es una fraccién racional de 2z. Por tanto, la trayec-
toria de una particula que ejecuta un movimiento finito no es, en general, ce-
rrada. Pasa por las distancias mdxima y minima una infinidad de veces (como,
por ejemplo, la trdyectoria de la figura 9), y al cabo de un tiempo infinito cubre
toda la corona comprendida entre las dos circunferencias limites.
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Solamente hay dos tipos de campos centrales en los cuales todos los movi-
mientos finitos se realizan en trayectorias cerradas. Son aquellos en los que la
energia potencial de la particula varia como 1/r o como r%. El primero de estos
casos se discute en § 15, y el segundo corresponde a lo que se llama un oscilador
espacial (véase problema 3 del § 23).

En un punto de retorno, la raiz cuadrada de (14.5) y, por lo tanto, los inte-
grandos de (14.6) y (14.7) cambian de signo. Si el dngulo ¢ se mide a partir
de la direccién del vector de posicion del punto de retorno, los arcos de tra-
yectoria a uno y otro lado de este punto difieren solamente en el signo de ¢ para
cada valor de 7, es decir, la trayectoria es simétrica con respecto a la linea ¢ = 0.
Partiendo, por ejemplo, de un punto r = rmi, la particula atraviesa un arco
de trayectoria hasta un punto r = r.;,, después del cual hay una porcién de
trayectoria dispuesta simétricamente hasta el préximo punto en que ¥ = 7 mi,
etcétera, o sea, que toda la trayectoria se obtiene repitiendo un ir y venir los
mismos arcos. Esto se aplica también a las trayectorias infinitas formadas por
dos ramas simétricas que van del punto de retorno r = 7, al infinito.

La existencia de una energia centrifuga (cuando M # 0) que tiende a infi-
nito como 1/7* cuando r - 0, conduce generalmente a la imposibilidad de que
la particula alcance el centro del campo, aun cuando sea un centro de atraccion.
La «caida» de una particula en el centro sélo es posible si la energia potencial
tiende lo suficientemente rdpida a — o0 cuando r — 0. De la desigualdad

$ms2 = E— U(r)— M?/2mr2 > 0,

r2U(r)+ M2[2m < Er?,
resulta que 7 puede tomar valores que tienden a cero solamente si
[r2U")1rs0 < — M2[2m, (14.11)

es decir, que U(7) debe tender a — o o bien como — qf7* siendo a > M?*2m,
o bien, proporcionalmente a — 1/r” siendo n > 2.

PROBLEMAS

1. Integrar las ecuaciones del movimiento de un péndulo esférico (particula de masa m
que se mueve en la superficie de una esfera de radio / en el campo de la gravedad).

Solucion: En coordenadas esféricas, con origen en el centro de la esfera y eje polar
dirigido verticalmente hacia abajo, la lagrangiana del péndulo es:

$mi%(4%+$2sen?9) +mgl cos 8.

La coordenada ¢ es ciclica, por tanto se conserva el impetu generalizado pg, que coincide
con la componente segin el eje 2 del momento angular:

ml?$ sen2d = M, = cte. )
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La energia es:
E = }ml?(2+¢2sen20) —mgl cos 6

2
= }ml262 3 M2 /mi2sen20 —mgl cos 8. @
Despejando 6 y separando variables, se obtiene,
dé
t= [ , G)
VQ2[E~-Uer ())/ml%}
donde la «energia potencial efectiva» es:
Uet () = $M:?/mi2sen20—mgl cos 6.
De (1), para el angulo ¢, se deduce:
R @
T W(0@m) Jsen9V[E=TUa (O]

Las integrales (3) v (4) se reducen a integrales elipticas de primera y tercera especie, res-
pectivamente.

La regién de # en que tiene lugar el movimiento est4 definida por la condicién E > U,,,
y sus limites por la ecuacién E = U,;. Esta tltima es una ecuacién de tercer grado en cos 0,
que tiene dos raices en el intervalo comprendido entre — 1y + 1; estas raices determinan
la posicién de dos circunferencias paralelas sobre la esfera, entre las que estd comprendida
toda la trayectoria.

2. Integrar las ecuaciones del movimiento de una particula que se mueve sobre la
superficie de un cono (de angulo en el vértice 2a), colocado verticalmente con el vértice
hacia abajo en el campo de la gravedad.

Solucion: En coordenadas esféricas, con origen en el vértice del cono y eje polar dirigido
verticalmente hacia arriba, la lagrangiana es

im(i24-r2§2sen?a) —mgr cos a.
La coordenada ¢ es ciclica, de modo que se conserva la magnitud
M; = mr?¢sen®a.
Energia:

E = {mi2+ I M2/mr2 sena+mgr cos «.

De la misma manera que en el problema n.° 1 se tiene:

. f dr
VRIE=Uet (n1jm}’

¢ _ Mz f dr
V(2m)sen?a J 12V [E—Ue ()]
M2
et (1) = S eaenta T ™eT CO8

La condicién E = U,, (r) es (para M, # 0) una ecuacién de tercer grado en r que
tiene dos raices positivas; estas raices determinan la posicién de dos circunferencias hori-
zontales sobre la superficie del cono, entre las cuales estd comprendida la trayectoria.
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3. Integrar las ecuaciones del movimiento de un péndulo plano de masa m,, cuyo
punto de suspension (de masa m;) puede desplazarse en el mismo plano sobre una recta
horizontal (véase fig. 2).

Solucién: En la lagrangiana obtenida en el problema 2 del § 5, la coordenada x es ci-
clica. Se conserva, pues, el impetu generalizado P, que es la componente horizontal del
impetu total del sistema:

Py = (my+mg)%+mald cos ¢ = cte. )

Puede siempre considerarse que el sistema estd en reposo como conjunto; entonces cte. = 0,
y la integracién de la ecuacién (1) da:

(m1+mz)x+mal sené = cte. 2)

relacién que expresa el hecho de que el centro de masa del sistema no se mueve horizon-
talmente. Usando (1) se obtiene la energia en la forma

E= }mzl%z(l - ml’: cos%) —magl cos ¢. 3)

me

‘= l,\/ me J‘N/m1+ma senZd dé

2(m1+mz) E+maglcos ¢
Expresando las coordenadas x; = x + [ sen ¢, y, = [ cos ¢ de la particula m, en funcién
de ¢ por medio de (2) obtenemos que su trayectoria es un arco de elipse de semieje hori-

zontal Imy[(m; + m.) y de semieje vertical /. Cuando m;, — 00, volvemos al péndulo mate-
matico, que oscila en un arco de circunferencia.

de donde

§ 15. El problema de Kepler

Un ejemplo importante de campo central es aquel en el que la energia po-
tencial es inversamente proporcional a 7, y, consecuentemente, la fuerza serd
inversamente proporcional a 7*. Este es el caso del campo gravitatorio de Newton
y el de interaccién electrostitica de Coulomb; el primero es un campo de atrac-
cién y el segundo puede ser de atraccién o de repulsién.

Consideremos primero un campo de atraccion, en el cual:

U= —aofr » (15.1)
siendo la constante a positiva. La energia potencial «efectiva»
« M2
Ut = ——+—— (15.2)
r  2mr?

es de la forma representada en la figura 10. Cuando r — 0, U,; tiende a + o0,
y cuando r — o0, tiende a cero desde valores negativos; para r = M*/am pasa
por un minimo, 1gual a

Uef, min = —maz/ZMz‘ (15.3)
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De la representacién grifica resulta evidente que para E > 0 el movimiento serd
infinito, y finito para £ < 0.
Uett

ld

N

Fic. 10

La forma de la trayectoria estd dada por la férmula general (14.7). Sustitu-
yendo en ella U = — gqfr y efectuando una integracién elemental, se obtiene

¢ = cos™1 (M)~ (ma/M)-i- cte.

m202
(ZmE + 70 )

Tomando el origen de ¢ tal que la constante sea cero, y haciendo

P = M2/ma, e = \f[l +(2EM2[ma?)), (15.4)
se puede escribir la ecuacion de la trayectoria en la forma k
plr = 1+ecosd. (15.5)

Esta es la ecuaciéon de una seccién cdnica con uno de sus focos en el origen de
coordenadas; p y e se llaman respectivamente pardmetro y excentricidad de la
orbita. La eleccién del origen de ¢ es tal, como se ve en (15.5), que el punto
para el cual ¢ = 0 es el mds préximo al centro (este punto se llama perihelio
de la érbita).

En el problema equivalente de dos particulas interactuantes segun la ley
(15.1), la o6rbita de cada una de las particulas es una seccién cénica, con uno
de los focos en el centro de masa del sistema.

De (15.4) resulta que si E < 0, la excentricidad e < 1, es decir, que la 6r-
bita es una elipse (fig. 11) y el movimiento es finito, de acuerdo con lo que se
ha dicho al principio del tema. Segiin férmulas de geometria analitica los semi-
ejes mayor y menor de la elipse son:

a = p/(1—e?) = a/2|E|, b = p/+/(1—€2) = M/+/(2m|E|). (15.6)
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El menor valor posible de la energia es (15.3) y entonces se tiene e = 0, es decir,
que la elipse se convierte en una circunferencia. Conviene observar que el semi-
eje mayor de la elipse depende solamente de la energia de la particula, y no de

F}'
L'z A
1/

20

Fic. 11

su momento angular. Las distancias médxima y minima al centro del campo
(foco de la elipse) son

rmmm = pl(1+€) = a(l—€),  rmax = p/(1—€) = a(1+e). (15.7)

Estas expresiones, con a y e dados en (15.6) y (15.4), podian, por supuesto,
obtenerse directamente, como raices de la ecuacién U, (r) = E.

El periodo de revolucién T en una Orbita eliptica se determina facilmente
usando el teorema de conservaciéon del momento angular en la forma de la
dey de las dreas» (14.3). Integrando esta ecuacidén con respecto al tiempo de
cero a T, se tiene:

2mf = TM

donde f es el 4rea de la 6rbita. Para una elipse f = nab, y con ayuda de las

formulas (15.6) resulta:
T = 2ma®/24/(m/x)
= may/(m/2|E3). (15.8)

Esta proporcionalidad entre el cuadrado del periodo y el cubo de las dimen-
siones lineales de la 6rbita ha sido ya indicada en § 10. Observemos también
que el periodo depende solamente de la energia de la particula.

Para E > 0 el movimiento es infinito. Si E > 0, la excentricidad e > 1,
o sea, que la trayectoria es una hipérbola con el foco como centro del campo
(fig. 12). La distancia del perihelio al centro es:

rmin = pl(e+1) = a(e—1), (15.9)

donde,
a = pl(e¢—1) = «/2E

es el «semieje» de la hipérbola.
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Si E = 0, la excentricidad e = 1, y la particula se mueve sobre una paribola,
con una longitud del perihelio 7min = p/2. Este caso tiene lugar cuando la

particula parte del reposo en el infinito. ,
Las coordenadas de la particula en la érbita en funcién del tiempo se hallan

mediante la férmula general (14.6). Se pueden representar en adecuada forma
paramétrica, del siguiente modo.

14
p
) x
"_7_’:

Fic. 12

Consideremos primero 6rbitas elipticas. Con a y e obtenidas en (15.6) y
(15.4), se escribe la integral (14.6) que determina el tiempo

m rdr
TN 2|E] f\f[~72+(a/lEl)f—(lezfnlEl)]

=A/%fx/[a2—e2rir(77)2]'

La sustitucién natural

r—a = —aecos ¢

convierte la integral en

ma3 ma3
t= /Tf(l—ecosf)df = /7(§—esen§)+cte.

Escogiendo el origen de tiempos de modo que la cte. se anule obtenemos
finalmente la siguiente relacion paramétrica, entre » y t:

r=a(l—ecosf), t= +/(mada)(é—esen), (15.10)
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encontriandose la particula en el perihelio en el instante ¢t = 0. Las coordenadas
cartesianas x = r cos ¢, ¥y = r sen ¢ (estando los ejes x e y respectivamente
dirigidos segin los semiejes mayor y menor de la elipse) pueden expresarse
también en funcién del parimetro & De (15.5) y (15.10) se tiene

ex = p—r = a(l —e?)—a(l—e cos ) = ae(cos{—e);
y como y = 4/7* — x*. Resulta:
x = a(cos{—e), y = ar/(1—e?)sené. (15.11)

A una revolucién completa sobre la elipse corresponde una variacion del para-
metro £ de 0 a 2x.

Cilculos totalmente andlogos conducen a los siguientes resultados para
trayectorias hiperbdlicas:

r = a(ecoshfé—1),  t = +/(mad/x)(esenh ¢ —§),

x = a(e—cosh§), y = ay/(¢8— 1)senh¢, (15.12)

donde el pardmetro & varia de — o0 a + 0.
Consideremos ahora el movimiento en un campo de repulsién donde

U= qajr (e > 0). (15.13)
En este caso, la energia potencial efectiva es
, « M2
Ugt = —4+——
T 2me

y decrece monétonamente de + o0 a cero cuando r varia de cero a c. La ener-
gia de la particula debe ser positiva y el movimiento es siempre infinito. Todos
los célculos son andlogos a los realizados para el campo de atraccién. La tra-
yectoria es una hipérbola (o una paribola, si E = 0):

p/r = —1+ecosg, (15.14)

donde p y e estin determinados por las formulas (15.4). La trayectoria pasa en
la proximidad del centro del campo como indica la figura 13. La distancia del
perihelio es:

rmin = pl(e—1) = a(e+1). (15.15)

Las relaciones en funcién del tiempo estin dadas por las ecuaciones paramé-
tricas

r = a(lecoshé+1), ¢t = 4/(mad|a)(esenh§+¢), (15.16)
x = a(cosh{+e), y = ay/(e2—1)senhé. )
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Para concluir este tema, demostremos que hay una integral del movimiento
que existe solamente en campos U = a/r (siendo a de cualquier signo). Es facil
comprobar por cdlculo directo que la expresion,

vxM+oar/r (15.17)
es constante. En efecto, su derivada total con respecto al tiempo es
v XM+ av/r—ar(v.r)/r
o puesto que M = mr xv,
mr(ve V) —mv(r. V) +av/r—or(ve r)/r3.

y poniendo mvV = ar/r*® segin la ecuacién del movimiento, encontramos que
esta expresion se anula.

[e—a (|+2)—>

Fic. 13

El vector conservativo (15, 17) est4 dirigido segin el eje mayor, del foco al
perihelio y su magnitud es ae. Esto puede comprobarse considerando su valor
en el perihelio.

Notemos que la integral del movimiento (15.17) igual que M y E es una
funcién uniforme del estado (posicién y velocidad) de la particula. Se vers en
¥ 50 que la existencia de tal integral de movimiento uniforme es debida a lo
que se llama degeneracién del movimiento.

PROBLEMAS

1. Encontrar la relacién entre las coordenadas y el tiempo para una particula de ener-
gia E = 0, que se mueve en un campo U = — qfr (trayectoria parabélica).

Solucién: Si en la integral

_ rdr
) VIQumyr—(32jm?)]

t

sustituimos
r = M1 +)2me = dp(1+12),
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se obtiene la siguiente forma paramétrica de la relacién buscada:
r = $p(1+19%), t = /(mp3[a). §5(1 +47%),
x = ip(1—n3), y=pn
El pardmetro 7 varia de — o0 a + 0.
2. Integrar las ecuaciones del movimiento de una particula en un campo central

U= —ajr (x> 0).

Solucion: De las formulas (14.6) y (14.7), eligiendo los origenes de ¢ y ¢t conveniente-
mente, se tiene

1 _ mE ( ma )]
a) para E>0, M?[2m> «, .= /‘M2—2ma cos[qS / ) )

1 2mE ma
b) para E>0, M}2m < e, o= m““"["‘ (m “)]'

1 2m|E| [ (2ma )]
) para E <0, W/2m<a,-;— mCOSh ¢ M 1)1

Ell lOS tres casos

En los casos b) y ¢) la particula «cae» al centro a lo largo de una trayectoria que se aproxima
al origen de coordenadas cuando ¢ — co. La caida, desde una cierta distancia 7, se realiza

en un tiempo finito, igual
M2
a5~ (== )}
2m

Lvam| /(==

3. Cuando se afiade a la energia potencial U = — afr una pequefia correccién dU(r),
la trayectoria de un movimiento finito deja de ser cerrada y para cada revolucién el peri-
helio de la érbita se desplaza un pequefio dngulo d¢. Determinar 44 para a) 60U = f/r?,
b) sU = yfr*.

Solucién Cuando r varia de 7min @ 7 mix ¥ Vuelve a 7 min, €l dngulo 4 varia en el valor
dado por la féormula (14.10), que escribiremos en la forma:

Ag = —2?117 f ,/ 2m(E-U)-—— dr,

con el fin de evitar integrales divergentes. Hagamos U = — afr + 38U, y desarrollemos
el intervalo en potencias de 8U; el término de orden cero del desarrollo es 2x,él término
de primer orden da el desplazamiento d¢ buscado:

ey | o ). o
e el

donde, de la integracién con respecto a r, hemos pasado a la integracion con respecto a ¢
a lo largo de la trayectoria del movimiento «no perturbado».

www.FreeLibros.me



48 MECANICA
En el caso a) la integracién en (1) es trivial y da:
3¢ = —2nfm/M? = —2nB/ap,

[p es el pardmetro de la elipse no perturbada definido en (15.4)]. En el caso b) 76U = y/r,
y despejando 1/r de (15.5), se tiene

8¢ = —6maym?/M* = —6my/ap?.
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Capituro 1V

CHOQUE DE PARTICULAS

§ 16. Desintegracion de particulas

En muchos casos, usando sélo los teoremas de conservacién del impetu
y de la energia, se pueden obtener una serie de conclusiones importantes refe-
rentes a las propiedades de diversos procesos mecdnicos. Es de esencial im-
portancia el hecho de que estas propiedades no dependan de la clase de inter-
accion de las particulas que intervienen en el proceso.

Consideremos la desintegracion «espontdnea» (o sea, no provocada por
fuerzas exteriores) de una particula en dos «componentes», es decir, en otras
dos particulas que se mueven independientemente después de la desintegracion.

Este proceso se describe en su forma mads sencilla cuando se le considera
en un sistema de referencia en el cual la particula esté en reposo antes de la
desintegracién. En virtud de la ley de conservacién del impetu la suma de los
impetus de las dos particulas formadas en la desintegracidon es cero; esto es,
las particulas se alejan entre si con impetus iguales y opuestos, cuyo médulo
comun p, se determina por la ley de la conservacién de la energia.

2
E; = E11+p—+E21+P0
2m 2mo’

donde m; y m, son las masas de las particulas, E,; v E,; sus energias internas,
y E; la energia interna de la particula inicial. Designemos por e la «energia de
desintegracién», es decir, la diferencia

= Ei—Ey— Ey, (16.1)

(es evidente que esta magnitud debe ser positiva, para que la desintegracién
sea posible). Se tiene entonces:

11 2
- %Poz(_ +_) _ P (16.2)
my mg 2m

que determina p, (m es la masa reducida de las dos particulas); sus velocidades
son

v10 = po/m1, V2o = Po/ms.
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Pasemos ahora a un sistema de referencia en el cual la particula inicial estd
animada de una velocidad V antes de la desintegracién. Este sistema se llama
habitualmente sistema del laboratorio (o sistema L), por oposicién al sistema del
centro de masa (o sistema C), en el cual el impetu total es nulo. Consideremos una
de las particulas resultantes de la integracidén, y sean v y v, sus velocidades en
los sistemas L y C, respectivamente. Evidentemente, v =V + v,,o0v — V = v,
y asi:

224+ V2—-20V cosf = 7¢2, (16.3)

donde 6 es el dngulo con que la particula se separa de la direccién de la velo-
cidad V. Esta ecuacién determina la velocidad de la particula en funcién de la
direccién de su movimiento en el sistema L. Se representa graficamente en el
diagrama de la figura 14; la velocidad v estd dada por un vector cuyo extremo
es un punto cualquiera de la circunferencia' de radio v, y su origen el punto A4
situado a una distancia ¥ del centro del circulo. Las figuras 14a) y b) corres-
ponden, respectivamente, a los casos V' < v, y V > v,. En el primer caso, el
angulo 6 puede tener un valor cualquiera, pero en el segundo, la particula sélo
puede moverse hacia adelante y con un dngulo 6 que no exceda del valor 8 .,
dado por

senf mix = vo/V; (16.4)

(direccién de la tangente a la circunferencia trazada desde A).

(o) vev, (b) Vv,
Fic. 14

La relacién entre los dngulos 6 y 6, en los sistemas L y C resulta evidente
de la figura 14; est4d dada por

tg 6 = wvosenfy/(vg cos o+ V). (16.5)

' Mis exactamente, un punto cualquiera de la esfera de radio v, de la que la figura 14 repre-
senta un circulo maximo.
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Resolviendo esta ecuacion para cos 6, se obtiene:

vV V2
cosfp = — —sen2d + cosf ( 1——sen2d ) . (16.6)
Vo 1)02

Si v > V la relacién entre § y 6 es univoca, como lo muestra la figura 14a). En
la férmula (16.6) debe tomarse el signo mas delante de la raiz (de modo que se
tenga 6, = 0 para § = 0). Sin embargo, para v, < V la relacién entre 6, y 6
no es univoca; para cada valor de 9 hay dos valores de 6, que en la figura 14b)
corresponden a los vectores v, que van desde el centro del circulo a los puntos B
y C; estos vectores estan definidos por los dos signos de la raiz en (16.6).

En las aplicaciones fisicas se trata habitualmente no de la desintegracion
de una particula, sino de la de numerosas particulas idénticas, y asi aparece
entonces el problema de la distribucién de las particulas resultantes, segtn
las direcciones, las energias, etc. En este caso, supondremos que las particulas
iniciales estdn orientadas en el espacio al azar, es decir, isotropicamente en
promedio.

En el sistema C la solucién de este problema es muy sencilla: todas las par-
ticulas resultantes (de la misma especie) tienen la misma energia y la distri-
bucién de sus direcciones de movimiento es isétropa. Este hecho es una con-
secuencia de la hipétesis de una orientacién al azar de las particulas iniciales,
y significa que la fraccién de particulas que entran en un elemento de dngulo
s6lido dw, es proporcional a la magnitud de este elemento, es decir, igual a
dwo/4n. La distribucién segiin el dngulo 6, se obtiene poniendo dwy, = 2x
sen 6, df,, o sea, la fraccién correspondiente es:

3 senf dfo. (16.7)

Las distribuciones en el sistema L se obtienen mediante una adecuada trans-
formacién de la expresién (16.7). Determinemos, por ejemplo, la distribucién
respecto a la energia cinética en el sistema L; elevando al cuadrado la igualdad
v = vy, + V se tiene,

22 = 92+ V24200V cos o,
de donde,
d(cos ) = d(v2)/2voV.

Aplicando el valor de la energia cinética T = }mo? (m es igual a m;, o m, segin
la clase de particula resultante considerada) y sustituyendo en (16.7), se obtiene
la distribucién buscada

(1/2mwoV) dT. (16.8)
La energia cinética puede tomar todos los valores comprendidos entre Ty, =
=3m(vo — V)2 y T max = 3m(vy + V)%, En este intervalo las particulas estin

distribuidas uniformemente, segin (16.8).
Cuando una particula se desintegra en mds de dos componentes, los teore-
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mas de conservacién del impetu y de la energia dejan evidentemente mucha
mads arbitrariedad a las velocidades y a las direcciones de las particulas resul-
tantes. En particular, la energia de las particulas en el sistema C no tienen un
valor determinado. Sin embargo, hay un limite superior para la energia cinética
de cada particula resultante. Para determinar este limite, consideremos el sis-
tema formado por todas estas particulas, excepto una de ellas (cuya masa sea m,),
y designemos la energia interna de este.sistema E’;. La energia cinética de la
particula m, serd entonces, por (16.1) y (16.2):

Tio = po?/2my = (M —m)(Ei— Ev—E/')/M,

(M masa de la particula inicial). Es evidente que Tj, tendrd su valor méximo
caando E’; sea minimo. Para esto hace falta que las particulas resultantes, a
excepcion de la particula m,, se muevan con la misma velocidad; entonces E’;
es simplemente la suma de sus energias internas, y la diferencia E; — E,; — E’;
es la energia de desintegracién e. Asi,

TlO,max = (M“ml)E/M. (169)

PROBLEMAS

1. Encontrar la relacién entre los dngulos 6, y 6, (en el sistema L) de las dos particulas
resultantes de una desintegracion.

Solucién: En el sistema C, los dngulos de salida de las dos particulas est4dn relacionados
por ;g = z — b3. Llamando a 6,, simplemente 6y, y aplicando la férmula (16.5) a cada
una de las particulas, se tiene:

V+v10 cos 89 = v10 sen o ctg 01,

V—w20 cos 0 = v20 sen 0o ctg 2.

Se trata de eliminar 6§, de estas dos ecuaciones; para ello, despejamos cos 6, y sen 6, y for-
mamos la suma de sus cuadrados. Puesto que v0/v:0 = my/m, v utilizando (16.2), encon-
tramos finalmente:

(mz/m1) sen02 +-(m1/mz) sen201 —2 senfy sen f2 cos(81+62)

2¢

= (Tn—l-rm_z)-fzu sen2(01 + 82).

2. Hallar la distribucién de las direcciones de las particulas resultantes en el sistema L.
Solucién: Cuando v, > V, se sustituye (16.6), con signo mis delante de la raiz, en
(16.7) v se obtiene:
1+ (V?/vo2) cos 28
V1 =(V?/ve?) sen28)]

Para v, < I/ se deben tener en cuenta las dos relaciones posibles entre 6, y 6. Puesto
que cuando 6 crece uno de los valores correspondientes de 6, aumenta y el otro disminuye,

14
a}seanO[Z— cos 8+ ] 0 <8 <a).
vo
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es preciso tomar la diferencia (y no la suma) de las expresiones d cos 6 con los dos signos
de la raiz en (16.6). El resultado es:

14-(V2/vo?) cos 20
vV [1 —=(V2/vo?) sen2f]

3. Determinar el intervalo de valores que puede tomar el dngulo 6 entre las direc-
ciones de las trayectorias de dos particulas resultantes, en el sistema L.

sen 6 dé

(0 < 0 < Oman)-

Solucién El dngulo § es la suma 6, + 8. de los angulos definidos por la férmula (16.5)
(véase problema 1); lo més sencillo es calcular la tangente de este dngulo. Hallando los
valores extremos de la expresion resultante se llega a los siguientes intervalos de 6, en
funcidén de la magnitud relativa IV, y de v10 y U2 (Que para fijar ideas suponemos vy > v;0):

0< 8 <msivio < V < v,
=0 < O < msiV < i,

0 <0 <bosiV > v,
El valor de 6, estd dado por

sen 6o = V(vio+v20)/(V24v10020).

§ 17. Chogques elasticos

Se dice que el choque entre dos particulas es eldstico cuando no lleva con-
sigo cambio en su estado interno. En consecuencia, cuando se aplica el teorema
de conservacién de la energia a un choque de esta clase, no hay que tener en
cuenta la energia interna de las particulas.

El choque se describe mas sencillamente en un sistema de referencia en el
que el centro de masa de las dos particulas esté en reposo (sistema C); como
en § 16, distinguiremos con el subindice 0 los valores de las magnitudes en este
sistema. Las velocidades de las particulas antes del choque en el sistema C estian
relacionadas con sus velocidades v; y v; en el sistema del laboratorio por

vio = mav/(m1+mg), Voo = —myv/(my+mg),

donde v = vi—vy [véase (13.2)].

En virtud del teorema de conservacién del impetu, los impetus de las dos
particulas contintian iguales y opuestos después del choque, y sus médulos
permanecen también invariables por el teorema de conservacidon de la energia.
Entonces, en el sistema C el resultado del choque se reduce simplemente a
un giro de las velocidades de las dos particulas. Si designamos por n, el vector
unitario en la direccién de la velocidad de la particula m; después del choque,
las velocidades de las dos particulas después del choque seran:

v = mowng/(my+mg), Voo = —mvng/(m1+ms). (17.1)
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Para volver al sistema L hay que anadir a estas expresiones la velocidad V
del centro de masa. Las velocidades de las particulas después del choque en
el sistema L resultan asi:

Vi’ = mavno/(my+ma)+ (myvy + mava)/(m1 +ma),

’

(17.2)
Vo = — mlvno/(ml + "lz) + (m1v1 + ”I2V2)/(ml + m‘z).

A esto se limita la informacion que acerca de los choques se puede obtener
de los teoremas de conservacion del impetu y de la energia. La direccién del
vector n, depende de la ley de interaccion de las particulas y de su posicién
relativa en el choque.

Se pueden interpretar geométricamente los resultados obtenidos y para
ello conviene utilizar los impetus en lugar de las velocidades. Multiplicando
las ecuaciones (17.2) por m; y m,, respectivamente, se obtiene:

’

P = mong+ m1(p1 +p2)/ (ml + mg),

, (17.3)
p2’ = —meng+ma(p1+Pp2)/(m1+ms),

(m = mymy/m; + m; es la masa reducida). Trazamos una circunferencia de
radio mv y realizamos la construccion indicada en la figura 15. Si el vector uni-

tario n, estd dirigido segin O_i‘, los vectores AC y CB dan los impetus p’, v
p’z, respectivamente. Cuando se dan los vectores p; y p., el radio del circulo
y la posicién de los puntos A y B son fijos, pero el punto C puede tener cual-
quier posicion sobre la circunferencia.

OC = mv
= _m,
A0 "'51—*”'_’2 (p,+p,)

08 = 3% (p,+p,)

Fic. 15
Consideremos con mas detalle el caso en que una de las particulas (por

ejemplo, m,) esté en reposo antes del choque. En este caso, la distancia OB =
= ms/m; + my p; = mv coincide con el radio, es decir, el punto B esti sobre
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la circunferencia. El vector AB es entonces el impetu p, de la particula m,
antes del choque. El punto A4 se encontrard dentro o fuera del circulo segin
que m; < my 6 m; > m,. Los diagramas correspondientes se representan en
la figura 16 @) y b). Los dngulos 6, y 8, en estos diagramas son los dngulos entre
las direcciones de movimiento después del choque y la direccién del impacto
(direcciéon de p,). El angulo en el centro, designado por y, que da la direccién
de n,, es el dngulo de desviacién de la particula de masa m, en el sistema (C)
del centro de masa. Resulta evidente de la figura que los dngulos 6, y 6, pueden
expresarse en funcién del angulo y por

mgseny

tg 01=

% b= Y-y (17.4)
m1+mg cosy

(b) m>m;

A0/OB= m/m;

F1c. 16

Expresemos igualmente los médulos de las velocidades de las dos particulas
después del choque en funcién del angulo y:

R 2
s _ V(m+me2+ 2mms cosx),v’ vy = — sendy.  (17.5)

my+ mo my +mg

1

La suma 6, + 6, es el 4ngulo entre las direcciones de movimiento de las
dos particulas después del choque. Evidentemente, 6, + 6, > &z si my < mg,
y, 0, + 6y < 37 si my > m,.

En el caso en que las dos particulas después del choque se muevan en la
misma recta («choque directo»), corresponde y = =, es decir, que el punto C
estara situado sobre el didmetro a la izquierda del punto 4 (fig. 16 a; p’1 vy P2
son entonces de sentido contrario) o entre los puntos Ay O (fig. 16 b; p’, y pe
son entonces del mismo sentido).
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En este caso, las velocidades de las particulas después del choque son

my —msa 2my
vi'=——Vv, Vvo'=—""7w. (17.6)
my + ms my + mg

Este valor de v’, es el mayor posible, y la energia maxima que puede adquirir
en el choque la particula que se encontraba en reposo, es, en consecuencia:

4m
"2 B, 17.7)

e ° g
(m1+ mg)?

Ey'max = %mz‘vzlméx

donde E;, = }mv,® es la energia inicial de la particula incidente.

Si m; < ms, la velocidad de m; puede tomar una direccién cualquiera. Si,
en cambio, m; > m,, el dngulo de desviacién de la particula no puede sobre-
pasar un valor mdximo correspondiente a una posiciéon del punto C (fig. 16 b),
tal que la recta AC sea tangente a la circunferencia. Evidentemente, sen 6, ;. =
= OCJOA, o sea,

senbims = OCJ/OA = mg/m;. (17.8)

Fie. 17

El choque de particulas de la misma masa, de las cuales una esti inicial-
mente en reposo, se expresa de modo particularmente sencillo. En este caso,
los puntos By A estan los dos sobre la circunferencia (fig. 17) vy se tiene,

6 = Ix, 02 = }(m—x), (17.9)
o1’ = v cosly, v9 = vsenly. (17.10)

Indiquemos que después del choque las particulas se alejan en dngulo recto.

PROBLEMA

Expresar en el sistema L las velocidades después del choque de dos particulas de las
cuales una (m,) estaba en movimiento y la otra (m,) en reposo, en funcién de sus direcciones
de movimiento.
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Solucién: De la figura 16 tenemos p’, = 20B cos 6,, o bien,
ve’ = 2u(m/mz) cos O2.
El impetu p’; = AC esta dado por

OC? = AO2+p,2—240 . py’ cos 61

= 0.

——— cos 1+

(m’)"‘ 2m vy’ mi—msz
ma v m1+me

v
Por tanto,

’

u mi 1
—= cos 01+ vV (m2®2 —mi2sen?y);
+ma

v my+m2 miy

(para m; > m; son validos los dos signos delante de la raiz, y para m, > m, debe tomarse
el signo positivo).

§ 18. Dispersion de particulas

Como ya se ha visto en § 17, para determinar completamente el resultado
del choque de dos particulas (es decir, el dngulo ) deben resolverse las ecuacio-
nes del movimiento teniendo en cuenta la forma particular de la ley de inter-
accién de las particulas.

Consideremos primero el problema equivalente de la desviacién de una
particula de masa m moviéndose en un campo U(r) cuyo centro estd en reposo
(v es el centro de masa de las dos particulas).

o /’{_¢0 V4

Fic. 18

Como se ha demostrado en § 14, la trayectoria de una particula en un campo
central es simétrica respecto a una recta que pasa por el centro y por el punto
de la érbita mas préximo a éste (OA en la fig. 18). Por tanto, las dos asintotas

www.FreeLibros.me



58 MECANICA

de la 6rbita forman angulos iguales con esta recta. Si designamos este dngulo
por ¢y, el dngulo de desviacién de la particula cuando pasa frente al centro es,
como se ve en la figura 18,

x = ln—24o. (18.1)

El angulo ¢, estd dado, de acuerdo con (14.7), por la integral
7 (Mr2) dr

o= . n{ V2m[E - U()] - M)

(18.2)

tomada entre la posicién de la particula mds proxima al centro y el infinito.
Recordemos que 7 ,;, es un cero del radicando.

Para un movimiento infinito, tal como el considerado aqui, es conveniente
utilizar en lugar de las constantes E y M, la velocidad v o de la particula en el
infinito y lo que se llama distancia de impacto ¢. Esta distancia es la longitud de
la perpendicular trazada desde el centro O a la direccién de v o, es decir, la
distancia a la cual la particula pasaria del centro, si no existiera el campo de
fuerza (fig. 18). La energia y el momento angular se expresan en funcién de
estas magnitudes por

E = Imvs?, M = mpvw, (18.3)
y la férmula (18.2) se convierte

P e
" _,i,n/ =G - (2Ufmva?)]

(18.4)

que con la (18.1) determina la relacion entre y y ¢.

En las aplicaciones fisicas se trata, a menudo, no de la desviacién de una
sola particula, sino de la dispersién de un haz de particulas idénticas que in-
ciden hacia el centro de dispersién con velocidad uniforme v on. Las diferentes
particulas del haz tienen distancias de impacto distintas y por tanto son dis-
persadas bajo distintos dngulos y. Sea dN el nimero de particulas dispersadas
por unidad de tiempo en dngulos comprendidos entre y y ¥ + dy. No conviene
utilizar este nimero para describir el proceso de dispersién, ya que es propor-
cional a la densidad del haz incidente. Entonces introducimos el cociente

do = dN/n, (18.5)

donde 7 es el nimero de particulas que por unidad de tiempo atraviesan la uni-
dad de superficie de una seccién recta del haz (se supone que el haz es uniforme
en toda su seccion recta). Este cociente tiene las dimensiones de una superficie
y se le llama seccion eficaz de dispersion. Estda completamente determinada por
la forma del campo de dispersién y constituye la caracteristica mds importante
del proceso de dispersion.

Supondremos que la correspondencia entre x y o es biunivoca; esto es asi
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si el 4ngulo de dispersién es una funcién monétona decreciente de la distancia
de impacto. En este caso sélo se dispersan en dngulos del intervalo (y, x + dy)
aquellas particulas cuyas distancias de impacto estdn comprendidas entre o(y)
v o(x + dy). El nimero de estas particulas es igual al producto de n por el
area de la corona comprendida entre los circulos de radios ¢ y ¢ + dg, es decir,
dN = 2mpdp-n. La seccién eficaz es, pues, :

do = 2mpdp. (18.6)

Para encontrar la relacién entre esta seccidén y el dngulo de dispersion, basta
escribir esta expresion en la forma

do = 2mp(x)|dp(x)/dx| dx- (18.7)

Aqui empleamos el valor absoluto de la derivada dg/dy, porque esta derivada
puede ser (y habitualmente lo es) negativa'. Frecuentemente, do se refiere a un
elemento de angulo sélido dw, en lugar de a un elemento de angulo plano dy.
El 4ngulo sélido entre dos conos de dngulos en el vértice y y y + dy vale dw =
= 2z sen y dy. Se tiene entonces de (18.7):

do — p(x)

seny

d
—’-" do. (18.8)
dy

Volviendo al problema de la dispersion de un haz de particulas no por un
‘centro de fuerzas fijo, sino por otras particulas inicialmente en reposo, se puede
demostrar que la férmula (18.7) define la seccién eficaz en funcién del angulo
de dispersién en el sistema del centro de masa. Para hallar la seccién eficaz en
funcién del dngulo 6 en el sistema del laboratorio, se debe sustituir en (18.7)
4 en funcién de 6 mediante las férmulas (17.4). Se obtienen asi las expresiones
de la seccién eficaz de dispersién del haz de particulas incidentes (x en funcién
de 6,) y la de las particulas inicialmente en reposo (x en funcién de 6,).

PROBLEMAS

1. Determinar la seccién eficaz en la dispersién de particulas por una esfera perfec-
tamente rigida de radio a (es decir, con una ley de interaccién tal que U = o si 7 < a
yU=0sir>a).

Solucién: Puesto que la particula se mueve libremente en el exterior de la esfera y no
puede penetrar en el interior, la trayectoria se compone de dos rectas simétricas con res-
pecto al radio que pasa por el punto en que la particula toca a la esfera (fig. 19). Es evidente
de la figura,

p = asendo = asen¥(m—x) = a cos §x.
Sustituyendo en (18.7) o (18.8) se tiene

do = }ma?sen x dx = }a?dow, 1)

! Si la funcién o(y) es multiforme, hace falta evidentemente tomar la suma de tales expresiones
para todas las ramas de la funcién.
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es decir, que en el sistema C la dispersion es isétropa. Integrando do para todos los angulos
comprobamos que la seccién total o = n@®, de acuerdo con el hecho de que el drea de
impacto, sobre la cual debe caer la particula para ser dispersada, es el drea de seccion de
la esfera.

a,” \
N\

L, B e S

Fic. 19

Para pasar al sistema L hay que expresar y en funcioén de 6, segun (17.4). Los célculos
son completamente anilogos a los efectuados en el problema 2, § 16, en concordancia con
la analogia formal entre las expresiones (17.4) y (16.5). Para m; < m, (m; masa de la par-
ticula, m, masa de la esfera) se tiene,

1 4+ (m1/mz2)2 cos 261
V1 —(my/m2)? sen261]

doy = %az[ 2(m1/mz) cos 61+

] dws,

(dw, = 27z sen 6, d6;). Si m; > m,, entonces,

Lo 1+(mi/ms)? cos 261
= V'[1 —(m1/m2)2sen?0:1]

doy = w1.

Para m; = m, tenemos,
do1 = a?|cos 01 de;,

lo que puede obtenerse sustituyendo directamente y por su valor y = 26, [segin (17.9)]
en (1).

Si la esfera estd inicialmente en reposo, y = n — 26, en todos los casos, y la sustitu-
cién en (1) conduce a

do2 = a®|cos 8] dwa.

2. Expresar en el caso del problema 1 la seccién eficaz en funcién de la pérdida de
energia ¢, de las particulas dispersadas.

Solucion: La energia perdida por una particula de masa m,, es igual a la energia ad-
quirida por la esfera de masa m,. De (17.5) y (17.7):

€ = Eo’ = [2m1?ma/(m1+m2)?] vo?sen?ty = €maxsen?dy,
por tanto,

de = lemaxseny dy;
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y sustituyendo en (1) del problema 1, se tiene
do = ma® de/emax.

La distribucién segin los valores de e de las particulas dispersadas es, pues, homogénea
en todo el intervalo de ¢ comprendido entre 0 y emax.

3. Hallar la relacidén entre la seccion eficaz y la velocidad v, de las particulas disper-
sadas en un campo U ~ r-n.

Solucién: De acuerdo con (10.3), si la energia potencial es una funciéon homogénea
de orden £ = — #n, se tiene para trayectorias semejantes p ~ v 2/", o

P = v~%/(x),

(para trayectorias semejantes los dngulos de desviacién y son los mismos). Sustituyendo
en (18.6), se encuentra

do ~ er_‘/” dow.

4. Determinar la seccidén eficaz para la «caida» de particulas.en el centro de un campo
U= — qf.

Solucién: Las particulas que «caen» en el centro son aquellas que verifican la condicion
2a > mpPv,® [véase (14.11)], es decir, aquellas cuya distancia de impacto no sobrepasa
el valor ¢ s, = V/2a/mvk. La seccién eficaz buscada es, pues,

6= AOmix > = 2najmuy’

Ue“
‘Io
(4
Fic. 20
5. El mismo problema para un campo U = — afr” (n > 2, a > 0).

Solucién: La energia potencial eficaz
Uet = mp2vo?/272—afr"
en funcién de » estd representada en la figura 20; su valor maximo es:

Uet,mix = Up = }(n—2)a(mp?va?/an)r/(n=2),
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Las particulas que «caen» en el centro son aquellas para las cuales U, < E. Determinando
omax de la condicién U, = E, se tiene:

o = mn(n—2)21)/n(a/muw?)?in,

6. Determinar la secciéon eficaz para una caida de particulas (de masa m;) sobre la
superficie de una esfera (de masa m, y radio R), que las atrae segtin la ley de Newton.

Solucién: La condicién de caida es que rmin < R, siendo 7mim €l punto de la trayec-
toria de la particula mds préximo al centro de la esfera. El valor méximo de ¢ estd deter-
minado por la condicién 7 m;, = R que es equivalente a resolver la ecuaciéon U,; (R) = E, o,

$m1v0?pma?/R2 — a/R = mive?,

con a = ymym, (y constante de la gravitaciéon), y donde se ha hecho m ~ m,, considerando
my > m;. Despejando ¢® ;. , se tiene
o = 7R¥(142ymz/Rvx?).

Cuando v, — 0, la seccién eficaz tiende, evidentemente, a la seccién maxima de la esfera.

7. Deducir la forma de un campo de dispersién U(r), dada la seccién eficaz en funcién
del dngulo de dispersion para una cierta energia E; se supone que U(r) es una funcién mo--
nétona decreciente de » (campo de repulsién) con U(0) > E, U(w) = 0 (O. Firsov, 1953).

Solucién: La integracion de do con respecto al dngulo de dispersion
m
J (do/dx) dx = mp?, )
x
determina el cuadrado de la distancia de impacto, de modo que g(y), y por lo tanto, (o),
se pueden considerar también como datos.

H
ogamos s=1fr, x=1/p, w = [1 =(U/E)]. 2)

Entonces, las férmulas (18.1) y (18.2) se convierten en

So
ds
Hr—x(x)] = ! —\/(—ﬁ. (3)

donde s,(x) es raiz de la ecuacién
xw?(s0) —so? = 0.

) La ecuz}cién B)es una ecuacién integral para la funcién w(s), y puede resolverse por un
mfatodo andlogo al utilizado en § 12. Dividiendo ambos miembros de (3) por Va —x
e mtegrando con respecto a x de 0 a « se encuentra:

fﬂ—x(x) dx =}”}(”) ds dx
¢ 2 Va-xn ¢ View-oa-»]
_ s0{) f dx ds
8 ey VIR —(a—x)]
~ S}‘(Cl.) ds
= 7 ] :U—,
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o, integrando el primer miembro por partes:

soa)

o
nﬁ_fvza—_—x)—jxdx=" | g4
X
0 0

w

Diferenciando con respecto a a; y escribiendo s en lugar de s,(a) (o se sustituye por s*/w?)
el resultado, en forma diferencial, es:

m d(sfu) = b5t | %ﬁf/")g‘—] = (nfu) ds
SClwe) —x

s2/w2

adlnw = d(s/w)f X(x) dx
)

V [(s?/w?) —x] ’

Esta ecuacién se integra inmediatamente si en el segundo miembro se cambia el orden de
integracién. Teniendo en cuenta que para s = 0 (es decir, para r - o) debe tenerse w = 1
(o sea, U = 0), y volviendo a los variables 7 y g, se obtiene finalmente el resultado siguiente
en dos formas equivalentes:

w0

w = exp{ -% f cosh=Y(p/rw) (dx/dp) dp}
rw

o/l [ X de
eXpl"rw ,—.._(Pg —rzwz):. 4)

Esta formula determina de modo implicito la funcién w(r) [y por tanto U(r)] para 7 > 7 mp,
es decir, para todo el dominio de valores de r que puede tener una particula dispersada de
energia dada E.

§ 19. Férmula de Rutherford

Una de las aplicaciones mas importantes de las férmulas obtenidas ante-
riormente es la dispersién de particulas cargadas en un campo de Coulomb.
Poniendo en (18.4) U = qfr, y realizando una integracién elemental, se obtiene:

o/mTelp
VIT+ (afmea?p)?)’

do = cos™1

de donde,
p? = (a2/m2uact) tg2do,
o haciendo, ¢y = 7 — #/2 segin (18.1):
p? = (e/m2v?) ctg2ly. (19.1)

www.FreeLibros.me



64 MECANICA

Diferenciemos esta expresidén con respecto a y y sustituyamos en (18.7)
o (18,8), resultard

do = m(a/mve?)? cosx dy/send}y (19.2)

do = (/2mv«?)? dw/sently. (19.3)

Esta es la férmula de Rutherford. Debe observarse que la seccion eficaz no de-
pende del signo a, de modo que el resultado obtenido es igualmente vilido
para un campo culombiano de repulsiéon o de atraccién.

La férmula (19.3) da la seccién eficaz en un sistema de referencia en el cual
el centro de masa de las particulas que chocan estd en reposo. La transforma-
cién al sistema del laboratorio se efecttia mediante la f6rmula (17.4). Para par-
ticulas inicialmente en reposo, sustituyendo y = 7« — 26, en (19.2), se obtiene

doz = 27(x/mvw?)2sen o dfz/cos3b2
= (a/mrw?)? dwg/cos30s. (19.4)

Pero para las particulas incidentes, esta transformacién conduce en general a
una féormula muy complicada. Trataremos solamente dos casos particulares.

Si la masa m, de la particula dispersante es grande respecto a la masa m,
de la particula dispersada, y ~ 6, y m =~ m;, de modo que

~n

do1 = («/4E1)2dw,/sendfs, (19.5)

donde E; = $mvy? es la energia de la particula incidente.
Si las masas de las dos particulas son iguales (m; = my; m = 4m;,), se tiene
de (17.9) 5 = 26,, que, sustituido en (19.2), da

doy = 2m(oe/E1)2 cos 0, dfy/sen36;
= («/E1)? cos 61 dwi/senf;. (19.6)

Si las particulas son completamente idénticas, no pueden distinguirse después
de la dispersién las particulas inicialmente en movimiento de las que inicial-
mente estaban en reposo. Se obtiene la seccién eficaz para todas las particulas
sumando do; y dos, y remplazando 6, y 6, por su valor comun 6.

do = (oz/El)Z(

sen4d  cosif

) cos @ dm. (19.7)

Volvamos a la féormula general (19.2) y determinemos con ayuda de esta
expresion la distribucion de las particulas dispersadas con respecto a la energia
perdida a consecuencia del choque. Cuando la masa m, de la particula disper-
sada y la masa m, de la particula dispersante son arbitrarias, la velocidad ad-
quirida por esta ultima se expresa en funcién del dngulo de dispersién en el
sistema C por

ve' = [2my/(m1+m3)]ve sen dy;
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[véase (17.5)]. La energia adquirida por esta particula y por tanto, la perdida
por la particula m,, es:

€ = Imava'2 = (2m2/me)ve® sen2ly.
Despejando sen 4y en funcién de e y sustituyendo en (19.2), resulta,
do = 2n(a2/mav?) de/e2. (19.8)

Esta es la expresién buscada, ya que determina la seccidén eficaz como funcién
de la pérdida de energia ¢; esta energia toma todos los valores de 0 a €4 =

= 2msz2/m2 .

PROBLEMAS
1. Hallar la seccién eficaz de la dispersién en un campo U = afr® (a > 0).

Solucién: Angulo de desviacion

X*”[*‘V{T—J,—z—l,m,,—@]-

La seccién eficaz,

2. Encontrar la seccién eficaz de la dispersién en un «pozo de potencial» esférico de
radio a y «profundidad» U, (es decir, un campo U = 0 parar > a, U = — U, parar < a).

Solucién: La trayectoria rectilinea de la particula es «refractada» al entrar y salir del
pozo. De acuerdo con el problema del § 7, los 4ngulos de incidencia a y refraccién g (fig. 21)
son tales que

en afsenf = n, n = 1/(1+2Uo/mvw?).

e— —»

Fic. 21

El 4ngulo de desviacién es y = 2(a — f). Por tanto,

sen(x—4x)
sen «

= cos }x—ctg xsendy =

2=
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Eliminando a entre esta ecuacién y la igualdad a.sen a = p, que es evidente observando el
diagrama, se obtiene la relacién entre o y y:

. n2sen? iy
“ w2+1—2n cos ix

p? =

Finalmente, diferenciando esta ecuacidn, hallamos la seccién eficaz
a?n?  (n cos x—1)(n—cos $x)

= do.
4 cosdxy (n®+1—2n cos $x)? @

do

El 4ngulo y varia desde O (para po = 0) hasta ... (para ¢ = a), siendo

cos I xmax = 1/n.

La seccién eficaz total que se obtiene integrando do para todos los dngulos dentro del
cono y < ¥ max» €S, POr supuesto, igual al drea de la seccién geométrica na®.

§ 20. Dispersion bajo pequefios angulos

El calculo de la seccién eficaz se simplifica notablemente si se consideran
solamente aquellos choques cuya distancia de impacto es grande, es decir, en
los que el campo U es débil y los dngulos de desviaciéon pequefios. En este caso,
se puede efectuar directamente el cédlculo en el sistema del laboratorio, sin
pasar por el sistema del centro de masa.

Tomemos el eje x en la direccion del impetu inicial de las particulas m,,
y el plano xy en el plano de la dispersion. Sea p’; el impetu de la particula des-
pués de la dispersién; evidentemente tenemos

sen 01 = p1y//p1’.

Para pequefias desviaciones se puede sustituir aproximadamente sen f; por 6,
y en el denominador p’; por el impetu inicial p; = m vy,

6 ~ ply'/mwao. (201)
Ademas, puesto que p, = F,, el incremento total del impetu en la direccién del
eje v es:

[+ o)
P = [ Fyd, (20.2)

siendo la fuerza
Fy = —0U/oy = —(dU/dr)or/oy = —(dU/dr)y/r.

Como la integral (20.2) ya contiene la pequefia magnitud U, puede calcu-
larse, con la misma aproximacién, suponiendo que la particula no se desvia de
su direccién inicial, es decir, que estd animada de un movimiento rectilineo
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(a lo largo de la recta y = p) v uniforme (con la velocidad 7). Sustituimos
entonces en (20.2)

y = —(dU/dr)p/r, dt = dx/ve,

resulta:

, ¢ dU dx
py = ——

Voo dr T
—o0

Finalmente pasemos de la integracion respecto a x a la integracién respecto
a r. Puesto que, para una trayectoria rectilinea »* = x* + %, r varia de o a ¢
y de nuevo a o cuando x varia de — o0 a + o0; la integral respecto a x se reem-
plaza por el doble de la integral respecto a » de g a o, sustituyendo dx por

dx = 7 dr/+/(r2—p2).

Se obtiene para el dngulo de dispersién (20.1) la siguiente expresion':

o0
2 dU d
b= —— i (20.3)
M1Voo? dr 4/ (r2—p?)

p

que determina la relacién buscada entre 6; y p para pequenas desviaciones. La
seccién eficaz de la dispersion (en el sistemna L) resulta de (18.8) con 6, en lugar
de y, pudiendo sustituirse ahora sen 6, por 6;:

_ |40 2@

do =
do 6

do. (20.4)

PROBLEMAS
1. Deducir la formula (20.3) de (18.4).

Solucion: Para evitar integrales divergentes, escribimos (18.4) en la forma

[1

donde se ha tomado como limite superior una cantidad finita grande R, para después pasar
al limite cuando R — . Como U es pequefio, se desarrolla la raiz en potencias de U, y se
sustituye aproximadamente 7 min por o:

R

_ pdr U(r) dr
$o= 21 —ptlr?) ap “mvet(1—p2lr?)
P

1 Si se realiza todo el razonamiento en el sistema C, se obtiene para y la misma expresién, con

m en lugar de m,, considerando que los pequefios dngulo 6, y x estdn relacionados (17.4) por 0; =
= my yf(m + ms).
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Cuando R — o, la primera integral tiende a 4x. La segunda se integra por partes y se
tiene

X =7=2¢o

o ¢ V=D dU
=22 f A S

op MU02 dr
P

0
2p dU dr
mu? J dr V(r2—p?)
°

que es equivalente a (20.3).

2. Determinar la seccién eficaz en la dispersién para pequefios dngulos, en un campo
U = qafr" (n > 0).

Solucién: De (20.3) se tiene,
o
P 2pan J‘ dr
1= muet ] M (r2—p?)
e

Haciendo %/ = u, la integral se convierte en una funcién beta, que puede expresarse
por medio de funciones gamma:
2evm  T(n41)

01 = .
b M1voZph T'(3n)

Despejando ¢ en funcién de 6;, y sustituyendo en (20.4), se obtiene

[ 2Val(n+d) @

do=1
T'(3n) M1V

n

2/n
" ] 8:-2-2/n dw;.
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Carituro V

PEQUENAS OSCILACIONES

§ 21. Oscilaciones lineales libres

Una forma muy corriente del movimiento de los sistemas mecdnicos son las
pequefias oscilaciones de un sistema alrededor de su posiciéon de equilibrio estable.
Estudiaremos estos movimientos empezando por el caso mis sencillo: el de un
sistema con un solo grado de libertad.

Un sistema estd en equilibrio estable cuando su energia potencial U(q) es
minima; al separarlo de esta posicién se origina una fuerza — dU/dg que tiende
a devolver el sistemna al equilibrio. Sea ¢, el valor de la coordenada generalizada
correspondiente a la posicién de equilibrio. Al desarrollar U(g) — U(go) en serie
de potencias de ¢ — g, para pequefias desviaciones de la posicién de equilibrio,
basta conservar el primer término no nulo; en general, este término es de se-

gundo orden
U(g)— Ulgo) = $k(g—g0)?,

donde-k es un coeficiente positivo (el valor de la segunda derivada U’’(q) para
g = ). En lo que sigue mediremos la energia potencial a partir de su valor
minimo (esto es, haremos U(g,) = 0) y designaremos por

xX=4q—q (21.1)
la separacién de la coordenada de su valor de equilibrio. Entonces,
U(x) = Lkx2. (21.2)

La energia cinética de un sistema con un grado de libertad es en general

de la forma.
1a(g)g? = fa(g)s2.

En la misma aproximacidn, es suficiente sustituir la funcién a(q) por su valor
para ¢ = qo. Escribiendo para simplificar’

a(QQ) =m,

! Observemos que la magnitud m coincide con la masa solamente si x es la coordenada cartesiana
de la particula.
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se tiene la siguiente expresion para la lagrangiana de un sistema que realiza
pequefias oscilaciones lineales!:

L = lmx?—Lkx2. (21.3)
La ecuacién de movimiento correspondiente a esta funcién es:
mi+kx = 0, (21.4)
(o]
i+ w2 =0, (21.5)
donde,

w = /(kjm). (21.6)

La ecuacion diferencial lineal (21.5) tiene dos soluciones independientes:
cos wt, y sen wt, por lo tanto su solucién general es

X = ¢1 cos wt+casen wt. (21.7)
Esta expresion también puede escribirse en la forma
¥ = a cos(wt+a). (21.8)

Puesto que cos (wt + a) = cos wt cos a — sen ot sen a, la comparacién con
(21.7) muestra que las constantes arbitrarias a y a estdn relacionadas con ¢;

y ¢» por
a = /(612 +co?), tga = —cafcr. (21.9)

Entonces, en las proximidades de su posicion de equilibrio estable, un sis-
tema ejecuta un movimiento oscilatorio arménico. El coeficiente a del factor
periddico en (21.8) se llama amplitud de las oscilaciones, y el argumento del
coseno su fase; a es el valor inicial de la fase, y depende evidentemente de la
elecciéon del origen de tiempos. La magnitud o es la frecuencia angular de las
oscilaciones; sin embargo, en fisica tedrica se le acostumbra a llamar simple-
mente frecuencia, denominacién que emplearemos en adelante.

La frecuencia, que no depende de las condiciones iniciales del movimiento,
es la caracteristica fundamental de las oscilaciones. De acuerdo con (21.6) estd
completamente determinada por las propiedades del sistema mecdnico. Obser-
vemos, sin embargo, que esta propiedad de la frecuencia es vilida en la hipé-
tesis de pequefias oscilaciones, y deésaparece cuando se pasa a aproximaciones
superiores. Matemdticamente significa que es valida si la energia potencial es
una funcién cuadritica de la coordenada?.

La energia de un sistema que realiza pequefias oscilaciones es:

E = Imx2+ tkx? = Im(3%+ w2x?)

1 A tal sistema se le llama frecuentemente oscilador lineal.

* En consecuencia, no es valedera si para x = 0 la funcién U(x) tiene un minimo de orden mds
elevado, es decir, si U ~ x® n > 2 (véase problema 2, a, § 11).

www.FreeLibros.me



PEQUENAS OSCILACIONES 71

o, sustituyendo aqui (21.8)
E = imw?a2, (21.10)

La energia es proporcional al cuadrado de la amplitud de las oscilaciones.
A menudo es cémodo representar la relacién entre la coordenada del sis-
tema oscilante y el tiempo por la parte real de una expresién compleja

x = re[4 exp(iwt)], (21.11)
donde A es una constante compleja; haciendo
A = aexp(in), (21.12)

volvemos a la expresion (21.8). La constante A se llama emplitud compleja; su
modulo es la amplitud ordinaria, y su argumento es la fase inicial.

El uso de factores exponenciales es mateméticamente mds sencillo que el de
los factores trigonométricos, ya que la diferenciacién no cambia su forma. Asi,
mientras se efectian operaciones lineales (suma, multiplicacién por coeficientes
constantes, diferenciacién, integracién), puede omitirse el signo re, tomando
la parte real en el resultado final de los cilculos.

PROBLEMAS

1. Expresar la amplitud y la fase inicial de las oscilaciones en funcién de los valores
iniciales %, y vy de la coordenada y de la velocidad.

Solucion: a = v/(x0®+vol/w?), tg @ = —vo/wxo.

m X
Fic. 22

2. Encontrar la razén de frecuencias w y »’ de dos moléculas diatdmicas compuestas
de dtomos de diferentes isétopos, siendo las masas de los dtomos respectivamente: iguales
am, myy my, ms.

Solucién: Puesto que los dtomos de los is6topos interactian del mismo modo & = k.
Las masas reducidas de las moléculas son aqui los coeficientes m en las energias cinéticas.

De (21.6), se tiene,
o [muma(m+me)
© my'me’(my+mg)
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3. Hallar la frecuencia de las oscilaciones de una particula de masa m, que puede mo-
verse sobre una recta y estd unida a un resorte cuyo otro extremo estd fijo al punto 4 (figu-
ra 22) a una distancia / de la recta. El resorte, cuando su longitud es igual a [ estd tensado
por una fuerza F.

Solucién: La energia potencial del resorte es igual (sin los infinitésimos de orden su-
perior) al producto de la fuerza F por el alargamiento 6/ del resorte. Para x << se tiene

81 = +/(B+x?) —I = %221,
de modo que U = Fx¥/2l. Y puesto que la energia cinética es ¥mx®, obtenemos
@ = +/(F|ml).

4. El mismo problema, moviéndose la particula de masa m sobre una circunferencia
de radio r (fig. 23).

Fic. 23

Solucién: En este caso, el alargamiento del resorte es (si ¢ < 1)
3 = / TPF(FE—2rUF7) cos $1— ~ r(l+7)$2/21.
La energia cinética es T = }mr*?, y por lo tanto la frecuencia

w = +/[F(r+)|mri].

5. Hallar la frecuencia de las oscilaciones del péndulo representado en la figura 2,
cuyo punto de suspensién de masa m, puede moverse sobre una recta horizontal.

Solucion: Para ¢ <€ 1, la expresién obtenida en el problema 3, § 14, da
T = 3mimel24?[(m1+ms3), U = $mogld2.
de donde,
o = v/Tglmi+mz)fml].

6. Determinar la forma de una curva tal que la frecuencia de las oscilaciones de una
particula en ella, bajo un campo gravitatorio, sea independiente de la amplitud.

Solucion: La condicién impuesta serd satisfecha por una curva a lo largo de la cual la
particula tendrd una energia potencial U = }ks®, siendo s la longitud del arco contada
a partir de la posicién de equilibrio; la energia cinética ser4 entonces T = }ms® (m masa
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de la particula) v la frecuencia de las oscilaciones w = 4/(k/m) independientemente del
valor inicial de s.

En un campo gravitatorio, U = mgy, siendo y la coordenada vertical. Se tiene por
tanto ks®/2 = mgy, o bien,

y = w?s?[2g.
Por otra parte, ds* = dx* + dy?, de donde,

x = [/[(ds/dy)2—11 dy = [v/[(g/2#%)—1] dy.

Para facilitar la integracién hacemos:
¥ = g(1—cos §)/4a?,

Se tiene entonces,
x = g(é+sené)/4w?.

Estas dos ecuaciones dan, en forma paramétrica, la ecuacién de la curva buscada, que es
una cicloide.

§ 22. Oscilaciones forzadas

Consideremos ahora las oscilaciones de un sistema sometido a la accién
de un campo exterior variable; se las llama oscilaciones forzadas, a diferencia de
las oscilaciones libres estudiadas en § 21. Puesto que las oscilaciones se suponen '
siempre pequefias, esto implica que el campo exterior debe ser suficientemente
débil, de otro- modo podria provocar un desplazamiento x demasiado grande.

Ademads de su energia potencial propia 3kx%, el sistema posee en este caso
una energia potencial U.(x, t) debida al campo exterior. Desarrdllando esta
altima en serie de potencias de la pequetia magnitud x, se obtiene,

U, t) = U0, t)+x[0Ue/0x]x—o0-

El primer término es solamente funcién del tiempo y puede omitirse en la
lagrangiana como derivada total respecto al tiempo de otra funcién del tiempo.
En el segundo término — [0U,[0x].-o es la fuerza exterior que actia sobre el
sistema en su posicién de equilibrio, y es una funcién dada del tiempo que
designaremos por F(z). Asi, en la energia potencial aparece el término — xF(1),
de modo que la lagrangiana del sistema sera:

L = Ims2—Lha?+ xF(1). (22.1)
La ecuaciéon de movimiento correspondiente es:

mii+kx = F(t)

&+ w?x = F(t)/m, (22.2)

donde se ha introducido otra vez la frecuencia de las oscilaciones libres.
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La solucién general de una ecuacién diferencial lineal no homogénea con
coeficientes constantes es x = x, + x;, donde x, es la solucién general de la
correspondiente ecuacién homogénea y x; una integral particular de la ecuacién
no homogénea. En este caso, x, representa las oscilaciones libres estudiadas
en § 21.

Consideremos el caso de especial interés en el que la fuerza exterior es tam-
bién una funcién periédica simple del tiempo, de frecuencia y:

E(t) = fcos(yt+p). (22.3)

Busquemos la integral particular de la ecuacién (22.2) en la forma x; = b cos
(yt + B) con el mismo factor peridédico. Sustituyendo en la ecuacién, da b =
flm(w?® — 9*). Anadiendo la solucién de la ecuacion homogénea, se obtiene la
integral general siguiente:

x = a cos(wt+ o)+ [f/m(w?—y?)] cos(yt+ B). (22.4)

Las constantes arbitrarias @ y a se determinan por las condiciones iniciales.

De este modo, bajo la accion de una fuerza exterior periddica, el sistema
realiza un movimiento que es una combinacién de dos oscilaciones, una con la
frecuencia propia w del sistema y la otra con la frecuencia y de la fuerza exterior.

La solucién (22.4) no es aplicable en el caso de resonancia, esto es, cuando
la frecuencia de la fuerza que provoca las oscilaciones del sistema coincide con
la frecuencia propia de éste. Para hallar en este caso la solucién general de la
ecuacion del movimiento, escribimos (22.4) en la forma

x = a cos(wt+ a)+ [ f/m(w?— y2)][cos(yt+ B) — cos(wi + B)],

en la que a tiene, naturalmente, un valor diferente.
Cuando y — w el segundo término es indeterminado, del tipo 0/0. Resolviendo
esta indeterminacion por la regla de L’ Hopital:

x = a cos(wt+a)+(f/2mw) tsen(wt + B). (22.5)

Entonces, en el caso de resonancia, la amplitud de las oscilaciones crece lineal-
mente con el tiempo (en tanto que las oscilaciones no dejen de ser pequefias y
toda la teoria expuesta continte vélida).

Veamos ahora cémo se expresan las pequeiias oscilaciones en las proximi-
dades de la resonancia, es decir, cuando y = w + € siendo € pequefio. Escri-
bamos la solucién general en forma compleja

x = A exp(iwt)+ B exp[i(w + €)t] = [A+ B exp(iet)] exp(iwt).  (22.6)

Puesto que la magnitud A + B exp(iet) varia poco a lo largo de un periodo 27/w
del factor exp(iwt), puede considerarse el movimiento en las proximidades de
la resonancia como pequefias oscilaciones de amplitud variable!. Sea C esta
amplitud, se tiene:

C = |A+ B exp(iet)].

! El término «constante» en la fase de las oscilaciones también varia.
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Designando respectivamente 4 y B por a exp(ia) v b exp(ii), obtenemos:
C2? = a2+ b2+ 2ab cos(et + B —«). (22.7)
Entonces la amplitud varia periédicamente con frecuencia ¢ entre los limites
la—b| < C < a+b.

Este es el fendmeno de las pulsaciones.

La ecuaciéon del movimiento (22.2) puede integrarse en una forma general
para una fuerza exterior arbitraria F(¢). Esto es fdcil si se escribe previamente
la ecuacién en la forma

d 1
—(%+iwx) —tw(®+iwx) = —F(t)
dt m

d¢/dt—iwé = F(t)[m, (22.8)
donde hemos introducido la magnitud compleja
¢ =sx+iwx (22.9)

La ecuacién (22.8) es de primer orden. Si el segundo miembro fuese cero, su
solucién seria & = A exp(iwt) con A constante. Como antes, busquemos una
solucién de la ecuacién no homogénea del tipo & = A(t) exp(iwt); para la fun-
cién A(t) se obtiene la ecuacién

A(t) = F(t) exp(—iwt)/m.
integrandola, obtenemos como solucién de (22.9)
¢

£ = exp(iwt){ f ;ln—F(t) exp(—iwf) dt + £o } (22.10)
0

donde la constante de integracién &, es el valor de & en el instante ¢ = 0. Esta
es la solucién general buscada; la funcién x(z) estd dada por.la parte imaginaria
de (22.10) dividida por .

La energia de un sistema que realiza oscilaciones forzadas evidentemente
no se conserva, puesto que el sistema adquiere energia a expensas de la fuente
del campo externo. Determinemos la energia total transmitida al sistema durante
todo el tiempo que actta la fuerza (de — o0 a 4+ ), suponiendo nula la energia
inicial. Segun la férmula (22.10), con — oo en lugar de cero como limite inferior
de integracién y con & (— o) = 0, se tiene para t — 0:

1 < 2
1£(c0)2 = ;él f F(t) exp(—iwt)dt | .

U Por supuesto la fuerza F debe escribirse aqui en forma real.
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La energia del sistema estd dada por la expresion
E = }m(a2+ 2 = Im|¢2. (22.11)

Sustituyendo |£(o0)|?; se obtiene para la energia transferida
1) ¢ 2
E= Tl f F(t) exp(—iwt)dt | ; (22.12)
m

esta pues determinada por el cuadrado del médulo de la componente de Fourier
de la fuerza F(t) cuya frecuencia es la frecuencia propia del sistema.

En particular, si la fuerza exterior actia durante un corto intervalo de tiempo
(pequefio en comparacién con 1/w) se puede poner exp(— iwt) >~ 1. Entonces,

E= %( fF(t) dt)z.

Este resultado es evidente: expresa el hecho de que una fuerza de corta dura-
cién comunica al sistema un impulso | F dt sin provocar un desplazamiento
perceptible.

PROBLEMAS

1. En el instante inicial ¢ = 0 un sistema estd en reposo y en equilibrio (x = 0, x = 0).
Determinar las oscilaciones forzadas del sistema, debidas a una fuerza F(t), en los siguientes
casos:

a) F = Cte. = F,.
Solucion:
x = (Fo/mw?)(1 —cos wt),

la accién de una fuerza constante da lugar a un desplazamiento de la posicién de equilibrio
.alrededor de la cual se realizan las oscilaciones.

b) F = at.
Solucion:
x = (a/mwB)(wt—sen wt).
¢) F = F, exp(— at).
Solucion:

x = [Fo/m(w?+ a?)][exp(—at) —cos wt+(«/w) sen wt].
d) F = Fyexp(— at) cos ft.

Solucion:

x = Fo{—(w?+a2—p2) cos wt+(a/ w)(w2+a2+p2) sen wt+
“exp(—at)[(w?+a®—B2) cos Bt —2af sen Bt]}/m[( w2+ a2 —F2)2 +44282],
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(se llega mas facilmente a esta solucién escribiendo la fuerza en forma compleja)
F = Fo exp[(—a+iB)].

2. Determinar la amplitud final de las oscilaciones de un sistema bajo la accién de una
fuerza exterior tal que F = O parat < 0, F = Fot/Tpara0 <t < T, F = F,parat > T
(fig. 24), si antes del instante ¢ = 0 el sistema se encontraba en reposo y en equilibrio.

F

fo

7
Fic. 24

Solucién: En el intervalo de tiempo 0 < t < T, las oscilaciones que satisfacen la con-
dicién inicial, son de la forma

x = (Fo/mTw3)(wt—sen wt).
Para ¢t > T buscamos una solucién del tipo
x = ¢1 cos w(t—T)+cz sen w(t—T)+Fo/mw2.
La condicién de continuidad de x y x para t = T da,
¢1 = —(Fo/mTw?) sen oT, ¢z = (Fo/mTw?) (1-~cos wT).
La amplitud de las oscilaciones
a = v/(c®+¢s®) = (2Fo/mTw)sen}wT.

Observemos que es tanto mas pequefia cuanto mds lentamente se aplique la fuerza F, (es
decir, cuando T es mas grande).

3. El mismo problema en el caso de una fuerza F, constante que actda durante un
tiempo limitado T (fig. 25).

Sh

7

FiG. 25

Solucién: Se puede seguir el mismo método que en el problema 2, pero es mias sencillo
utilizar la férmula (22.10). Para ¢ > T se tienen oscilaciones libres alrededor de la posicion
x = 0; por tanto,
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T

E= -F—oexp(iwt)f exp(—iwt) dt
m 0

= TFL[I —exp(—iwT)] exp(iw?).
twom

y el cuadrado del médulo de ¢ da la amplitud a partir de la relacién ¢ = a?w’. Finalmente,
a = (2Fo/mw?)sen$wT.

4. El mismo problema en el caso de una fuerza que actia durante un intervalo de
tiempo entre 0 y T, y de valor F = F,t/T (fig. 26).

F

a3

7 !
F1c. 26

Solucién: Por el mismo método se obtiene

a = (Fo/Tma®)V[w?T2—2wT sen wT+2(1—cos «T)].

5. El mismo problema en el caso de una fuerza que actiia en el intervalo de tiempo
entre 0 y T = 2afw, y tal que F = F, sen wt (fig. 27).

F

7

\/

Fic. 27

Solucion: Sustituyendo en (22.10)
F(t) = Fy sen wt = Fo[exp(iwt) —exp(—iwt)]
e integrando de cero a T, se obtiene,

a = For/mw?.
§ 23. Oscilaciones de sistemas con varios grados de libertad

La teoria de las oscilaciones libres de un sistema con s grados de libertad
es andloga a la de las oscilaciones lineales estudiada en § 21.
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Supongamos que la energia potencial U de un sistema en funcién de sus

coordenadas generalizadas ¢, = 1, 2, ..., 5s) tiene un minimo para g, = gj.
Introduciendo los pequefios desplazamientos
X = gi—qio (23.1)

y desarrollando U con respecto a x; hasta los términos de segundo orden, se
obtiene la energia potencial como forma cuadritica definida positiva:

U = % Zkikxixk, (232)

ik

donde tomamos de nuevo el valor minimo de la energia potencial como cero.
Puesto que los coeficientes ki, y ki de (23.2) multiplican a la misma canti-
dad x;x;, estd claro que se les puede considerar simétricos con respecto a sus

indices.
kik = k.
En la energia cinética, que en general es de la forma
$Za(9)dide

[véase (5.5)], hacemos g; = ¢;, en los coeficientes a;, y designando a;:(g,) por
m, se obtiene la energia cinética como forma cuadrdtica definida positiva

%iZk M. (23.3)

Los coeficientes m; también se pueden considerar siempre simétricos con
respecto a sus indices
Mip = Mgi.

Entonces, la lagrangiana de un sistema que ejecuta pequefas oscilaciones libres
es:

L = } > (muig — kixxixe). (23.4)
Lk

Deduzcamos ahora las ecuaciones del movimiento. Para determinar las de-
rivadas que ellas implican, escribimos la diferencia total de la lagrangiana:
dL = 12~ Z(m,-kx,- Aoty + mygsy doty — Rygoc; dxg — kikxkdxi).
ik

Puesto que el valor de la suma no depende evidentemente de la elecciéon de los
indices, intercambiamos 7 con k en el primer y tercer término del paréntesis;
teniendo en cuenta la simetria de los coeficientes m;; y k., se obtiene

dL = Z(mikoékdo'ci — kg dxy).

www.FreeLibros.me



80 MECANICA
De donde

oL[ox; = Z Mg X, oL/cx; = — Zkilcxk-
k k

Consecuentemente, las ecuaciones de Lagrange son:

> mud+ > kixi = 0. (23.5)
k k

Constituyen un sistema de s ( = 1, ..., s) ecuaciones diferenciales lineales ho-
mogéneas con coeficientes constantes.

Siguiendo la regla general de resolucién de estas ecuaciones, busquemos s
funciones incognitas x(f) de la forma

xr = Ai exp(iwt), (23.6)

siendo las A constantes a determinar. Sustituyendo (23.6) en el sistema (23.5)
y dividiendo todo por exp(iwt), se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales y homogéneas, a las que deben satisfacer las constantes A4,:

Z( — w?my + k) Ax = 0. (23.7)
k

Para que este sistema tenga soluciones distintas de cero, el determinante de
sus coeficientes debe anularse.

Ikilc“wzmikl = 0. (238)

Esta es la ecuacion caracteristica y es de grado s con respecto a w?. En general,
tiene s raices distintas reales y positivas w,”> (e = 1, 2, ..., §); en ciertos casos
particulares algunas de estas raices pueden coincidir. Las magnitudes w, asi
definidas, se llaman frecuencias propias del sistema.

De consideraciones fisicas resulta evidente el caracter real y positivo de las
raices de la ecuacion (23.8). En efecto, supongamos que w tuviese una parte
imaginaria; las relaciones (23.6) que dan las coordenadas x; en funcién del tiempo
(v, por lo tanto, también las velocidades x;) tendrian entonces un factor expo-
nencial creciente o decreciente. Pero la existencia de tal factor es inadmisible
ya que conduciria a una variacién con el tiempo de la energia total E = U + T
del sistema, y por lo tanto no se conservaria.

Se puede llegar a la misma conclusién por un método puramente matema-
tico. Multiplicando la ecuacién (23.7) por la magnitud conjugada A4;* y sumando
sobre ¢z, se tiene,

Z(—w?myg+ kig) Ai* A = 0,
de donde,
w? = Xk Ak Ar/ZmyA* Ay
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Como los coeficientes &, y my son reales y simétricos, las formas cuadriticas
del numerador y denominador de esta expresién son reales; en efecto

(BhicA*Ary* = ShicAdiAr* = ZThiudiAr* = ZhaArA*.

y al ser esencialmente positivas, ’ es igualmente positivo'.

Una vez determinadas las frecuencias w,, se sustituyen en las ecuaciones
(23.7), y obtenemos los coeficientes correspondientes A;. Si todas las raices wq
de la ecuacidn caracteristica son distintas, los coeficientes 4, son proporcionales
a los menores del determinante (23.8), en el que w se ha sustituido por sus va-

lores wq; sean 4,, estos menores. Se tiene entonces como solucién particular
del sistema (23.5)

xx = ApoCa exp(iwat),
siendo C, una constante compleja arbitraria.

La solucién general es la suma de estas s soluciones particulares. Tomando
la parte real escribimos,

S
xp = re > ApC, exp(in,t) = > Ax®,, (23.9)
a=1 a
donde,
0, = re[C, exp(iw,t)]. (23.10)

Asi, la variacién con el tiempo de cada coordenada del sistema es una super-
posiciéon de s oscilaciones periédicas simples ©,, 6, ..., O,, de amplitudes y
fases arbitrarias, pero de frecuencias completamente determinadas.

Surge la cuestién natural de si es posible escoger las coordenadas genera-
lizadas de modo tal que cada una de ellas realice una oscilaciéon simple. La forma
de la integral general (23.9) indica el medio de resolver el problema. En efecto,
considerando las s relaciones (23.9) como un sistema de ecuaciones de s incég-
nitas @,, se puede, resolviendo este sistema, expresar las magnitudes 6., 6,, ...,
@, en funcién de las coordenadas x,, X, ..., x,. Las magnitudes @, pueden, por
lo tanto, considerarse como nuevas coordenadas generalizadas, llamadas coor-
denadas normales (o principales), y las oscilaciones periddicas simples que
realizan se llaman oscilaciones normales del sistema.

1 El cardcter definido positivo de la forma cuadritica construida con los coeficientes kg es evi-
dente de su definicién en (23.2) para valores reales de las variables. Si se escriben las magnitudes
complejas en forma explicita a; + iby, se obtiene, haciendo uso de nuevo de la simetria de las ky:

SkiuA* Ax = Zku(ai—ibi) X (ax+ibx) = Skixatar+ Zkixbibr,

que es la suma de dos tormas definidas positivas.
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Las coordenadas normales 6, satisfacen, como consecuencia de su defi-
nicién, a las ecuaciones

0,+ w20, = 0. (23.11)

Esto significa que en coordenadas normales las ecuaciones del movimiento se
convierten en s ecuaciones independientes. La aceleracion de cada coordenada
normal sélo depende del valor de esta misma coordenada, y para determinar
completamente su dependencia con el tiempo, basta conocer los valores ini-
ciales de la coordenada y de la velocidad correspondiente. En otras palabras,
las oscilaciones normales del sistema son totalmente independientes.

De todo esto, resulta evidente que la lagrangiana expresada en coordenadas
normales es una suma de expresiones, cada una de las cuales corresponde a una
oscilacién lineal de frecuencia w,, es decir, toma la forma

L = S1m(0,2— ,20.2), (23.12)

donde las m, son constantes positivas. Matematicamente quiere decir que por
la transformacién (23.9) las dos formas cuadriticas, energia cinética (23.3) y
energia potencial (23.2), toman simultdneamente la forma diagonal.

Se escogen ordinariamente las coordenadas normales de manera que los
coeficientes de los cuadrados de las velocidades en la lagrangiana sean iguales
a un medio. Para ello basta definir unas nuevas coordenadas normales Q, por
las igualdades

0, = Vm,0,. (23.13)

Entonces,
L= % Z(Qaz_ wa2Qa2)'

La discusién anterior debe modificarse ligeramente en el caso en que la
ecuacion caracteristica tiene una o varias raices multiples. La forma general
(23.9), (23.10) de la integral de las ecuaciones de movimiento permanece in-
variable, con el mismo nimero s de términos, y la unica diferencia es que los
coeficientes A, correspondientes a las frecuencias multiples no son los me-
nores del determinante, que en este caso se anulan®.

A cada frecuencia multiple (también se dice degenerada) corresponde un
namero de coordenadas normales distintas igual al grado de degeneraci6n, pero
la eleccién de estas coordenadas no es tnica. Puesto que en la energia cinética
y en la energia potencial las coordenadas normales (de igual w,) entran en forma
de sumas X0 y ZQOj que se transforman de la misma manera, se las puede

' La imposibilidad de que en la integral general aparezcan al lado de los factores exponenciales
del tiempo, factores algebraicos, es evidente de las mismas consideraciones fisicas que excluyen la
existencia de «frecuencias» complejas: la presencia de tales factores violaria la ley de conservacién
de la energia.
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someter a cualquier transformacién lineal que deje invariante estas sumas de
cuadrados.

En las oscilaciones tridimensionales de una particula en un campo exterior
constante, la determinaciéon de las coordenadas normales es muy sencilla. To-
mando el origen de las coordenadas cartesianas en el punto en que la energia
potencial U(x, v, 2) es minima, se obtiene esta energia como una forma cuadra-
tica de las variables x, y, 2; la energia cinética

T = pm(s 432+ 22)

{(m es la masa de la particula) no depende de la orientacion de los ejes coordenados.
Por tanto, basta reducir, por una eleccidon conveniente de los ejes, la energia
potencial a una forma diagonal. Entonces

L = m(i2+52 + 22) — 3(kax® + Roy? + kgz?), (23.14)

y las oscilaciones normales tienen lugar a lo largo de los ejes x, y, 2, con fre-

w1 = 4/(k1/m), wz = 1/(ke/m), w3 = /(k3/m).

En el caso particular de un campo central (k; = k, = k3 = k, U = }kr?) estas
tres frecuencias coinciden (véase problema 3).

El uso de las coordenadas normales hace posible la reduccién del proble-
ma de oscilaciones forzadas de un sistema de varios grados de libertad a una ~
serie de problemas de oscilaciones forzadas lineales. Teniendo en cuenta la
accion de las fuerzas exteriores variables, la lagrangiana del sistema se escribe

L=1Ly+ sz(t)xk, (2315)
K

donde L; es la lagrangiana de las oscilaciones libres. Sustituyendo las coorde-
nadas x; por las coordenadas normales, se obtiene,

L =} 3(0.2~ 020+ 2 fu()Qur (23.16)
donde,
f) = %Fk(t)Alax/‘\/ﬁ;.

Las ecuaciones de movimiento son entonces,

Qp+ 0,20, = fo(0) (23.17)

y cada una sélo contiene una funcién incégnita Q,(t).
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PROBLEMAS

1. Determinar las oscilaciones de un sistema con dos grados de libertad cuya lagran-
giana es:

L = J(#2+59) —we(x2+y) + axy

(dos sistemas lineales idénticos de frecuencia propia w, acoplados por una interaccion
— axy).

Solucién: Las ecuaciones del movimiento son:

i+ wolx = ay, §+ wody = ax.

La sustitucién (23.6) da:
Ax(wo?~w?) = ady, Ay(we2—w?) = ad.. ()]

la ecuacidén caracteristica es: (w,> — w?)? = a® de donde,

wi? = wol—a, we? = wol+ta.
Para w = w, las ecuaciones (1) dan 4, = A4,, y para o = w,, A, = — A4,. Por lo tanto,

x = (Q1+09)/V2, y = (Q1—02)/V?2,

(los coeficientes 1/4/2 corresponden a la normalizacién de las coordenadas indicada en el
texto).
Para ¢ <€ w,® (acoplamiento débil) se tiene,

w1 & wo—3a, ws > wo+tia.

La variacion de x e y es, en este caso, la superposicion de dos oscilaciones de frecuencias
proximas, es decir, pulsaciones de frecuencia ws — w;, = a (véase § 22). En el instante
en que la amplitud de la coordenada x pasa por su méximo, la amplitud de y pasa por su
minimo y viceversa.

2. Determinar las pequefias oscilaciones de un péndulo doble coplanario (fig. 1).

Solucion: Para pequefias oscilaciones (¢; <€ 1, ¢, < 1) la lagrangiana hallada en el
problema 1, § 5 toma la forma

L = }(m1+mao)li?%12 + 3molade? + malilod1ds — (m1 +me)glis® — dmaglogs?.

Las ecuaciones del movimiento son:
(my1+me)l 1 +malade+(m1+ma)gds = 0, hé1+lde+gde = 0.

De la sustitucion de (23.6):

Ar(my+mo)(g—how?) —Aee?mels = 0, —Aihe?+As(g—law?) = 0.

Las raices de la ecuacién caracteristica son:

g

3 {(m1+ma)(li +1I2) £ V/(mmy +m2)y/[(m1 +ma)(ly +12)2 — 4mililz]).
milils

wy,9? =
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Cuando m, — o, las frecuencias tienden hacia los limites +/(g//;) vy v/(g/l:) que corres-
ponden a las oscilaciones independientes de los dos péndulos.

3. Encontrar la trayectoria de una particula en un campo central U = }kr? (oscilador
espacial ).

Solucion: Como en todo campo central, el movimiento se efectia en un plano. Sea x, y
este plano. La variacién de cada coordenada x, y es una oscilacién simple con la misma
frecuencia w = +/ (k/m):

x =a cos(wt+a), ¥y =>5 cos(wt+p),

x=a cos ¢, y =>4 cos(¢p+8) = b cos cos $—bsenSseng,

donde se ha hecho ¢ = wt + a, 6 = f — a. Despejando de aqui cos ¢ y sen ¢ y formando
la suma de los cuadrados, se obtiene la ecuacién de la trayectoria:

X2y 2xy
— 4 <— — — cos 3 =sen?d.

a? b2 ab
Es una elipse con su centro en el origen de coordenadas'. Para 6 = 0 6 =z, la trayectoria
degenera en un segmento de recta.

§ 24. Vibraciones de las moléculas

Si tenemos un sistema de particulas interactuantes que no se encuentran en
un campo exterior, no todos sus grados de libertad se refieren a las oscilaciones.
Un ejemplo tipico de tales sistemas es el de las moléculas. Ademads de los movi-
mientos constituidos por las oscilaciones de los atomos alrededor de sus posicio-
nes de equilibrio en el interior de la molécula, ésta, en conjunto, puede realizar
movimientos de traslacién y de rotacion.

Al movimiento de traslacién corresponden tres grados de libertad, y, en
general, el mismo niimerc para la rotacién, de modo que de los 3n grados de
libertad de una molécula de n dtomos, 3n — 6 corresponden a vibraciones.
Una excepcién es la de las moléculas cuyos dtomos estdn alineados, para los
cuales hay sélo dos grados de libertad de rotacién (ya que la rotacién alrededor
de la linea de itomos no tiene sentido), y por lo tanto hay 3n — 5 grados de
libertad vibratorios.

Para resolver el problema mecdnico de las vibraciones de una molécula, es
conveniente excluir desde el principio los grados de libertad correspondientes
a los movimientos de traslacién y de rotacién. Para eliminar el movimiento de
traslacién, hace falta igualar a cero el impetu total de la molécula. Puesto que
esta condicién implica que el centro de masa de la molécula esté en reposo,
puede expresarse escribiendo que las tres coordenadas del centro de masa son
constantes. Poniendo r, = 1, + U,, donde ry es el radio vector de la posicién

1 El hecho de que la trayectoria en un campo con energia potencial U = }kr* es una curva ce-
rrada, ha sido ya mencionado en § 14.
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de equilibrio del 4tomo a, y u, su separaciéon de esta posicion, se tiene la con-
dicion

Xmary = cte = LmgTao
o bien,

S maug = 0. (24.1)

Para eliminar la rotacién de la molécula, hace falta anular su momento an-
gular total. Como el momento angular no es la derivada total con respecto al
tiempo de una funcién de las coordenadas, la condicién de que se anule no
puede expresarse en general haciendo que una tal funcién sea igual a cero. Sin
embargo, en el caso de pequenas oscilaciones, puede hacerse. En efecto, escri-
biendo de nuevo r, = r;,, + u, vy despreciando los infinitésimos de segundo
orden en los desplazamientos u,, se puede escribir el momento angular de la
molécula de la siguiente forma:

M= Zm,,,ra XVg Zmarao xu, = (d/d?) Z Ma¥ao X Ug.
Por tanto, la condicién de que se anule es, con la misma aproximacion,

Z Mmatao X g = 0, (24.2)

pudiendo escogerse arbitrariamente el origen de coordenadas.

Las vibraciones normales de la molécula pueden clasificarse segin el mo-
vimiento correspondiente de los dtomos, en virtud de consideraciones ligadas
a la simetria de las posiciones de equilibrio de los 4tomos en la molécula. Hay
un método general de hacerlo, basado en el uso de la teoria de grupos, que ser4
expuesto en otro volumen de este curso'. Aqui consideraremos solamente al-
gunos ejemplos elementales.

Si los n 4tomos de la molécula estdn situados en un mismo plano, se pueden
distinguir las oscilaciones normales en que los 4tomos permanecen en el plano,
de aquellas en las que los dtomos salen del plano. El ntimero de unas y otras
se determina facilmente. Puesto que para el movimiento en un plano hay 2#x
grados de libertad, de los cuales dos son de traslacién y uno de rotacién, el
nimero de vibraciones normales que dejan los 4tomos en su plano es 2n — 3.
Los (3n —6) — (2n — 3) = n — 3 grados de libertad vibratorios restantes
corresponden a las oscilaciones en las que los 4tomos salen de su plano.

En el caso de una molécula lineal, se pueden distinguir las vibraciones lon-
gitudinales que mantienen la forma lineal de la molécula, de las vibraciones
que separan los atomos de la recta. Puesto que al movimiento de n particulas
en una recta corresponden n grados de libertad, de los cuales uno es de tras-
lacion, el nimero de vibraciones que dejan los 4tomos en la recta es n — 1.
Como el namero de grados de libertad vibratorios de una molécula lineal es
3n — 5, se tendrdn 2n — 4 vibraciones en las que los 4tomos saldran de la recta.
Sin embargo, a estas 2n — 4 vibraciones solamente corresponden n — 2 fre-

! Véase vol. 111, Mecdnica cudntica, cap. XII.
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cuencias distintas, ya que cada vibracién puede efectuarse en dos planos per-
pendiculares (que pasan por el eje de la molécula); es evidente por simetria
que cada par de vibraciones normales asi obtenidas tienen la misma frecuencia.

PROBLEMAS

1. Determinar la frecuencia de las vibraciones de una molécula simétrica lineal tri-
atéomica ABA (fig. 28). Se supone que la energia potencial de la molécula depende sola-
mente de las distancias AB y BA y del dngulo ABA.

— (o)

> (b)
L t l ()

Fic. 28

Solucién: Los desplazamientos longitudinales x;, x., x5 de los 4tomos estdn relacionados,
segun (24.1) por

ma(x1+x3)+mpxs = 0.

Con la ayuda de esta ecuacién, eliminamos x, de la lagrangiana del movimiento longitu-
dinal de la molécula

L = ima(s12+532) +3mpie? —3k1[(x1—x2)2 + (x3—x2)2],
y utilizando las nuevas coordenadas
Qo = x1+x3, Qs = x1—x3.

obtenemos,
kyu?
4mp?

uma

L=
4mp

. . k
Qe+ '%ansz - Qa?— 71982,

(u = 2m4 + mg masa de la molécula). Es evidente que Q, y O son coordenadas normales
(todavia no normalizadas). La coordenada Q, corresponde a una vibracién antisimétrica
alrededor del centro de la molécula (x; = xs; fig. 28, a) v de frecuencia

we = A/ (kip/mamp).

La coordenada Q, corresponde a una vibracién simétrica (x; = — x3; fig. 28, b) de fre-
cuencia

ws1 = 4/ (kl/MA).

Los desplazamientos transversales de los dtomos yi, ¥, ¥3 estdn relacionados, segin
(24.1) y (24.2) por

ma(y1+y2)+mpy2 = 0,y1 = y3
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(vibraciones simétricas de curvatura de la molécula; fig. 28, c). Sea }k.[*# la energia po-
tencial de curvatura de la molécula, donde 6 es la desviacién del dngulo ABA con respecto
a m; su expresion en funcion de los desplazamientos es

8= [(y1—y2)+(y3—y2)1/L.

Expresando y,, ¥z, y3 en funcién de 4, se obtiene la lagrangiana del movimiento transversal
de la molécula
L = }ma(912+53%) +impyo? — }kel282
mamgp

= —= 282 }R,l282,
4u

de donde la frecuencia
wsz = v/ (2kap/mamg).

2. El mismo problema para una molécula ABA de forma triangular (fig. 29).

F1c. 29

Solucién: Segun (24.1) y (24.2) las componentes x e y de los desplazamientos u de los
dtomos estdn relacionados por

m a(x1-+x3)+mpxz = 0,
ma(y1+ys)+mpy2 = 0,
(y1—y3)sen & —(x1+x3) cos « = 0.

Las variaciones 8/, y 4/, en las distancias AB y BA se obtienen proyectando los vectores
u; — U, y U3 — U, sobre las rectas AB y BA:

81 = (x1—~x2) sen a+(y1—y2) cos a,
8la = —(x3—x3) sen a+(y3—yz2) cos a.

www.FreeLibros.me



PEQUENAS OSCILACIONES 89

La variacion del dngulo ABA se obtiene proyectando los mismos vectores sobre las direc-
ciones perpendiculares a los segmentos AB y BA:

3= %[(aq—-xz) cos a—(y1—y2) sena]-i—%[—(xs—xz) cos a—(y3—yz) senal.
La lagrangiana de la molécula es:
L = ¥ma(i,®+05?) + dmpiae? — bka(S12 + 8ls2) — phol282.
Introducimos las nuevas coordenadas
Qs = x1+x3, gs1 = x1—x3, gsz2 = y1+ys.

Las componentes de los vectores u se expresan en funcién de estas coordenadas por

= }(Qa+gs1), ¥3 = HQa—gs1), ¥2 = —maQa/ma,

= Hgs2+Qactg ), y3 = Hgsa—Qactga), y2 = —mages/ms.

La lagrangiana obtenida es:

2
= ima (—ﬂ + 2 )Qa2 +%mch12+ qszz
sen“ao
2
s L )(1+ 2mAsenza)—
mp sen2a mp

2
—4gs12(k1senZa+2ks cos2u) —éqwz’:—z(kl cos?a+2kssena) 4
B

+qnqsz-"—(2kz—-k1) sen a cos .
2mp

Esta relaciéon muestra que la coordenada Q, corresponde a una vibracién normal antisi-
métrica, alrededor del eje ¥ (x; = x3; y, = — 3; fig. 29. a), con frecuencia

SN AT

Las coordenadas ¢, y ¢, corresponden a un conjunto de dos vibraciones simétricas
alrededor del eje y (¥, = — x5, 1 = ys; fig. 29,5 y ¢) cuyas frecuencias w1 ¥ wse estin
definidas como las raices de la ecuacién caracteristica de segundo grado respecto a w®:

k 2
w4—-w2[ 1 ( 14 2ma cosZa ) + 2k (1 + 2ma senza)] phiks = 0.

ma mp ma mg ma’mp

Cuando 2a = 7, estas tres frecuencias coinciden con las deducidas en el problema 1.

3. El mismo problema para una molécula lineal asimétrica ABC (fig. 30).

3 b 2 Y4 1
c 8 A
Fic. 30
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Solucién: Los desplazamientos longitudinales (x) y los transversales (y) estin ligados
por las relaciones

max1+mpxe+mexs = 0, may1+mpyz+mcys = 0,
malhiyr = mclays.

La energia potencial de extensién y de curvatura puede escribirse en la forma
$Ri(811)2 4 Lky'(8l2)2 + SRel28?,

(21 = I, + L). Célculos andlogos a los del problema 1 dan,

kal2 ( 52 Ig? 412)
wye —

h2e? \ mc ma mp

para la frecuencia de las vibraciones transversales, y la ecuacién de segundo grado (en ?)

w4—w2[k1(—1— + _1_) +k1'(i + _1_)] + L 0

ma mp mpg mce. mampmc

para las frecuencias w;; v w2 de las vibraciones longitudinales.

§ 25. Oscilaciones amortiguadas

Hasta aqui hemos supuesto que el movimiento tenia lugar en el vacio o que
la influencia del medio en el movimiento era despreciable. En realidad, cuando
un cuerpo se mueve en un medio, éste ofrece una resistencia que tiende a retar-
dar el movimiento. La energia del cuerpo que se mueve se disipa finalmente,
convirtiéndose en calor.

En estas condiciones, el movimiento no es ya un proceso puramente mecénico,
v su estudio exige que se tenga en cuenta el movimiento del medio y el estado
térmico interno del medio asi como el del cuerpo. Observemos que, en general,
no se puede asegurar que la aceleracién del cuerpo en movimiento sea solamente
una funcién de sus coordenadas y de su velocidad en el instante considerado;
es decir, no hay ecuaciones del movimiento en el sentido mecénico. Asi, el pro-
blema de un cuerpo que se mueve en un medio no es un problema de Mecanica.

Sin embargo, existe una cierta clase de casos en los que el movimiento en
un medio puede describirse aproximadamente con la ayuda de las ecuaciones
mecanicas del movimiento, introduciendo en ellas ciertos términos adicionales.
Entre tales casos se incluye el de oscilaciones de frecuencias pequefias compa-
radas con las frecuencias de los procesos disipativos del medio. Cuando se cum-
ple esta condicién, se puede considerar que el cuerpo estd sometido a la accion
de una «fuerza de rozamiento» que depende solamente (para un medio homo-
géneo dado) de su velocidad.

Se puede ademds desarrollar la fuerza de rozamiento en potencias de la
velocidad si ésta es suficientemente pequefia. El término de orden cero del
desarrollo es nulo, ya que ninguna fuerza de rozamiento actia sobre un cuerpo
en reposo, v asi, el primer término que no se anula es proporcional a la velo-
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cidad. Entonces la fuerza de rozamiento generalizada f, que actia sobre un
sistema que realiza pequefias oscilaciones lineales puede escribirse

fr=—ok

donde x es la coordenada generalizada y a un coeficiente positivo; el signo
menos indica que la fuerza actda en sentido opuesto al de la velocidad. Afa-
diendo esta fuerza al segundo miembro de la ecuacién del movimiento obte-
nemos [véase (21.4)]:

mi = —kx—ox. (25.1)

Dividimos esta expresion por m y hacemos
kim = wo?, a/m = 2); (25.2)
wo es la frecuencia de las oscilaciones libres del sistema en ausencia de roza-

miento y 4 se llama coeficiente de amortiguamiento (o decremento)!
Se tiene, pues, la ecuacién,

#4200 + wlx = 0. (25.3)

Siguiendo las reglas generales de resolucién de ecuaciones lineales con coefi-
cientes constantes, hacemos x = exp(rf) y se obtiene para r la ecuaciéon carac-
teristica

24+ 227+ we? = 0,

112 = —/\i 1/()\2——(,002).

La solucién general de la ecuacion (25.3) es:

de donde,

x = ¢ exp(rit) + c2 exp(rat).

Conviene distinguir dos casos. Si 4 < wy, se tienen para » dos valores com-
plejos conjugados. La solucién general de la ecuaciéon del movimiento puede
entonces escribirse,

x = re{A4 exp[— At + i/ (w2 — A2)t]},

siendo 4 una constante compleja arbitraria. Se puede escribir también,
x = a exp(—At) ces(wt +a), w = y/(we2— M) (25.4)

donde a v o son constantes reales. El movimiento descrito por estas férmulas
constituye las oscilaciones amortiguadas. Una oscilacion amortiguada puede
considerarse como una oscilacién arménica cuya amplitud decrece exponen-
cialmente. La rapidez de disminucién de la amplitud estd determinada por el
exponente . y la «frecuencia» w es menor que la de las oscilaciones libres en
ausencia de rozamiento; si 1 <€ o, la diferencia entre w v wo es un infinitésimo

* El producto sin dimensiones A7 (donde T = 2x/ w es el periodo) se llama decremento logaritmico
de amortiguamiento.
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de segundo orden. A priori era de esperar esta disminucién de la frecuencia
como resultado del rozamiento, ya que éste retarda el movimiento.

Si i <€ wy, la amplitud de la oscilacién amortiguada casi no varia en el curso
de un periodo 27/w. En este caso, es significativo considerar el valor medio (en
un periodo) de los cuadrados de las coordenadas y velocidades, despreciando,
al tomar este valor medio, la variacién del factor exp(— At). Estos valores medios
de los cuadrados son evidentemente proporcionales a exp(— 2 4t). Por lo tanto,
la energia media del sistema disminuye segian

E = Ey exp(—2X), (25.5)

donde E, es el valor inicial.
Sea ahora 1 > w,. Entonces los dos valores de » son reales y negativos. La
forma general de la solucién es:

x = c1 exp{— [A— /(R — we?)]t} + cz exp{ — [A+ /(A2 — wo?)]#}.  (25.6)

Se ve en este caso, que se presenta si el rozamiento es suficientemente grande, que
el movimiento consiste en una disminucién monétona de x, que tiende asint4-
ticamente (cuando £ — o) a la posicidon de equilibrio (sin oscilacién). Este tipo
de movimiento se llama amortiguado aperiédico.

Finalmente, en el caso particular en que 4 = wg, la ecuacidn caracteristica
tiene una raiz doble r = — 1. La solucién general de la ecuacién diferencial es
entonces,

x = (c1+cat) exp(—Af). (25.7)

Este es un caso especial del amortiguamiento aperiddico.
Para un sistema de varios grados de libertad, las fuerzas de rozamiento ge-
neralizadas correspondientes a las coordenadas x; son funciones lineales de las

velocidades
fri= — > dixi. (25.8)
&

Con argumentos puramente mecdnicos no se puede llegar a conclusiones en
cuanto a las propiedades de simetria de los coeficientes a; con respecto a los
indices { y k. Pero los métodos de fisica estadistica’ permiten demostrar que en
todos los casos

Kig = Olki. (259)
Por tanto, las expresiones (25.8) pueden escribirse como las derivadas
fri = —0F[0%; (25.10)
de la forma cuadritica
F = %— Zaikai'iaék, (2511)
ik

que se llama funcién disipativa.

! Véase vol. V, Fisica estadistica, § 123.
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Las fuerzas (25.10) deben afnadirse al segundo miembro de las ecuaciones
de Lagrange

d (EL\, oL oF 25 12
dt \os)  ox oy (25.12)

La funcién disipativa posee por si misma un importante significado fisico:
determina la intensidad de la disipacién de energia en el sistema.

Puede verificarse facilmente calculando la derivada con respecto al tiempo
de la energia mecédnica del sistema. Se tiene

dE_d g oL
@~ w2

2 d oL oL
dz | oxy 0x;

t
oF
—in-?.
A

Puesto que F es una funcién cuadritica de las velocidades, el teorema de Euler
para las funciones homogéneas muestra que la suma del segundo miembro es
igual a 2F. Asi,

]

dEjdt = —2F, (25.13)

es decir, que la velocidad de variacién de la energia del sistema es igual al doble
del valor de la funcién disipativa. Como el proceso de disipacién lleva consigo
una pérdida de energia, se tiene siempre F > 0, es decir, que la forma cuadri-
tica (25.11) es esencialmente positiva.

Las ecuaciones de pequefias oscilaciones con rozamiento se obtienen ana-
diendo las fuerzas (25.8) al segundo miembro de las ecuaciones (23.5):

Zmikﬁk'k zkikxk = — Zaikxk. (25.14)
k k k

Haciendo en estas ecuaciones:

xx = Ar exp(rt),

se obtiene, dividiendo todo por exp(rt), el siguiente sistema de ecuaciones alge-
braicas lineales para las constantes A,:

> (myr® + gy + ki) A, = 0. (25.15)
x
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Igualando a cero el determinante de este sistema, encontramos la ecuacién ca-
racteristica, que determina los posibles valores de 7:

Imikrz + otix? + kilcl = 0. (25.16)

Es una ecuacién en r de grado 2s. Como todos sus coeficientes son reales, sus
raices son o bien reales, o pares de complejas conjugadas. Las raices reales deben
ser negativas, v las raices complejas deben tener la parte real negativa, ya que
de otro modo las coordenadas, las velocidades y la energia del sistema aumen-
tarian exponencialmente con el tiempo, mientras que las fuerzas disipativas
conducen a una disminucion de la energia.

§ 26. Oscilaciones forzadas con rozamiento

El estudio de las oscilaciones forzadas con rozamiento es enteramente ana-
logo al de las oscilaciones sin rozamiento (ver § 22). Consideremos aqui con
detalle el caso particularmente interesante en que la fuerza que provoca las
oscilaciones forzadas es periddica.

Anadiendo al segundo miembro de la ecuacién (25.1) la fuerza exterior
f cos yt y dividiendo por m, se obtiene la ecuacién de movimiento siguiente:

4205+ wox = (f|m) cos yt. (26.1)
Conviene resolver esta ecuacién en forma compleja; sustituyamos en el
segundo miembro cos pf por exp(iyt)
E+ 2054 wo?x = ( f/m) exp(iy?).
Sea x = B exp(iyt) una integral particular; se obtiene para B:
B = fim(wo®—y2+ 2idy). (26.2)
Escribiendo B = b exp(id), resulta para by 6:

b= fimy/[(w?— 2+ 4032, g8 = Dy/(yP—we?).  (26.3)

Tomando la parte real de la exptesion B exp(iyt) = b exp[Gyt + )], se obtiene
una integral particular de la ecuacion (26.1); afiadiéndole la solucién general
de la ecuacién sin segundo miembro (que escribimos, para fijar ideas, en el
caso wy > 1), se tiene finalmente

x = a exp(—At) cos(wt+a)+b cos(yt+8). (26.4)

El primer término disminuye exponencialmente con el tiempo, de modo
que al cabo de un intervalo de tiempo suficientemente grande, sélo queda el
segundo término

x = b cos(yt+9). (26.5)

La expresién (26.3), que da la amplitud de la oscilacién forzada aumenta
cuando y se acerca a wy, pero no tiende a infinito como en el caso de la reso-
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nancia en ausencia de rozamiento. Para una amplitud dada de la fuerza f, la
amplitud de las oscilaciones es mdxima cuando ¥ = v we® — 2% si A << wy,
este valor sélo difiere de w, en un infinitésimo de segundo orden.

Consideremos las proximidades de la resonancia. Hagamos y = wy + €
siendo € pequenio; supongamos también que 2 <€ w,. Se puede entonces escribir
aproximadamente en (26.2):

y2—wo? = (y+wo)(y—wo) X 2woe, 2idy & 2wy,

de modo que

B = —f/2m(e—iN)wo (26.6)

b = f2mwp/(E428),  tgd = Me. (26.7)

Observemos el caricter particular de la variacién de la diferencia de fase
entre la oscilacién del sistema y la fuerza exterior cuando la frecuencia de esta
dltima varia. Esta diferencia de fase es siempre negativa, es decir, que la osci-
lacién «retrasa» con respecto a la fuerza exterior. Lejos de la resonancia, para
valores de y < w,, 6 tiende a cero, y para los valores y > w,, hacia — z. La
variacién de 9§ de cero a — x tiene lugar en un estrecho dominio de frecuencias
(de ancho =~ 1), préximas a w,; para y = w, la diferencia de fase pasa por el
valor — }z. En ausencia de rozamiento, la fase de la oscilacién forzada varia
discontinuamente en x para y = w, [el segundo miembro de (22.4) cambia
de signo]; cuando existe rozamiento, la discontinuidad se «suaviza».

En el movimiento estacionario, cuando el sistema ejecuta oscilaciones for-
zadas (26.5), su energia permanece invariable. El sistema absorbe continua-
mente energia (a expensas de la fuente de la fuerza exterior), energia que se
disipa a causa del rozamiento.

Sea I(y) el valor medio de la energia absorbida por unidad de tiempo, que
depende de la frecuencia de la fuerza exterior. De (25.13) se tiene,

I(y) = 2F,

donde F es el valor medio (en un periodo de oscilacién) de la funcién disipativa.
Para un movimiento lineal, la expresion (25.11) de la funcién disipativa se
reduce a F = }ax? = Jmx®. Sustituyendo (26.5) se obtiene:

F = dmb2y2sen®(yt +9).
El valor medio en el tiempo del cuadrado del seno es &, de modo que
I(y) = dmb2y2. (26.8)

En las proximidades de la resonancia, sustituyendo de (26.7) la amplitud
de la oscilacion, se tiene,

I(€) = f2\dm(e2+22). (26.9)
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Esta dependencia de la absorcién de energia con la frecuencia se llama dispersién.
La semianchura de la curva de resonancia (fig. 31) es el valor de |e| para el cual
I(¢€) es igual a la mitad de su valor maximo (que tiene lugar para e = 0). Es evi-

7o)
|

Fi1c. 31

dente, de (26.9), que en el caso presente esta semianchura coincide con el coe-
ficiente de amortiguamiento 1. La altura del maximo

10) = f2/4m,

es inversamente proporcional a A. Entonces, cuando el coeficiente de amorti-
guamiento decrece, la curva de resonancia se hace mds estrecha y mads alta, es
decir, su mdximo resulta mas agudo. Pero el drea encerrada por la curva de
resonancia permanece invariable.

Este drea viene dada por la integral

[ 1) dy = | 1e) de.
0 —u,

Puesto que I(e) decrece riapidamente cuando |e| aumenta, de modo que la
region de los |e| grandes no tiene importancia, el limite inferior puede susti-
tuirse por — o y escribir I(¢) en la forma (26.9). Se tiene entonces

fo 1(e) de =-f—;f de _ (26.10)

e€+22  4m
0
PROBLEMA

Determinar las oscilaciones forzadas debidas a una fuerza exterior f = foexp(at) cos yt
en presencia de rozamiento.

Solucién: Resolvemos la ecuacién de movimiento en forma compleja
%+21%+ wox = (fo/m) exp(at+iyt)
y tomamos la parte real de la solucién. Se obtiene como resultado

x = b exp(at) cos(yt+3),
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donde,

b = fo/m/ [(wo?+ a2 —y242a0)2 +49%(a$2)2],
tg 8§ = —2y(a+A)/(we—y2+a2+2al).

§ 27. Resonancia paramétrica

Existen sistemas oscilantes que no son cerrados, en los cuales el resul-
tado de la accidn exterior se reduce a una variacién en el tiempo de los pari-
metros del sistema'.

Los parametros de un sistemna lineal son los coeficientes m y k de la lagran-
giana (21.3); si éstos son funciones del tiempo, la ecuacién del movimiento es:

%(mx)+kx = 0. 27.1)

Sustituimos ¢ por una nueva variable independiente 7 tal que dr = d#/m(z); la
ecuacién toma la forma

d2x/dr® + mkx = 0.

Por tanto, y sin perder generalidad el razonamiento, basta considerar la ecuacién
de movimiento

d2x/d2+ w?(t)x = 0 (27.2)

que se obtendria de (27.1) haciendo m = cte.

La forma de la funcién o(t) estd dada por las condiciones del problema;
supongamos esta funcién periodica de frecuencia y (y periodo T = 2x/y). Esto
significa que

o(t+T) = w(t),

y, por tanto, toda ecuacién del tipo (27.2) es invariante con respecto a la trans-
formacién t — t + T. Luego si x(t) es una solucién de la ecuacién, la funcién
x(t + T) es también una solucion. Esto es, si x:(f) v x:(¢) son dos integrales
independientes de la ecuacién (27.2), deben transformarse en combinacién
lineal de ellas mismas cuando se sustituye ¢ por ¢t + T. Es posible escoger x,
y x» de modo tal que, cuando se remplaza ¢ por t + T, queden simplemente
multiplicadas por un factor constante®:

x1(t+T) = paxa(t), xe(t+ T) = paxa(t).
La forma mas general de las funciones que tienen esta propiedad es:
#i(t) = ptTIN(,  o(t) = pot/TTIa(d) (27.3)

! Un ejemplo sencillo es el de un péndulo cuyo punto de suspensién efectia un movimiento
periédico dado en una direccidn vertical (véase problema 3).
2 Se supone aqui que las constantes u; y p» no coinciden.
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donde [7,(¢) v II:(¢) son funciones puramente periddicas del tiempo (de pe-
riodo T).

Las constantes u; v u» en estas funciones deben estar ligadas por una cierta
relacién. En efecto, multiplicando las ecuaciones

&1+ w2(t)x; = 0, Fo+w?(t)xe = 0

respectivamente por X; v x;, y restandolas miembro a miembro, se tiene

F1x0 — Foxxy = d(drwe —xpde)dt = 0,

X1X9 — X1X9 = cte (27.4)

Pero para cualquier funcién x,(¢) v x2(t) del tipo (27.3), el primer miembro de
esta igualdad estd multiplicado por w;u, cuando se sustituye ¢ por t + T. Por
tanto, es evidente que para que la igualdad (27.4) se satisfaga en todos los casos,
hace falta que

ppe = 1. (27.5)

Pueden obtenerse otras conclusiones acerca de las constantes u; y us par-
tiendo del hecho de que los coeficientes de la ecuacién (27.2) son reales. Si x(¢)
es una integral de esta ecuacién, la funcién compleja conjugada x*(¢) debe ser
también una integral. Esto conduce a que las constantes u;, u, deben coincidir
con m*, us*, es decir, que, o bien u; = w.*, o bien y; y u. son reales. En el pri-
mer caso, teniendo en cuenta (27.5), resulta p; = 1/ *, es decir, |, |2 = | =1;
los médulos de las constantes u; y y, son iguales a la unidad.

En el segundo caso, las dos integrales independientes de la ecuacién (27.2)
son de la forma

() = W), () = ptTIIy(), (27.6)

donde u es un numero real positivo o negativo distinto de la unidad. Una de
estas funciones (la primera o la segunda, segiin que |u| > 1 6 |u| < 1) crece
exponencialmente con el tiempo. Esto significa que el estado de reposo del
sistema (en la posicién de equilibrio x = 0) es inestable: bastard una separacién
de esta posicién por pequefia que sea para provocar un desplazamiento x rapi-
damente creciente con el tiempo. Este fenémeno se llama resonancia paramétrica.

Debe observarse que si los valores iniciales de x y x son exactamente nulos,
permaneceran nulos, lo que no ocurre en la resonancia ordinaria (§ 22), en que
el desplazamiento crece con el tiempo (proporcionalmente a t) aun si el valor
inicial es igual a cero.

Determinemos las condiciones en que aparece la resonancia paramétrica en
el caso importante de que la funcion w(t) difiere poco de un valor constante
y es una funcién periédica simple

w?(t) = wo(1+h cos yt), (27.7)
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donde la constante # << 1 (consideraremos A positivo, lo que siempre puede
obtenerse con una eleccién conveniente del origen de tiempos). Como se vera
mis adelante, la resonancia paramétrica tiene una intensidad maéxima cuando
la frecuencia de la funcién w(t) es aproximadamente el doble de la frecuencia wy.
Hagamos, pues,

y = 2wo+e,

donde € <€ w,.
Buscamos la solucién de la ecuacién del movimiento!

#+ w[1 +h cos(2wp+ €)t]x = 0 (27.8)
de la forma,
x = a(t) cos(wo+}e)t+ b(t)sen(wo + e)t, (27.9)

donde a(?) y b(t) son funciones del tiempo que varian lentamente en compa-
racién con los factores trigonométricos. Esta forma de solucién, evidentemente,
no es exacta. En realidad, la funcién x(¢) contiene también términos con fre-
cuencias que difieren de w, + e en un multiplo entero de 2w, + ¢; sin embargo,
estos términos son infinitésimos de orden superior con respecto a h, y se pueden
despreciar en una primera aproximacion (véase problema 1).

Sustituyamos (27.9) en (27.8) y efectuemos los cdlculos no conservando mas
que los términos de primer orden en e. Supongamos que d ~ ea, b ~ eb (la
validez de esta hipétesis en las condiciones de resonancia serd confirmada por
el resultado). Los productos de factores trigonométricos se sustituyen por sumas,

cos(wp+%e)t . cos(2wo + €)t = % cos 3(wo+ Le)t+1 cos(wo+1e)e,

etcétera, y de acuerdo con lo que se dijo anteriormente se omiten los términos
de frecuencias 3(w, + %¢). Finalmente se obtiene

—(2a+ be + thwob)wosen(wo + Fe)t + (Zb — ae+ Yhawpa)wy cos(wo+1e)t = 0.

Esta igualdad es vélida a condicién de que los coeficientes de cada uno de los
factores seno y coseno se anulen simultdneamente. Se obtiene entonces un
sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales para las funciones a(t) y b(?).
Siguiendo la regla general, buscamos una solucién proporcional a exp(st). En-
tonces,

sa+ e+ 3hwo)b = 0, (e —thwo)a—sb = 0,

y para que puedan resolverse simultdneamente estas dos ecuaciones algebraicas
es preciso que:

2 = }(Shwo)2— e2]. (27.10)

1 Una ecuacién de este tipo (con y y k arbitrarios) se llama en fisica matemdtica ecuacién de
Mathieu.
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La condicién de resonancia paramétrica es que s sea real (o sea, s > 0).
Asi, la resonancia paramétrica tiene lugar en el intervalo

—3hawo < € < 3hap (27.11)

a ambos lados de la frecuencia 2w,®. El ancho de este intervalo es proporcional
a h, v los valores del coeficiente de amplificacion s en el intervalo son también
del orden de 4.

La resonancia paramétrica también ocurre cuando la frecuencia y de varia-
ci6n del pardmetro del sistema es préxima a valores tales como 2wy/n, donde n
es un ndmero entero cualquiera. Sin embargo, el ancho de la regién de reso-
nancia (region de inestabilidad) disminuye rdpidamente, como h», al aumentar n
(véase problema 2). El valor del coeficiente de amplificacién de las oscilaciones
también disminuye.

El fenémeno de resonancia paramétrica se mantiene en presencia de un
débil rozamiento en el sistema, pero la regidon de inestabilidad se estrecha un
poco. Como se ha visto en § 25, el rozamiento lleva consigo un amortiguamiento
de la amplitud de las oscilaciones segin la ley exp(— At). Por lo tanto, la amplifi-
cacion de las oscilaciones en la resonancia paramétrica es como exp[(s — A)t], con
el signo de s positivo, dado por la solucién del problema sin rozamiento, y el
limite de la region de inestabilidad estd determinado por la ecuaciéon s — 4 = 0.
Asi, despejando s de (27.10), se obtiene para la regién de resonancia, en lugar

de 27.11),
—V[Fhwo2—4X] < € < 1/[Ghwo)t— 42]. (27.12)

Observemos que la resonancia no es posible para una amplitud % arbitra-
riamente pequefia, sino solamente para amplitud superior a un determinado
valor «umbral» 4, que en el caso de (27.12) es igual a

i = 4)wo.

Puede demostrarse que para resonancias en las proximidades de las frecuen-
cias 2ox/n, el valor umbral A, es proporcional a 1'/", es decir, crece con 7.

PROBLEMAS

1. Obtener una expresién aproximada hasta los términos en 4* de los limites de la
regién de inestabilidad para una resonancia en las proximidades de y = 2w,.

Solucién: Busquemos una solucién de la ecuacién (27.8) del tipo

x = ao cos(wo+3e)t+bosen(wo+34e)t+a1 cos 3(wo+4e)t+b1 sen 3(wo+de)t,

' La constante u en (27.6) estd ligada a s por la relacién u = — exp(sn/w,); cuando se sustituye ¢
por t + T, el seno y el coseno en (27.9) cambian de signo.

? Si interesan solamente los limites de la regién de resonancia (y no los valores de s en ella) pueden
simplificarse los cilculos observando que en estos limites s = 0, es decir, que los coeficientes a y b
en (27.9) son constantes; esto da inmediatamente los valores ¢ = 4 }hw, correspondientes a los limi-
tes de la regién (27.11).
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que incluye términos en # de un orden mayor que (27.9). Puesto que sélo interesan los
limites de la regién de inestabilidad, consideraremos los coeficientes aq, by, a1, by como
constantes de acuerdo con la wltima nota al pie del § 27. Sustituimos en (27.8), convir-
tiendo los productos trigonométricos en sumas y omitiendo los términos de frecuencias
S(wo + %€) que no se necesitan para esta aproximacién. El resultado es:

[ —ao( woe +4e2) +thwolao+ hwo?ar] cos(wo+3e)t+
+ [ —bo( woe +3}e2) —thwolbo+4h wo?b1]sen(wo+1e)t+
+ [3h woao—8 wo2a1] cos 3(wo+3ie)t+
4 [$hwobo —8 wo2b1] sen 3(wo+4€)t = 0.

En los términos de frecuencia wy, + 3¢ hemos conservado los infinitésimos de primero y
segundo orden, y en los términos de frecuencia 3(wo + }¢) solamente los de primer orden.
Las expresiones entre corchetes deben anularse independientemente; las dos tGltimas dan:

a1 = haof16, b1 = hbo/16,
y las dos primeras
woe + $hwo? 12 —h2we?/32 = 0.

Resolviendo esta ecuacién aproximando hasta términos del orden A%, se obtienen los
valores limites de e buscados:

€ = *thwo—h2wo/32.

2. Determinar los limites de la regién de inestabilidad para una resonancia en las
proximidades de y = wp.

Solucién: Haciendo y = wy + ¢, se obtiene la ecuacién del movimiento
%4 wo2[1+1 cos(wo+e)t]x= 0.

Puesto que los valores de los limites pedidos son del orden de A*(e ~ A*), buscamos una
solucién del tipo,

x = ao cos(wo+e€)t+bosen(wo+e)t+a1 cos 2(wo+e)t+b sen2(wo+e)t+c1,

que incluye términos de los dos primeros 6rdenes. Para determinar los limites de la regién
de inestabilidad, consideramos otra vez los coeficientes como constantes, y se obtiene

[ =2 woeao+3hwo?ar+hwo?c1] cos(wo+€)t+
+[—2woebo+ 3k wo?b11sen(wo+€)t+
+[—3 wo?a1 +thwolao] cos 2(wo—+e€)t+
+ [—3 wo?b1 +3hwo?bo] sen 2( wo +€)t + [c1 wo® +$hwo?ac] = 0.

De donde resulta
a1 = hao/6, by = hbo/6, c1 = —}hao,
y los dos limites

€ = —5h%wo/24, € = h2wo[24
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3. Encontrar las condiciones de resonancia paramétrica para las pequetias oscilaciones
de un péndulo simple cuyo punto de suspension oscila verticalmente en el mismo plano.

Solucién: La funcién de Lagrange obtenida en el problema 3, ¢, § 5 da para pequefas
oscilaciones (¢ <€ 1) la ecuacién del movimiento

¢ + wo2[1+(4a/l) cos(2wo+¢)t]$ = 0,

donde wy® = g/l. Es evidente que el pardmetro 4 estd aqui representado por 4afl. La con-
dicién (27.11), por ejemplo, toma la forma

el < 2av/(g/83).

§ 28. Oscilaciones anarmoénicas

Toda la teoria de las pequefias oscilaciones expuesta mas arriba estd basada
en un desarrollo en serie de las energias potencial y cinética del sistema con
respecto a las coordenadas y a las velocidades, donde se conservan solamente
los términos de segundo orden; las ecuaciones del movimiento son pues lineales,
v esto es lo que nos permite en esta aproximacién hablar de oscilaciones Ii-
neales. Aunque este desarrollo sea completamente legitimo cuando las ampli-
tudes de las oscilaciones son suficientemente pequefias, al tener en cuenta aproxi-
maciones mds elevadas (es decir, la anarmonicidad o no linealidad de las oscila-
ciones), aparecen particularidades del movimiento que, aunque débiles, son cuali-
tativamente nuevas.

Consideremos el desarrollo de la lagrangiana hasta los términos de tercer
orden. En la energia potencial aparecen entonces términos de tercer grado en
las coordenadas x;, y en la energia cinética términos que contienen productos
de velocidades y coordenadas de la forma %;%.x;; esta diferencia con la expresién
(23.3) es debida a que se han retenido términos de primer orden con respecto
a x en el desarrollo de las funciones a;(g). Entonces la lagrangiana es de la
forma

L = % Z (m.ik.i‘ixk - kikx‘ixk) +
ik

+3 2 mmdidia— 3 D Lo, (28.1)
ik} 4kl

donde ny,, L, son los nuevos coeficientes constantes.

Si se pasa de las coordenadas arbitrarias x; a las coordenadas normales Q,
de la aproximacién lineal, como consecuencia del caricter lineal de esta trans-
formacién, la tercera y la cuarta suma de (28.1) se transformarin en sumas and-
logas con Qg y O, en lugar de las coordenadas x; y de las velocidades x;. De-
signando los coeficientes de estas nuevas sumas Zapy Y Mapy, S€ tiene para la
lagrangiana

L= %Z(Qaz—waZQc;)‘*—% Z )‘aﬂyQaQﬂQ‘y—% Z “aﬂyQaQﬂQ‘y‘ (282)

arfsy afry
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No escribiremos todas las ecuaciones del movimiento que se deducen de
esta lagrangiana; lo esencial es que son de la forma

0.+ w20, = £(0, 0, 0), (28.3)

donde las f, son funciones homogéneas, de segundo grado, de las-coordenadas Q
y de sus derivadas con respecto al tiempo.

Aplicando el método de las aproximaciones sucesivas, busquemos una solu-
cién de estas ecuaciones del tipo

Qaz = Qa(l)+Qa(2)’ (284)

donde Q,® < Q,V, y las funciones Q," satisfacen a las ecuaciones «no per-
turbadas»

0,0+ ,20,0 = 0,
es decir, representan oscilaciones armoénicas ordinarias
0,V = g, cos(w,t+a,). (28.5)
En la siguiente aproximacién, no conservando en el segundo miembro de

las expresiones (28.3) mds que los términos de segundo orden, se obtienen
para las Q,® las ecuaciones

0.9+ w20,@ = £,(0V, O, O), (28.6)

donde deben sustituirse en el segundo miembro las expresiones (28.5). Se ob-
tiene un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, no homogéneas, cuyos
segundos miembros pueden representarse como sumas de funciones periédicas
simples. Por ejemplo,

0,004V = a,ap cos(w,t +a,) cos(wst + ap)
ta,a {cos[(w, + wg)t + ay+ 05] 4 cos[(w, — wp)t + oty — 5]}

Asi, los segundos miembros de las ecuaciones (28.6) contienen términos
correspondientes a oscilaciones cuyas frecuencias son sumas y diferencias de
las frecuencias propias del sistema. Debe buscarse la solucion de estas ecua-
ciones en una forma que contenga los mismos factores periddicos y se llega a la
conclusion de que, en la segunda aproximacion, a las oscilaciones normales del
sistema, de frecuiencias w,, se superponen oscilaciones suplementarias con
frecuencias

w, + wp, (28.7)

(en particular, las frecuencias dobles 2w, y la frecuencia cero correspondiente
a un desplazamiento constante). Estas frecuencias se llaman frecuencias combi-
natorias. Las amplitudes de las oscilaciones combinatorias son proporcionales
a los productos a,ag (0 a los cuadrados a,”) correspondientes a las oscilaciones
normales.

En las siguientes aproximaciones, donde se incluyen términos de orden ma
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elevado en el desarrollo de la lagrangiana, aparecen oscilaciones combinatorias
cuyas frecuencias son sumas y diferencias de un mayor nimero de frecuencias
q. Ademds, también aparece un nuevo fenémeno. En efecto, a partir de la
aproximacién de tercer orden, encontramos entre las frecuencias combinato-
rias, algunas que coinciden con las frecuencias originales w, (es decir, wq +
+ @y — wy). Aplicando el método descrito, el segundo miembro de las ecuacio-
nes del movimiento incluira términos de resonancia que dardn lugar en la solucién
a términos cuya amplitud crecera con el tiempo. Sin embargo, es fisicamente evi-
dente que en un sistema cerrado, en ausencia de fuentes exteriores de energia, no
puede producirse un incremento espontineo de la intensidad de las oscilaciones.

En realidad, en'las aproximaciones superiores, las frecuencias fundamen-
tales w, no son iguales a sus valores no perturbados w.(®) que figuran en la
expresion cuadritica de la energia potencial. La aparicién de términos crecientes
en la solucién surge de un desarrollo del tipo

COS(wa(O) + Aw“)t ~ COS CU“(O)t _ tAa)“ sen wa(o)t’

que evidentemente no es legitimo cuando ¢t es bastante grande.

. Por lo tanto, cuando se pasa a las siguientes aproximaciones, el método de
aproximaciones sucesivas debe modificarse de modo que los factores periédicos
que figuren en la solucién contengan desde el principio valores exactos, y no
aproximados, de las frecuencias. Los cambios de las frecuencias se determinan,
en la solucién de las ecuaciones, precisamente por la condicién de que no haya
términos de resonancia.

Apliquenros este método a oscilaciones anarmoénicas con un grado de liber-
tad; escribimos la lagrangiana:

L = }ms?—imawo®x2 — mox3 — JmpBxa. (28.8)
La correspondiente ecuacién del movimiento es:
£+ wolx = —ax2—Pa3, (28.9)
Busquemos su solucién en forma de una serie de aproximaciones sucesivas

X = x(1)+x(2)+ x(3),

siendo

(1)

xY = a cos wt (28.10)

con un valor exacto de w que buscaremos a continuacién en forma de una serie
o = w, + o) + o® + .. (La fase inicial en x(!) siempre puede anularse
escogiendo convenientemente el origen del tiempo.) La forma (28.9) de la
ecuacién del movimiento no es la mds conveniente, ya que cuando se sustituye
(28.10) en ella, el primer miembro no es exactamente nulo. Escribimos esta
ecuacién en la forma equivalente

2 2
-“";meoz = —axz—ﬂﬁ—(l—ﬂ—)ié. (28.11)

w w?
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Haciendo x = x + x®, v = w, + ») y despreciando términos de orden
superior, se obtiene para x(®la ecuacién,

X+ we2x® = —aa? coswt + 2wowVa cos wt
= —34oa—}0a? cos 2wt + 2wowVa cos wt.

La condicién de que no haya término de resonancia en el segundo miembro da
simplemente w(® = 0, de acuerdo con la segunda aproximacién expuesta al
principio de este tema. Resolviendo del modo habitual esta ecuacién lineal no
homogénea, se tiene
wa?  oa?
2 = —— gt cos 2wl. (28.12)
2wp2 6wy

A continuacién, hacemos en (28.11) x = x( + x® 4+ xO, » = wy, + ®,
v obtenemos para x(® la ecuacién,

59+ wpx® = — 20 Dx® — B3 4 2y

o, sustituyendo en el segundo miembro las expresiones (28.10) y (28.12) y efec-
tuando una sencilla transformacién,

o2
£ 4 w2x® = g3 [%/3 - ] cos 3wt +
6wp2

242

(2) Sa
+a[2wow + b

- %azﬁ] cos wi.

Igualando a cero el coeficiente del factor de resonancia cos wt, encontramos una
correccién de la frecuencia fundamental la cual es proporcional al cuadrado de
la amplitud de las oscilaciones:

2
w® = (gf__ 1;“ 3)a2, (28.13)
wo wQ

La oscilacién combinatoria del tercer orden es:

ad @
e (_S;o_fgg) cos 3wt (28.14)

§ 29. Resonancia en oscilaciones no lineales
Los términos no arménicos en las oscilaciones forzadas de un sistema llevan

consigo la aparicion de propiedades esencialmente nuevas en los fenémenos de
resonancia.
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Afadiendo al segundo miembro de la ecuacién (28.9) una fuerza exterior
periddica (de frecuencia y) se obtiene:

&+ 203+ wox = (f/m) cos yt —ox?2— Bx3, (29.1)

donde se ha incluido también la fuerza de rozamiento, de coeficiente de amorti-
guamiento 4 (que luego supondremos pequefio). Hablando estrictamente, cuando
se tienen en cuenta los términos no lineales en la ecuacién de las oscilaciones
libres, deben considerarse también los términos de 6rdenes superiores en la
amplitud de la fuerza exterior, términos que corresponden a una posible de-
pendencia de ésta con respecto al desplazamiento x. Si omitimos estos términos,
es solamente con el fin de simplificar las férmulas, ya que no afectan al aspecto
cualitativo de los fenémenos.
Sea,

Y = wote

(con € pequeiio), es decir, nos encontramos en las proximidades de la resonancia
ordinaria. Para averiguar el caricter del movimiento no es necesario un estudio
directo de la ecuacién (29.1) si se hacen las siguientes consideraciones.

En la aproximacién lineal, la relacion entre la amplitud b de la oscilacion
forzada, la amplitud f y la frecuencia y de la fuerza exterior, en las proximidades
de la resonancia, estd dada por la férmula (26.7), que puede escribirse:

B2+ 22) = f2/4mPap. (29.2)

El caricter no lineal de las oscilaciones conduce a una relacidén entre su frecuencia
propia y la amplitud, que escribimos de la forma

wo+ kb2, (29.3)

donde la constante » es una funcion de los coeficientes de anarmonicidad [véase
(28.13)]. En consecuencia, remplazamos w, por w, + xb*> en la férmula (29.2)
(mds exactamente, en la pequefia diferencia y — w,). Conservando la notacién
€ = y — w,, se obtiene finalmente la ecuacién

B2[(e— kb2)2+22] = f2/4mPawq? (29.4)

e = b2+ /[(fZmawob)2 — X2].

La ecuacién (29.4) es de tercer grado con respecto a b*, y sus raices reales
determinan la amplitud de las oscilaciones forzadas. Examinemos la relacién
entre esta amplitud y la frecuencia de la fuerza exterior para una amplitud f
dada de ésta.

Para valores suficientemente pequefios de f, la amplitud b es también pe-
quefia, de modo que en (29.4) se pueden despreciar las potencias de b supe-
riores a la segunda, lo que conduce a la funcién b(e) (29.2) representada por una
curva simétrica que tiene su miximo en el punto ¢ = 0 (fig. 32, a). A medida
que f crece la curva se deforma, al principio conservando un solo maximo (figu-
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PEQUENAS OSCILACIONES 107

ra 32, b) que se desplaza en el sentido de las € positivas (para » > 0). De las tres
raices de la ecuacién (29.4) una sola es real aqui.

Sin embargo, cuando f alcanza un cierto valor f = fi (que se definird mds
tarde), el cardcter de la curva cambia. Para cada valor de f > f; hay una regién
determinada de frecuencias en la cual la ecuacion (29.4) tiene tres raices reales;
a esta regién corresponde la parte BCDE de la curva de la figura 32, c.

b
(o) ~0

{b) £<f

\

©

e

Fic. 32

Los limites de esta region estin determinados por la condicién db/de = oo
que se verifica en los puntos D y C. Derivando la ecuacién (29.4) con respecto
a e se obtiene

db/de = (— b+ xb3)/(2+ A2 — 4iceb® + 3x2b4).

Se determina la posicién de los puntos D y C por la solucién simultinea de la
ecuaciéon

€2 —4kb2+ 3k + 22 = 0 (29.5)

y la ecuacién (29.4); los valores correspondientes de e son ambos positivos. El
valor méximo de la amplitud se alcanza en el punto en que db/de = 0. Esto
da ¢ = xb%, v de (29.4) se tiene,

bmix = fl2mwol; (29.6)

este valor coincide con el méximo dado por la relacién (29.2).

www.FreeLibros.me



108 MECANICA

Puede demostrarse (aunque aqui no nos detendremos en ello') que de las tres
raices de la ecuacion (29.4) la del medio (es decir, la parte CD de la curva, repre-
sentada en puntos en la fig. 29, ¢) corresponde a las oscilaciones inestables del
sistema; cualquier accidn, por débil que sea, sobre un sistema que se encuentra
en este estado, conduciria a un régimen oscilatorio correspondiente a la raiz
mdxima o a la raiz minima (es decir, a las partes BC o DE de la curva). Asi,
pues, sblo las ramas ABC y DEF corresponden a oscilaciones reales del sis-
tema. Una notable particularidad es el hecho de que existe una regiéon de fre-
cuencias en la cual son posibles dos amplitudes de oscilacién distintas. Por
ejemplo, cuando la frecuencia de la fuerza exterior aumenta gradualmente, la
amplitud de las oscilaciones forzadas crece segtn la curva ABC. En el punto C
hay una discontinuidad de la amplitud, la cual cae bruscamente al valor corres-
pondiente al punto E, después disminuye a lo largo de la curva EF cuando la
frecuencia sigue aumentando. Si ahora se disminuye la frecuencia, la amplitud
de las oscilaciones forzadas varia segin la curva FD, aumenta discontinuamente
del punto D al punto B, y después disminuye segin BA. :

Para calcular el valor de f,, observemos que representa el valor de f para el
cual las dos raices de la ecuacién (29.5), cuadrética en b, coinciden; para f = f;
la parte CD se reduce a un punto de inflexién. Igualando a cero el discriminan-
te de la ecuacién (29.5), se tiene ¢ = 3 4%, y la raiz doble correspondiente es

kb? = % €. Sustituyendo estos valores de b y ¢ en (29.4), resulta
‘ 2=32 mlwp? 433/ 3 l«l (29.7)

Ademis del cambio de cardcter de los fenémenos de resonancia en fre-
cuencias y & w,, la no linealidad de las oscilaciones conduce también a la apari-
cién de nuevas resonancias, en las cuales, oscilaciones de frecuencia préxima a o,
se excitan por una fuerza exterior de frecuencia considerablemente distinta de w,.

Sea y &~ }w, la frecuencia de la fuerza exterior, es decir,
Y = wo+e.
En la primera aproximacién. (aproximacién lineal) provoca en el sistema osci-
laciones de la misma frecuencia y amplitud proporcional a la de la fuerza:
* W = (4f/3mwy?) cos(3wo + €)t

[de acuerdo con 22.4)]. Cuando se consideran los términos no lineales, en la
segunda aproximacion, estas oscilaciones hacen aparecer en el segundo miembro
de la ecuacién de movimiento (29.1) un término de frecuencia 2y & wy. Susti-
tuyendo x() en la ecuacién

F2) 4 22D + wo2a® + qx®2 4 Bx®B3 = _ a2,

introduciendo el coseno del 4ngulo doble y no conservando en el segundo miem-
bro mis que el término de resonancia, se obtiene:

HO 4 205D 4 op2a® + 0x@2 4 Bx®8 = — (8uf2/ImPwo?) cos(wo+2¢)t.  (29-8)
! La demostracién puede encontrarse, por ejemplo, en el libro por N. N. Bogoliuvov e In. A. Mi-

tropol’skii ¢Asimptoticheskie metody ov teorii nelineinyj kolebanii» (Métodos asintéticos en teoria de
oscilaciones no lineales), Fizmatgiz, 1958.
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PEQUENAS OSCILACIONES 109

Esta ecuacién sélo difiere de (29.1) en que la amplitud f de la fuerza estd rem-
plazada por una expresién proporcional a f2. Esto significa que la resonancia
resultante es del mismo tipo que la considerada antes para frecuencias y &~ wy,
pero de menor intensidad. La funcién b(e) se obtiene sustituyendo f por — 8af?/
Immy?, y e por 2¢, en (24.9)

b2[(2¢— xb2)2+ X2] = 1602f4/81miwyl0. (29.9)
Sea ahora,
y = 2wo+e.
la frecuencia de la fuerza exterior. En la primera aproximacién tenemos,

@ = —(f/3mawo?) cos(2wo + €)t.

Sustituyendo x = x(!) 4+ x(® en la ecuacién (29.1) no se obtienen términos que
tengan el caricter de una fuerza exterior en resonancia como ocurria .en el caso
anterior. Sin embargo, hay una resonancia paramétrica que resulta del término
de tercer orden proporcional al producto xx(. Si de todos los términos no
lineales conservamos sélo éste, se obtiene para x(® la ecuacién

FO 4 2050 4 o2a® = — 20xx®

#0424 4 woz[l L
3m

cos(Zwp + e)t] x@ = 0, (29.10)
wp?

esto es, una .ecuacién del tipo (27.8) (teniendo en cuenta el rozamiento), que
conduce, como ya se ha visto, a una inestabilidad de las oscilaciones en un cierto
intervalo de frecuencias.

Sin embargo, esta ecuacién no es suficiente para determinar la amplitud
resultante de las oscilaciones. Esta amplitud depende de los efectos de no linea-
lidad; para tenerlos en cuenta, es preciso conservar en la ecuacién del movi-
miento los términos no lineales con respecto a x¥():

94 2059+ @+ 022 + Bx®3 = (2af/3ma)x® cos(2wp+e)t.  (29.11)

El problema puede simplificarse considerablemente en virtud del siguiente
hecho. Poniendo en el segundo miembro de (29.11)

2@ = b cos[(wo+ 4€)t+ 3],

(donde b es la amplitud buscada de las oscilaciones de resonancia y ¢ una dife-
rencia de fase constante que no es esencial en lo que sigue) y escribiendo el pro-
ducto de cosenos en forma de suma, obtenemos aqui el término de resonancia
ordinaria

(afb/3mwo?) cosf(wo+ }e€)t — 8]
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(con respecto a la frecuencia propia w, del sistema). Por lo tanto, el problema
se reduce al de la resonancia ordinaria en un sistema no lineal, estudiado al
comienzo de este tema, con la Unica diferencia de que la amplitud de la fuerza
exterior est4 aqui representada por afb/3w,?, vy en lugar de e se tiene 4e. Haciendo
este cambio en la ecuacién (29.4), resulta,

B2 (e — kb2)2+ 2] = a2f2h2/36maq.

Resolviendo esta ecuacion para b, se encuentran los posibles valores de la am-
plitud

b=0, (29.12)
b = ~Lhet /effomen® V), (29.13)
2 = %[%e— \/{(af/6mw03)2—)\2}]. (29.14)

La dependencia entre b y e asi obtenida esta representada en la figura 33
para x > 0; si x < 0 las curvas son las simétricas respecto al eje b de las repre-
sentadas. Los puntos B y C corresponden a los valores

€ = 1 1/{(af/3mwed)2—42%}.

A la izquierda del punto B sélo es posible el valor b = 0, es decir, no hay reso-
nancia y las oscilaciones de frecuencias préximas a wy no son excitadas. En el
intervalo entre B y C tenemos dos raices b = 0 (segmento BC de la fig. 33) y la
expresion (29.13) (rama BE). Finalmente, a la derecha del punto C existen las
tres raices (29.12). (29.13) y (29.14). Sin embargo, no todos estos valores corres-
ponden a un régimen de oscilacién estable. El valor & = 0 es inestable en la
parte BC' y se puede demostrar que el régimen correspondiente a la raiz (29.14)
(raiz intermedia) es siempre inestable. En la figura 33 los valores inestables de &
estdn representados por lineas de puntos.

Examinemos, por ejemplo, el comportamiento de un sistema inicialmente
«en reposo»?® cuando se disminuye gradualmente la frecuencia de la fuerza ex-
terior. Hasta que se alcance el punto C, se tiene siempre b = 0, pero en C el
estado del sistema pasa discontinuamente a la rama EB. A medida que € dis-
minuye, la amplitud de las oscilaciones decrece hasta cero, en el punto B. Si
entonces se aumenta la frecuencia, la amplitud de las oscilaciones crecerd segin
la curva BE®?

! Este intervalo corresponde a la regién de resonancia paramétrica (27.12) y comparando (29.10)
y (27.8) se tiene |h| = 2af/3mwe*. La condicién |2af/3mw,®| > 41 para la existencia del fenémeno
considerado corresponde a la desigualdad h > &,.

2 Recordemos que estamos considerando aqui solamente las oscilaciones de resonancia. Su ausen-
cia no significa literalmente que el sistema esté en reposo, sino que realiza oscilaciones forzadas dé-
)
biles de frecuencia y.

* No hay que olvidar que todas estas férmulas sélo son vilidas mientras la amplitud b (v también )
sean suficientemente pequefias. En realidad, las curvas BE y CF no son indefinidas, se encuentran en
un cierto punto; cuando se alcanza éste, el régimen de oscilacién cesa y se tiene b = 0.
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Los casos de resonancia discutidos son los fundamentales que ocurren en
un sistema de oscilaciones no lineales. En aproximaciones superiores aparecen
fenémenos de resonancia también en otras frecuencias. Estrictamente hablando,
debe producirse resonancia para toda frecuencia y tal que ny + mw, =
(n, m enteros), o sea, para todo y = pwy/q con p y ¢q enteros. Sin embargo, a

b

/—“E

F1c. 33

medida que aumenta el grado de aproximacién, la intensidad de los fenémenos
de resonancia (asi como el ancho de las regiones de frecuencias en las que tienen
lugar) disminuye tan ripidamente que en la prictica solamente son observables
las resonancias para frecuencias y & pwy/g con p y ¢ pequeiios.

PROBLEMA
Determinar la funcién b(e) para una resonancia en las frecuencias y ~ 3w,.
Solucién: En la primera aproximacion
2D = —(f/8mwo?) cos(3wo+e)t.
Para la segunda aproximacién x(?), se tiene de (29.1) la ecuacién
£ #2252 4 o2 - ax(2 4 fx(28 = —3Bx(Lx(2)2)

donde sélo se ha escrito en el segundo miembro el término que da la resonancia buscada.
Haciendo x(®) = b cos [(w, + %€)t + 8] y separando el término de resonancia del producto
de los tres cosenos, obtenemos en el segundo miembro de la ecuacién la expresion

(3Bb2f/32m wo?) cos[(wo+3€)t—23].

b

Fic. 34
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112 MECANICA
Por tanto, es evidente que b(¢) se obtiene sustituyendo en (29.4) f por 386*f/32w,’ y € poni e:
B2[(he — b2+ A2] = (9B%f2/212m2web)bd = Abt,

Las raices de estas ecuaciones son:

€ A 1 eA A2
PP N )
0 b 3K+2K2 K 3k +4x2

En la figura 34 estd representada graficamente la funcién b(e) para » > 0. Unicamente
el valor b = 0 (eje de abscisas) y la rama AB corresponden a regimenes estables. Al punto 4
corresponden los valores

& = 3(4xDN2—A?)/4xA, bi? = (4x22 4 A2)/42A4.

El régimen oscilatorio existe solamente para € > ¢, con una amplitud b > b;. Puesto
que el estado b = 0 es siempre estable, hace falta un «impulso» inicial para provocar las
oscilaciones.

Las féormulas obtenidas s6lo son vilidas para valores pequefios de e. Esta condicién se
satisface si 4 es pequefio y la amplitud de la fuerza es tal que x*/wy € A < xw,.

§ 30. Movimiento en un campo rapidamente oscilante

Consideremos el movimiento de una particula sometida simultineamente
a la accién de un campo, independiente del tiempo, de energia potencial U y de
una fuerza

f=/f1cos wt+fasenwt (30.1)

que varia en el tiempo con una frecuencia elevada w (f; v f; son funciones de las
coordenadas Gnicamente). Entendemos por frecuencia «elevada» una frecuencia
que verifique w > 1/T, donde T es del orden de magnitud del periodo del mo-
vimiento que ejecutaria la particula sblo en el campo U. La magnitud de la
fuerza f no se supone pequefia en comparacién con las fuerzas debidas al cam-
po U; sin embargo, admitiremos que la oscilacién (que luego designaremos
por £) provocada por esta fuerza es pequefia.

Para simplificar los cilculos, consideremos primero el movimiento lineal
en un campo que dependa solamente de una coordenada del espacio, por ejem-
plo, x. La ecuaciéon del movimiento de la particula es entonces’

mié = —dUjdx+f. (30.2)

De la naturaleza del campo que actiia sobre la particula, es evidente a prior:
que ésta se movera a lo largo de una trayectoria «no perturbada» y al mismo
tiempo realizara pequefias oscilaciones (de frecuencia ) alrededor de esta tra-
yectoria. En consecuencia, escribimos la funcién x(¢) de la forma

x(t) = X(1)+£(), (30.3)

donde &(t) corresponde a estas pequefias oscilaciones.

! La coordenada x no es necesariamente cartesiana y el coeficiente m no es necesariamente la
masa de la particula, ni necesita ser constante. Sin embargo, esta hipétesis no influye en el resultado
final (véase mds adelante).
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El valor medio de la funcién &(¢) en un periodo 2zn/w es cero, y durante el
mismo tiempo la furicion X(¢) varia muy poco. Designando este valor medio
con un trazo encima de la letra, se tiene, x = X(¢), es decir, que la funcién X(¢)
describe el movimiento «no perturbado» de la particula considerando la media
sobre las oscilaciones rapidas. Deduzcamos la ecuacién que determina la fun-
cidon X(1)'.

Sustituyendo (30.3) en (30.2) y desarrollando en potencias de & (hasta los
términos de primer orden), se obtiene

. dU d2Uu of
mX +m¢ R IS f(X, ) +€ X (30.4)

En esta ecuacién figuran dos grupos de términos de distinto caricter: oscila-
torios y «no perturbados», que evidentemente deben ser iguales por separado.
Para los términos oscilatorios basta escribir:

mé = f(X, 1); (30.5)

los otros términos contienen el pequefio factor &, y por lo tanto son pequefios
con respecto a los que hemos escrito (la derivada & es proporcional a w® que es
grande, y no puede considerarse como pequefia). Integrando la ecuacién (30.5)
con la funcién f dada por (30.1) (considerando X como constante), resulta:

¢ = —flmw? (30.6)

Calculemos ahora el valor medio en el tiempo de la ecuacién (30.4) (en el
sentido ya indicado). Puesto que los valores medios de las primeras potencias
de f y £ son cero, se obtiene la ecuacién

dU Y dU 1 0,
mX = — +¢ s = — - f f ,
dX X dx mew? 0X

que contiene solamente la funcién X(z). Esta ecuacion puede escribirse
mX = —dUe [dX, (30.7)
donde la energia potencial efectiva estd definida por?,
Uet = U+f2/2me?
U +(f12 +f22)[4mw?. (30.8)

Comparando esta expresién con (30.6), se ve ficilmente que el término anadido
al campo U representa la energia cinética media del movimiento oscilatorio:

Uet = U+}mé2. (30.9)

! La idea de este método se debe a P. L. Kapitsa (1951).

® Si m depende de x, es facil de verificar, con calculos algo méds largos, que las férmulas (30.7) y
(30.8) contintan validas.
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Asi, el movimiento medio de la particula con respecto a las oscilaciones se
realiza como si, ademds del campo constante U, actuase un campo suplemen-
tario, también constante, proporcional al cuadrado de la amplitud del campo
variable.

Se puede facilmente generalizar el resultado obtenido al caso de un sistema
con un numero cualquiera de grados de libertad, representado por sus coorde-
nadas generalizadas ¢;. La energia potencial efectiva tiene entonces [en lugar
de (30.8)] la expresién

1 Za‘ltkﬁf;

Ueg = U+
ef 2w2 &

U+ daubitr, (30.10)
ik

donde las a; ! (en general funciones de las coordenadas) son los elementos de
la matriz inversa de la matriz de los coeficientes a; de la energia cinética del
sistema [véase (5.5)].

PROBLEMAS

1. Determinar las posiciones de equilibrio estable de un péndulo cuyo punto de sus-
pensién oscila verticalmente con una frecuencia elevada y[y > 4/(g/D)].

Solucién: De la lagrangiana obtenida en el problema 3, ¢ del § 5, se ve que la fuerza
variable es:

= —mlay? cos ytsen¢

(la magnitud x esta representada aqui por el dngulo ¢). La energia potencial efectiva es,
por tanto,

Uet = mgl[—cos ¢ +(a®y?[/4gl) sen?d].

Las posiciones de equilibrio estable corresponden a los minimos de esta funcién. La di-
reccién vertical hacia abajo (¢ = 0) es siempre estable. Si se cumple la condicién

a%y? > 2gl
la posicién vertical hacia arriba (¢ = z) serd también estable.

2. El mismo problema para un péndulo cuyo punto de suspensién oscila horizon-
talmente.

Solucién: De la lagrangiana obtenida en el problema 3, b, § 5, encontramos f = miay®
cos yt cos @, y

Uet = mgl[—cos ¢+(a%?/4gl) cos?4].
Si a®y* < 2gl, 1a posicién ¢ = O es estable. Pero si a®y? > 2gl, el valor

cos ¢ = 2gl/ay2,

corresponde a un equilibrio estable.
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Carpituro VI

MOVIMIENTO DEL SOLIDO

§ 31. Velocidad angular

En Mecénica se puede definir un cuerpo solido rigido como un sistema de
particulas tal que las distancias entre ellas no varien. Por supuesto, los sistemas
que existen realmente en la naturaleza sélo pueden satisfacer esta condicién de
un modo aproximado. Sin embargo, para la mayoria de los cuerpos sélidos en
condiciones ordinarias los cambios de forma y tamarfio son lo suficientemente
pequefios para que puedan despreciarse, cuando se estudian las leyes del mo-
vimiento de un sé6lido considerado como un todo.

En lo que sigue simplificaremos a menudo los razonamientos considerando
el sélido rigido como un conjunto discreto de particulas; esto no estd en contra-
diccién con el hecho de que, en Mecdanica, habitualmente puede considerarse
un cuerpo sélido como continuo, dejando de lado su estructura interna. El paso
de las formulas que contienen sumas sobre las particulas discretas a las férmulas
del cuerpo continuo se efectia simplemente sustituyendo las masas de las par-
ticulas por la masa ¢ dV contenida en un elemento de volumen dV (¢ densidad
de masa), e integrando para todo el volumen del cuerpo.

Para describir el movimiento de un sélido rigido, utilizaremos dos sistemas
de coordenadas: un sistema fijo, es decir, inercial XYZ y un sistema mévil de
coordenadas x;, = x, x, = ¥, x3 = 2, que supondremos rigidamente ligado al
cuerpo y participe de su movimiento. Es conveniente tomar el origen de coorde-
nadas del sistema movil en el centro de masa del cuerpo.

La posicién del cuerpo con respecto al sistema fijo de coordenadas estd
completamente determinada si se conoce la posicion del sistema movil. Sea R
el vector de posiciéon del origen O del sistema movil (fig. 35). La orientacién
de los ejes de este sistema con respecto al sistema fijo estd definida por tres
angulos independientes, que junto con las tres componentes del vector R hacen
en total seis coordenadas. Entonces, un sélido rigido es un sistema mecanico
de seis grados de libertad.

Consideremos un desplazamiento arbitrario infinitesimal del sélido; se le
puede representar como la suma de dos partes. Una de ellas es una traslacién
paralela infinitesimal del cuerpo, por la que el centro de masa se mueve hasta
su posicién final, sin cambiar la orientacién de los ejes del sistema moévil. La
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otra es una rotacidon infinitesimal alrededor del centro de masa, por la cual el
cuerpo se coloca en su posicion final.

Sea r el vector de posicién de un punto arbitrario P del s6lido en el sistema
de coordenadas mévil, v t el vector de posiciéon del mismo punto en el sistema
fijo. Entonces, el desplazamiento infinitesimal dt del punto P consta de un
desplazamiento dR igual al del centro de masa, y un desplazamiento d ¢ x r
con respecto al centro de masa resultado de un giro de angulo infinitesimal
dé [véase (9.1)]

d¢t = dR+dé xr.

Dividiendo esta igualdad por el tiempo dt empleado en realizar el desplazamiento
considerado, e introduciendo las velocidades

de/dt=v, dR/dt=V, d¢/dt= L, (31.1)
se obtiene la relacién
v=V+Qxr. (31.2)
Z
X3
X2
;
' 1
Y
X
Fic. 35

El vector V es la velocidad. del centro de masa del sélido; se le llama también
velocidad de su movimiento de traslacion. El vector & se denomina velocidad
angular de rotaciéon del cuerpo; su direccion (igual que la de d¢) coincide con
la del eje de rotacién. De modo que la velocidad v de un punto cualquiera del
cuerpo (con respecto al sistema fijo de coordenadas) puede expresarse en fun-
cién de la velocidad de traslacién y de su velocidad angular de rotacién.

Debe observarse que para deducir la férmula (31.2) no se ha tenido en cuenta
el hecho de que el origen de coordenadas estd localizado en el centro de masa.
La ventaja de esta eleccidn del origen aparecerd mas tarde, cuando se estudie la
energia del cuerpo en movimiento.

Supongamos ahora que el sistema de coordenadas ligado al sélido rigida-
mente es tal que su origen no esté en el centro de masa O, sino en un punto O’
situado a una distancia a del punto O. Sea V' la velocidad de desplazamiento del
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origen O’ y 8’ la velocidad angular de rotacién de este nuevo sistema. Consi-
deremos otra vez un punto cualquiera P del sélido y sea r’ su radio vector con
respecto al origen O’. Entonces se tiene r = r’ + a, y sustituyendo en (31.2)

v=V+Qxa+Qxr'.

La definicién de V y &’ muestra que v = V' + &’ x r’. Por lo tanto, se sigue
que:

V = V+Qxa, Q= Q. (31.3)

La segunda de estas ecuaciones es muy importante, pues nos dice que la
velocidad angular de rotacién, en cualquier instante, de un sistema de coorde-
nadas ligado al cuerpo es independiente del sistema elegido. En un instante
dado, todos estos sistemas giran con velocidades angulares £, que son iguales
en moédulo y paralelas en direccién. Esto nos permite llamar a & la velocidad
angular del cuerpo sélido. La velocidad del movimiento de traslacién no tiene
este caricter «absoluto».

Estd claro de la primera férmula (31.3) que si en un instante dado V y £
son perpendiculares en un sistema de coordenadas de origen O, V' y ' son
perpendiculares en el sistema de origen O’. La férmula (31.2) muestra que en
este caso las velocidades v de todos los puntos del cuerpo son perpendiculares
a . Entonces se puede siempre escoger un origen O' cuya velocidad V’ sea
nula, de modo que el movimiento del s6lido en el instante considerado sea una
rotaciéon pura alrededor de un eje que pase por O’. Este eje se llama eje instan-
tdneo de rotacién® del cuerpo.

A continuacién elegiremos siempre el origen del sistema mévil de coorde-
nadas en el centro de masa del cuerpo, de modo que el eje de rotacién pasard
por el centro de masa. En general, tanto el médulo como la direccién de £2
varian durante el movimiento.

§ 32. Tensor de inercia

Para calcular la energia cinética de un cuerpo rigido, consideremos éste
como un sistema discreto de puntos materiales y escribamos

T = Zime?,

donde la suma estd tomada sobre todas las particulas del cuerpo. En lo que
sigue, como aqui, se omitirdn los indices que numeran estas particulas para
simplificar la escritura.

Teniendo en cuenta (31.2), se tiene,

T=>im(V+Qxr)2 =3 mV2+> mV - xr+ D im(Q xr)2.

! Evidentemente, O’ puede estar situado fuera del cuerpo.

? En el caso general en que V y £ no sean perpendiculares, puede escogerse el origen de coorde-
nadas de modo tal que V y & resulten paralelas, es decir, que (en un instante dado) el movimiento
consista en una rotacién alrededor de un eje y una traslacién a lo largo del mismo eje.
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Las velocidades V y & son las mismas para todos los puntos del sélido. Por
lo tanto, en el primer término }V? puede salir fuera del signo suma, y la suma
2m es la masa del cuerpo que designaremos por u. En el segundo término po-
nemos

SmV.Qxr = 2mr- VxQ = VxQ - Zomr.

Como se ha tomado el origen de coordenadas del sistema mévil en el centro de
masa, este término se anula, ya que Zmr = 0. Finalmente, en el tercer término,
se desarrolla el cuadrado del producto vectorial y el resultado es

T = 3ulV2+} S m{Q¥2—(Q - r)2). (32.1)

Asi, la energia cinética de un cuerpo rigido puede escribirse como la suma
de dos términos. El primero de ellos en (31.2) es la energia cinética del movi-
miento de traslacién, y tiene la misma forma que si toda la masa del cuerpo
estuviese concentrada en el centro de masa. El segundo término es la energia
cinética de la rotacién con velocidad angular & alrededor de un eje que pasa
por el centro de la masa. Observemos que esta division de la energia cinética
en dos partes es posible solamente porque el origen del sistema de coordenadas
ligado al cuerpo se ha tomado en el centro de masa de éste.

Escribamos la energia cinética de rotaciéon en forma tensorial, es decir, en
funcién de las componentes x;, 2; de los vectores r, &!. Se obtiene,

Trot = % D, m(Qi2x:2— QuxiQux)
1> m(QiQuduxi® — QiQuxixk)
1 QO Z m(x,28ix — xiXk).

Se ha utilizado aqui la identidad 2; = ;. 2, donde d;; es el tensor unidad
(cuyas componentes son iguales a la unidad para i = k y cero para 7 # k. In-
troduciendo el tensor

I ik = z m(x;ZSik—xixk) (322)

se tiene finalmente la siguiente expresion para la energia cinética de un sélido
rigido: '

T = V2 +31;Q:Q,. (32.3)
La lagrangiana del cuerpo sélido se obtiene restando la energia potencial:
L = %[J.Vz-*-%I(inQk— U. (32.4)

! En este capitulo, las letras i, k, [ designan los indices tensoriales que toman los valores 1, 2, 3.
La regla de suma se usard como siempre, es decir, se omiten los signos suma y la suma con respecto
a los valores 1, 2, 3 estd implicada siempre que un indice se repita dos veces en una expresién; a tales
indices se les llama «mudos». Por ejemplo, 4,B; = A:B, A = A, A, = A? etc. Es evidente que se
pueden sustituir los indices mudos por otros indices iguales cualesquiera, a condicién de que éstos
no coincidan con otros indices tensoriales que figuren en la expresion.
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La energia potencial es en general funcién de las seis variables que determinan
la posiciéon del cuerpo, por ejemplo, las tres coordenadas X, Y, Z del centro
de masa v los tres dngulos que definen la orientacién de los ejes de coordenadas
moviles con respecto a los ejes fijos.

El tensor I;; se llama tensor de inercia del cuerpo. Por su definicién (32.2)
es evidentemente simétrico:

Iﬂc = Iki, (32.5)

Escribamos sus componentes

> m(y2+2?) = mxy -> mxz
Iy = —> myx > m(x2+2%) -> myz . (32.6)
—> max -> mzy > m(x2+3?)

Las componentes I, I,,, I.. se llaman momentos de inercia con respecto a los
ejes correspondientes.

El tensor de inercia es evidentemente aditivo: los momentos de inercia de
un cuerpo son iguales a las sumas de los momentos de inercia de sus partes.

Si el cuerpo se considera como continuo, la suma de la definicién (32.2) se
sustituye por una integral extendida a todo el volumen del cuerpo.

Iy = j p(x28 41 — xzxg) AV (32.7)

Como todo tensor simétrico de segundo rango, el tensor de inercia puede
reducirse a forma diagonal por una eleccién apropiada de los ejes x;, x, X3.
Estas direcciones se llaman ejes principales de inercia, y los valores correspondien-
tes de las componentes del tensor, momentos principales de inercia; designemos
a éstos por I;, I,, I,. Con una tal eleccién de los ejes x1, x», x5, la energia cinética
de rotacién toma una forma particularmente sencilla:

Trot = %(I 102+ 102 + 13932). (32.8)

Observemos que ninguno de los tres momentos principales de inercia puede
ser mayor que la suma de los otros dos. Por ejemplo,

L+1 = Zm(x12+x22+2x32) > Zm(x12+x22) = I3. (329)

Un cuerpo cuyos tres momentos principales de inercia son distintos se llama
peonza asimétrica. Si dos de estos momentos son iguales ([, = I, # I;) tendre-
mos una peonza simétrica. En este caso, la direccion de uno de los ejes prin-
cipales en el plano x;x, puede elegirse arbitrariamente. Si los tres momentos
principales de inercia coinciden, el cuerpo se llama peonza esférica, y los tres
ejes principales de inercia pueden escogerse arbitrariamente; como a tales pueden
tomarse tres ejes cualesquiera perpendiculares entre si.

La determinacion de los ejes principales de inercia se simplifica mucho si
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el cuerpo es simétrico, pues es evidente que la posicién del centro de masa y las
direcciones de los ejes principales deben tener la misma simetria que el cuerpo.
Asi, si el cuerpo tiene un plano de simetria, el centro de masa debe encon-
trarse en este plano, que contiene también dos de los ejes principales de inercia,
mientras el tercero es perpendicular al plano. Un sistema de particulas copla-
narias es evidentemente un caso de este género. Hay aqui una sencilla relacién
entre los tres momentos principales de inercia. Si se toma el plano del sistema
como plano x;x., se tiene entonces, ya que x3 = 0 para todas las particulas,

I = Zmxo?, Iy = Xmx2, I3 = 2im(x:2 + x92),
de modo que,

I3 = Il+12- (3210)

Si el cuerpo tiene un eje de simetria de cualquier orden, su centro de masa
estara situado en este eje, que serd también uno de los ejes principales de inercia,
mientras que los otros dos seran perpendiculares a él. Si el orden del eje de
simetria es superior al segundo, el cuerpo es una peonza simétrica. En efecto,
entonces los ejes principales perpendiculares al eje de simetria pueden girarse
un dngulo distinto de 180° alrededor de este tultimo, es decir, la eleccién de
estos ejes perpendiculares no es tinica y esto sélo ocurre si el cuerpo es una
peonza simétrica. .

Un caso particular es el de un sistema de particulas colineales. Si la linea
del sistema se toma como eje x3, se tendrd entonces para todas las particulas
x, = x; = 0, de modo que dos de los momentos principales de inercia coin-
ciden y el tercero es cero:

Il = Iz = mesz, Ia = 0. (3211)

A un sistema tal se le llama rotor. La propiedad caracteristica que distingue
un rotor de los otros cuerpos es que tiene solamente dos (y no tres) grados de
libertad de rotacién, correspondientes a las rotaciones alrededor de los ejes
X1 Y Xg; hablar de rotacién de una recta alrededor de si misma evidéentemente
no tiene ningin sentido.

Finalmente, una observacién relativa al cilculo del tensor de inercia. Aunque
se ha definido este tensor con respecto a un sistema de coordenadas con origen
en el centro de masa [como es necesario para que la férmula (32.3 sea vialida],

a veces puede resultar mas comodo calcular primero el tensor analogo
I = Zm(x' 128, — x'4x'g),

definido con respecto a otro origen O’. Si la distancia OO’ estd representada

or un vector a, se tiene r = r’ 4+ a, y x; = x’; + a;; teniendo en cuenta que
mr = 0 por definiciéon del punto O, se tiene:
I'e = Lig+ p(a?8ix — asay). (32.12)

Usando esta férmula, puede calcularse facilmente I, si se conoce I';.
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PROBLEMAS

1. Determinar los momentos principales de inercia para los siguientes tipos de mo-
léculas, consideradas como sistemas de particulas situados a distancias invariables:

a) Molécula de dtomos colineales.
Solucion:
1 2
hL=5L=- mamplap?, I3 =0,
’l,

a#d

donde m, es la masa del dtomo a, la /,, la distancia entre los 4tomos a y b, y la suma incluye
un término por cada par de dtomos en la molécula.

Para una molécula diatémica la suma se reduce a un solo término, vy, el resultado es
obvio: es el producto de la masa reducida de los dtomos por el cuadrado de la distancia
entre ellos.

I = Iy = mmal2/(my+ms2).
b) Molécula triatémica con la forma de un tridngulo isdsceles (fig. 36).

Solucién: El centro de masa estd en el eje de simetria del tridngulo, a una distancia
X, = myh/u de su base. Los momentos de inercia son:

5L = 2mymeh?u, Ip = dma?, Is = L+1a.

¢) Molécula tetratdmica cuyos dtomos estdn situados en los vértices de una pirdmide
triangular recta (fig. 37).

>
X2

//g%\\ )
m R mm

Fic. 36 Fic. 37

Solucién: El centro de masa esta en el eje de simetria de la pirdimide a una distancia
X3 = myh/u de su base (h, altura de la pirdmide). Los momentos de inercia son:

L = Iy = 3mimoh?®[p+3tmia?, Is = ma®
sim; = my, h = a+/(2/3), se obtiene una molécula tetraédrica de momentos de inercia
5L =1Ip = Iz = ma?

2. Determinar los momentos principales de inercia de los cuerpos homogéneos si-
guientes.

a) Varilla delgada de longitud /.
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Solucton:

h=L=+vu? I3=0

(se desprecia el espesor de la varilla).

b) Esfera de radio R.

Solucién:

L=1I=1I3= %R

(debe calcularse la suma L+Ip41Is = 2p f22dV).

¢) Cilindro circular de radio R y altura A.

Solucion:

L = I = }(R*+1%), Iy = JuR®

(x3 eje del cilindro).

L1
x5, Xy
-~
.”/
_-:’—;1 E——— Xy
X
" ’
7 2
[
5
Fic. 38

d) Paralelepipedo rectingulo de aristas a, b, c.
Solucién:
I = 25p(b2+¢?), Ip = fsu(a+c?), Is = fep(a®+b?)
(los ejes x;, x,, x3 son paralelos a las aristas a, b, c). -
e)- Cono circular de altura 4 y radio de la base R.

Solucién: Calculemos primero el tensor I’; con respecto a los ejes cuyo origen estd
en el vértice del cono (fig. 38). El cilculo se realiza ficilmente en coordenadas cilindricas
y el resultado es:

I'n=I's = WER4R), Uy = fruRe.
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El centro de masa, como lo muestra un célculo sencillo, se encuentra en el eje del cono
a una distancia a = $£& del vértice. Utilizando la fé6rmula (32.12) se obtiene finalmente:

5L = I = IN—pa® = Hu(R2+4k2), Is = I's = {5pR2.
H Elipsoide de semiejes a, b, c.

Solucién: El centro de masa coincide con el centro del elipsoide y los ejes principales
de inercia con sus ejes. La integracion extendida al volumen del elipsoide puede reducirse
a una integracién con respecto al volumen de una esfera por medio del cambio de coor-
denadas x = a&, y = by, 2 = c{, que transforma la ecuacién de la superficie del elipsoide

a+yH{B+atct = 1
en la ecuacién de la superficie de la esfera unidad

42+ =1.
Por ejemplo, el momento de inercia relativo al eje de las x:

5L = p [f (¥*+2% dxdy d=
= pabc [[] (b2 +c2[?) df dn d{
= 3abcl'(b2+c?),

donde I’ es el momento de inercia de la esfera de radio unidad. Puesto que el volumen del
elipsoide es 4nabc/3, se obtienen finalmente los momentos de inercia

I = tu(b24c?), I = tu(a®+c?), Is = tu(a®+52).
3. Determinar la frecuencia de las pequefias oscilaciones de un péndulo fisico (cuerpo

rigido que oscila alrededor de un eje horizontal fijo, en el campo de la gravedad).

Solucién: Sea [ la distancia del centro de masa del péndulo al eje de rotacién, y a, g, ¥
los 4ngulos formados por los ejes principales de inercia y el eje de rotacién. Tomamos como
coordenada variable el dngulo ¢ entre la vertical y la recta perpendicular al eje de rotacién
que pasa por el centro de masa. La velocidad del centro de masa es V' = Il¢, y las proyec-
ciones"de la velocidad angular sobre los ejes principales de inercia: ¢ cos a, ¢ cos g, ¢ cos y.
Considerando el 4ngulo ¢ pequefio, se tiene la energia potencial en la forma

U = pgl(1—cos ¢) & tuglp.

La lagrangiana es por lo tanto

L = 3ul2$2 4+ 3N cos?a+Iz cos?B+Is cos?y)d2 —duglh?.

En consecuencia, la frecuencia de las pequefias oscilaciones

w? = ugli(ul2+1; cos?a+Iy cos?B+Is cos?y).

4. Hallar la energia cinética del sistema representado en la figura 39; OA4 y AB son
varillas delgadas homogéneas, de longitud / unidas por una bisagra en el punto 4. La va-
rilla OA gira (en el plano de la figura) alrededor del punto O, y el extremo B de la varilla
AB se desliza a lo largo del eje Ox.
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F1c. 39

Solucién: La velocidad del centro de masa de la varilla OA (que estd en el centro de
ésta) es 3l$, donde ¢ es el dngulo AOB. La energia cinética de la varilla OA es, pues,

Ty = ful?$2+1142,

(u, masa de cada varilla). )
Las coordenadas cartesianas del centro de masa de la varilla 4B son X = 3/ cos 4,

Y = }l sen 4. Como la velocidad angular de rotacién de esta varilla es también igual a 4,
su energia cinética es:

To = 3u(X24+¥D) 44142 = $ul2(148sen$)d?+3142.
de donde la energia cinética total del sistema
T = }pl%(1+3sen2$)2,
(puesto que I = {5 ul?, véase problema 2, a).

5. Encontrar la energia cinética de un cilindro de radio R que rueda sobre un plano.
La masa del cilindro estd distribuida de modo tal que uno de los ejes principales de inercia

es paralelo al eje del cilindro y estd a una distancia a de éste; el momento de inercia relativo
a dicho eje principal es I.

F1c. 40

Solucién: Sea ¢ el dngulo entre la vertical y la perpendicular trazada desde el centro de
masa al eje del cilindro (fig. 40). El movimiento del cilindro en cualquier instante puede
considerarse como una rotacién pura alrededor del eje instantidneo que coincide con la
linea de contacto del cilindro con el plano fijo: la velocidad angular de esta rotaciéon es :;5,
va que la velocidad angular de rotacién alrededor de todos los ejes paralelos es la misma.
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El centro de masa estd a una distancia v/(a> + R* — 2aR cos ¢ del eje instanténeo, y su
velocidad es, por tanto, V' = ¢+/(a® + R® — 2aR cos ¢. La energia cinética total es:

T = }u(a®+R2—2aR cos $)¢2+1I42.

6. Hallar la energia cinética de un cilindro homogéneo de radio a que rueda en el
interior de una superficie cilindrica de radio R (fig. 41).

Fi1c. 41

Solucién: Utilizamos el dngulo ¢ entre la vertical y la linea que une los centros de los
dos cilindros. El centro de masa del cilindro rodante esta en su eje, y su velocidad es V' =
= §(R — a). Calculamos la velocidad angular como la velocidad de rotacién pura alrededor
del eje instantdneo que coincide con la linea de contacto de los dos cilindros; es igual a

Q = V/a = $(R—a)/a.
Si I; es el momento de inercia alrededor del eje del cilindro, entonces,
T = }(R—a)*$2+3Is(R—a)*$?[a® = 3u(R—a)*$?,
(I3 dado por el problema 2, ¢).
7. Hallar la energia cinética de un cono homogéneo que rueda sobre un plano.

Solucion: Sea 6 el angulo formado por la linea OA de contacto entre el cono y el plano
y una direccién fija cualesquiera en este plano (fig. 42). El centro de masa estd en el eje del

zZ

1) 34— Y

Fic. 42

cono, y su velocidad es ¥ = a cos a. 6, siendo 2a el dngulo del cono, y a la distancia del
centro de masa al vértice. La velocidad angular puede calcularse como velocidad de rota-
cién pura alrededor del eje instantdaneo OA:

Q = V/asena = § ctga.
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Uno de los ejes principales de inercia (eje x3) coincide con el eje del cono; escogemos otro
(x2) perpendicular al eje del cono y a la recta OA4. Entonces las componentes del vector Q
(que es paralelo a OA4) sobre los ejes principales de inercia son: 2 sen a, o, 2 cos a. La
energia cinética buscada es, pues:

T = }ua®6? cos?o+ 41,02 coszot+§~13t92

cosda

= 3uh202(1 45 cos?a)/40,
(h altura del cono, I;, I; y a dados por el problema 2, e).

8. Hallar la energia cinética de un cono homogéneo cuya base rueda en un plano y
cuyo vértice esta fijo a una altura sobre el plano igual al radio de la base (de modo que el
eje del cono es paralelo al plano).

Solucién: Utilizamos el angulo 6 entre una direccién dada en el plano y la proyeccién
sobre éste del eje del cono (fig. 43). Entonces, la velocidad del centro de masa es V' = a#,

con la misma notacién que en el problema 7. El eje instantdneo de rotacién es la genera-
triz OA que pasa por el punto donde el cono toca al plano. El centro de masa est a la
distancia a sen a de este eje, y, por tanto,

Q = V/a sen a = f/sena.

Las proyecciones del vector Q sobre los ejes principales de inercia son, si el eje x; se toma
perpendicularmente al eje del cono y a la direccién OA4: Q sen a = 6, 0 Qcosa= bctga.
Consecuentemente, la energia cinética es:
T = }ua02 43062431302 ctg2e
= 3uh?6%(sec?a+5)/40.
9. Hallar la energia cinética de un elipsoide homogéneo que gira alrededor de uno de

sus ejes (AB en la fig. 44), a la vez que este eje gira alrededor de la perpendicular CD que
pasa por el centro del elipsoide.

Solucién Sea 6 el angulo de giro alrededor del eJe CD y ¢ el 4angulo de giro alrededor
del eje AB (esto es, el angulo entre CD y el eje de inercia x;, que es perpendicular a AB).
Las componentes de Q segtin los ejes principales de inercia son entonces,

0 cos ¢, Osen §, 4,
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(el eje x5 coincide con AB). Puesto que el centro de masa del elipsoide estd en reposo, la
energia cinética es:

T = ¥h cos®$+ Lasen2$) 82411542,

0
e
==
cle c
(qp]
c:a
Fic. 44 Fic. 45

10. El mismo problema, pero para el caso en que el eje AB esté inclinado, y el elip-
soide sea simétrico con respecto a este eje (fig. 45).

Solucién: Las componentes de £ a lo largo del eje AB y de los otros dos ejes princi-
pales de inercia, que son perpendiculares a AB (y pueden escogerse arbitrariamente) son:

Gcosacosd, 8 cos « sen ¢, 40 sena.

La energia cinética es:

T = N2 cos?a-+3I3($+0 sen a)2.

§ 33. Momento cinético del sélido rigido

El momento angular o cinético de un sistema depende, como sabemos, del
punto con respecto al cual se define. En la mecdnica del sélido rigido, lo mds
racional es escoger este punto en el origen del sistema de coordenadas mévil,
es decir, en el centro de masa del cuerpo, y en lo que sigue designaremos por M
al momento angular asi definido.

Segun la féormula (9.6), cuando se escoge el origen de coordenadas en el
centro de masa del cuerpo, el momento angular M es igual al momento angular
«intrinseco» resultante del movimiento de los puntos del cuerpo con relacién
el centro de masa. En la definicibn M = Ymr x v puede sustituirse entonces
vpor  x r:

M =>mrx (Rxr) =) m[r?Q—r(r-Q)],
0, en notacién tensorial,

M = > m(x2Qi—xxQp) = Q> m{x,28 16— xxx).
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Teniendo en cuenta la definicién (32.2) del tensor de inercia, se tiene, final-
mente,

M; = InQy. (33.1)

Si los ejes xi1, x», x5 estdn dirigidos segun los ejes principales de inercia, la
férmula (33.1) da:

M, = 1191, M, = IzQz, 1W3 = 1393. (332)

En particular, para una peonza esférica cuyos tres momentos principales de
inercia son iguales, se tiene simplemente:

M = IQ, (33.3)

es decir, que el vector momento angular es proporcional al vector velocidad
angular y de la misma direccién.

En general, para un cuerpo cualquiera, la direccién del vector M no coincide
con la del vector £2; solamente cuando el cuerpo gira alrededor de uno de sus
ejes principales de inercia M y £ tienen la misma direccién.

Consideremos el movimiento libre de un cuerpo rigido, es decir, no sometido
a ninguna fuerza exterior. Suponemos excluido el movimiento de traslaciéon
uniforme, ya que aqui no tiene interés, de modo que sélo consideraremos la
rotacién libre del sélido.

Como en todo sistema cerrado, el momento cinético del cuerpo que gira
libremente es constante. Para una peonza esférica la condicion M = cte. lleva
consigo § = cte.; esto significa que en el caso general la rotacién libre de una
peonza esférica es simplemente una rotacién uniforme alrededor de un eje
constante.

El caso de un rotor es también sencillo. Se tiene igualmente aqui M = I,
siendo el vector & perpendicular al eje del rotor. Por lo tanto, la rotacién libre
de un rotor es una rotacién uniforme en un plano alrededor de un eje perpen-
dicular a ese plano.

La ley de conservacién del momento angular basta también para definir la
rotacion libre mds compleja de una peonza simétrica. Aprovechando el hecho
de que pueden elegirse arbitrariamente las direcciones de los ejes principales
de inercia x,, x; (perpendiculares al eje de simetria x; de la peonza), tomamos
el eje x, perpendicular al plano definido por el vector constante M y la posicién
instantdnea del eje x;. Entonces M, = 0, y las férmulas (33.2) dan Q, = 0. Esto
significa que, en cada instante, las direcciones de M, & y el eje de la peonza
estan en el mismo plano (fig. 46). Por eso, se deduce que también en cada ins-
tante, las velocidades v = & x r de todos los puntos del eje de la peonza son
perpendiculares al plano en cuestién; en otras palabras, el eje de la peonza gira
uniformemente (véase mds abajo) alrededor de la direccién de M describiendo
un cono circular. Esto se llama precesion regular de la peonza. Al mismo tiempo,
la peonza gira uniformemente alrededor de su propio eje.

Las velocidades angulares de estas dos rotaciones pueden expresarse facil-
mente en funcién del valor dado del momento angular M y del dngulo 6 entre
el eje de la peonza y la direccion de M. La velocidad angular de rotacién de la
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peonza alrededor de su eje es justamente la proyeccién 3 del vector & sobre
este eje:

Qs = Ms/Is = (M/Is) cosé. (33.4)

Ar" 2

Fic. 46

Para determinar la velocidad de precesién Q,,, debe descomponerse el vector £
en sus componentes segin x; y segin M. La primera de éstas no conduce a
ningn desplazamiento del eje de la peonza y, en consecuencia, la segunda
componente da la velocidad angular de precesién buscada. La figura 46 muestra
que Qpr sen 6 = Q, vy como Q;, = M,/I; = (M/I,) sen 8, se tiene:

Qpr = M/ (33.5)

§ 34. Ecuaciones del movimiento de un cuerpo rigido-

Puesto que un cuerpo rigido tiene, en general, seis grados de libertad, el
sistema general de las ecuaciones del movimiento debe contener seis ecuaciones
independientes. Pueden expresarse en una forma dada por las derivadas con
respecto al tiempo de dos vectores: el impetu y el momento angular del cuerpo.

La primera de estas ecuaciones se obtiene simplemente sumando las ecua-
ciones p = f para cada una de las particulas del cuerpo, siendo p el impetu de
la particula y f la fuerza que actda sobre ella. En funcién del impetu total del
cuerpo

P=3p=nV
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y de la fuerza total 2f = F que actaa sobre €I, se obtiene:

dP/dt = F. (34.1)

Aunque se ha definido F como la suma de todas las fuerzas f que actdan
_sobre cada particula, incluidas las fuerzas debidas a las otras particulas, de
hecho F incluye solainente las fuerzas exteriores: las fuerzas de interaccién entre
las particulas que componen el cuerpo se anulan reciprocamente, ya que en
ausencia de fuerzas exteriores, el impetu del cuerpo, como- el de todo sistema
cerrado, debe conservarse, es decir, debe tenerse F = 0.

Si U es la energia potencial del cuerpo rigido en un campo exterior, la
fuerza F se obtiene derivando U con respecto a las coordenadas del centro de
masa del cuerpo:

F = —3UJéR. (34.2)

En efecto, para una pequefia traslacién dR del cuerpo, los radios vectores t de
cada uno de sus puntos varian en 6R y la variacién en la energia potencial es:

$U = 3(2U/or) - 6t = SR~ SoUjdt = -SR-S f= —F-oR.

Observemos que la ecuacién (34.1) puede obtenerse también como la ecua-
cién de Lagrange para las coordenadas del centro de masa

(d/df)eL/eV = OL/éR,
con la lagrangiana (32.4), por la que
oL[oV = uV = P, OL[oR = —0U/oR = F.

Deduzcamos ahora la segunda ecuacién del movimiento que determina la
derivada con respecto al tiempo del momento angular o cinético M. Para sim-
plificar los cdlculos, es conveniente elegir el sistema de referencia «fijo» (inercial),
de modo que el centro de masa esté en reposo en este sistema, en el instante
considerado.

Se tiene:

= (d/dt)Zrxp = Zixp+ Zrxp.

Nuestra eleccion de sistema de referencia (en el que V = 0), significa que el
valor de £ en el instante considerado coincide con v = f. Puesto que los vec-
tores vy p = mv son paralelos, ¥ X p = 0. Sustituyendo p por la fuerza f, se
obtiene finalmente

dM/dt = K, (34.3)
donde,
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Dado que M se ha definido como momento cinético respecto del centro
de masa (véase al principio del § 33), no cambia al pasar de un sistema de re-
ferencia inercial a otro. Que asi es puede verse a partir de la férmula (9.5) con
R = 0. Por lo tanto, si bien la ecuacién del movimiento (34.3) se ha deducido
para un sistema de referencia particular, dicha ecuacién es vilida en cualquier
otro sistema de referencia inercial en virtud del principio de relatividad de
Galileo.

El vector r x f se llama momento de la fuerza f, y K momento resultante,
es decir, la suma de los momentos de todas las fuerzas que actdan sobre el
cuerpo. Igual que para la fuerza total F, no deben tenerse en cuenta en la suma
(34.4) mas que las fuerzas exteriores; de acuerdo con la ley de conservacién del
momento cinético, la suma de los momentos de las fuerzas internas en un sis-
tema cerrado es nula.

El momento de la fuerza, igual que el momento angular, depende en general
de la eleccion del origen con respecto al cual se define. En (34.3) y (34.4) los
momentos se definen con respecto al centro de masa.del cuerpo.

Si se desplaza el origen una distancia a, los nuevos vectores de posicién r’
de los puntos del cuerpo estarin relacionados con las anteriores r porr = r’ + a.
Por tanto,

K = Zrxf = 2r'xf+Xaxf
K = K'+axF. (34.5)

Resulta que, en particular, el valor del momento resultante es independiente
de la eleccién del origen si la fuerza total F = 0. En este caso se dice que el
cuerpo estd sometido a un par de fuerzas.

La ecuacién (34.3) puede considerarse como ecuacién de Lagrange

(d/dt) BL/oK = BLJ3¢

o

para las «coordenadas de rotacién». En efecto, derivando la funcién de Lagrange
(32.4) con respecto a las componentes del vector £, se obtiene,

OL|0Q; = IS = M.

La variacién de la energia potencial U, consecuencia de una rotacién infinitesi-
mal 8¢ del cuerpo es:

8U = ~3f.8t = —Zf-8bxr = —8¢-Trxf = —K.54,
de donde,
K = —3U/éd, (34.6)

de modo que,

oL/ob= — dU/o¢ = K.

Supongamos que los vectores F y K son perpendiculares; entonces siempre
puede encontrarse un vector a tal que K’ se anule en la férmula (34.5) y se tenga

K = axF. (34.7)
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La eleccién de a no es Gnica, ya que si se le suma un vector cualquiera paralelo
a F, no cambiard la igualdad (34.7); de suerte que la condicién K’ = 0 dard
una recta, y no un punto, en el sistema de coordenadas méviles. Asi, cuando
K es perpendicular a F, el efecto de todas las fuerzas aplicadas al cuerpo puede
reducirse al de una fuerza tnica F actuando a lo largo de una recta determinada.

Tal es en particular el caso de un campo de fuerzas homogéneo, en el cual
la fuerza que actia sobre una particula es f = ¢E, donde E es un vector constante
que caracteriza el campo y e una magnitud caracteristica de las propiedades de
la particula en el campo dado'. Entonces,

F = EXe, K = YerxE.

Suponiendo que Xe # 0, definimos un radio vector r, tal que

ro=yer/ye (34.8)
Entonces, el momento resultante es, simplemente,
K =1ryxF. (34.9)

Cuando un cuerpo rigido se mueve en un campo uniforme, el efecto del campo
se reduce, pues, a la accién de una fuerza F aplicada en el punto cuyo radio
vector es (34.8). La posicién de este punto estd completamente determinada
por las propiedades del mismo cuerpo; en un campo gravitatorio, por ejemplo,
este punto es el centro de masa.

§ 35. Angulos de Euler

Como ya se ha mencionado, el movimiento de un cuerpo rigido puede des-
cribirse por medio de las tres coordenadas de su centro de masa y de tres dngu-
los que definan la orientacién de los ejes x;, ¥., x; del sistema de coordenadas
moévil con relacién al sistema fijo X, Y, Z. Habitualmente. conviene tomar
para estos dngulos los dngulos de Euler.

Como aqui interesan solamente los dngulos entre los ejes de coordenadas,
tomaremos el origen de los dos sistemas en el mismo punto (fig. 47). El plano
moévil x,, x, corta al plano fijo XY segin la recta ON llamada linea nodal. Esta
linea es evidentemente perpendicular simultineamente al eje Z y al ejé x5; se
tomard como sentido positivo aquel que corresponde al del producto vectorial
Z X X; (siendo z y Xx; los vectores unitarios segin los ejes Z y x3).

Tomamos como magnitudes que determinan la posicién de los ejes x;, x3, X3
con respecto a los ejes X, Y, Z los siguientes dngulos: el dngulo 6 entre los
ejes Z y x3, el dngulo ¢ entre el eje X y ON, y el dangulo o entre el eje x; y ON.
Los dangulos ¢ y y se miden en el sentido definido por la regla del sacacorchos,

! Por ejemplo, en un campo eléctrico uniforme, E es la intensidad del campo y e la carga de la

particula. En un campo gravitacional uniforme, E es la aceleracién (g) debida a la gravedad, y e es la
masa de la particula (m).
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respectivamente alrededor de los ejes Z y x3. El dngulo 6 toma valores de cero
a 7'y los dngulos ¢ vy v de cero a 2x'.

Expresemos ahora las componentes del vector velocidad angular £ sobre
los ejes moviles x;, x5, x5 en'funciéon de los dngulos de Euler y de sus derivadas.

-
e

Fic. 47

Para ello, debemos hallar las componentes segin esos ejes de las velocidades
angulares 0, ¢, ¥. La velocidad angular § estd dirigida segin la linea nodal ON
y sus componentes sobre los ejes x;, x», x3 son

91=9c0s¢r, by = —9sen</:, 63 = 0.

La velocidad angular b estd d1r1g1da segun el eje Z; su componente segin x;
es ¢; = ¢ cos 0, y su proyecaon en el plano x;, x, es ¢ sen . Descomponiendo
esta ultima sobre los ejes x; v x2 se obtiene:

é1 = psenfseny, ¢ = ¢sen b cos .

Finalmente, la velocidad angular ¢ estd dirigida segtn el eje x;.
Reuniendo las componentes a lo largo de cada eje, se tiene:

Q1 = dsenbseny+ 6 cosy,
Qp = ¢send cosyy—fseny, (35.1)
Q3 = ¢ cos6+.

! Los 4ngulos 6 y 4 — 7 son, respectivamente, el dngulo polar y el azimut de la direccién x;
con respecto a los ejes X, Y, Z. Los angulos 6y 4n — vy son, respectivamente, el dngulo polar y el
azimut de la direccién z con respecto a los ejes x1, x», X3.
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Si se hacen coincidir los ejes x;, x2, x3 con los ejes principales de inercia del
sOlido, la energia cinética de rotacién, expresada en funcién de los 4ngulos de
Euler se obtiene sustituyendo (35.1) en (32.8).

Para una peonza simétrica (I; = I, # I3), una simple reduccién da:

Trot = 31($2sen20+ 62) + 315( cos 0+ )2, (35.2)

Esta expresion se puede obtener mas sencillamente utilizando el hecho de que
la eleccion de las direcciones de los ejes principales x;, x, es arbitraria en una
peonza simétrica. Si el eje x; se toma a lo largo de la linea nodal ON, es decir,
p = 0, las componentes de la velocidad angular son simplemente

Q =6, Qp=dsend, Qz=dcosh+y. (35.3)

Como ejemplo de aplicacién de los dangulos de Euler determinemos con su
ayuda el movimiento libre de una peonza simétrica, que ya tratamos en § 33.
Tomemos el eje Z del sistema fijo de coordenadas en la direccién del momento
angular constante M de la peonza. El eje x; del sistema mévil esta dirigido segin
el eje de la peonza, y admitimos que el eje x, coincide con la linea de nodos en
el instante considerado. Entonces, las componentes del vector M son, por las
féormulas (35.3):

M = Q) = I8, My = IiQp = ¢ sen 8, Mz = I3Qg = I5(¢ cos §+4).
Por otro lado, como el eje x; (linea nodal) es perpendicular al eje Z, se tiene,
M; = 0, My = Msen6, M3 = M cos 6.
Igualando estas expresiones, se obtienen las ecuaciones siguientes:
6=0, TId=M, Is¢cosf+y) = M cosé. (35.4)

La primera de estas ecuaciones da 6§ = cte., es decir, que el dngulo entre el
eje de la peonza y la direccién de M es constante. La segunda ecuacién define
[de acuerdo con (33.5)] la velocidad angular de precesién ¢ = M| I,. Finalmente,
la tercera ecuacién determina la velocidad angular de rotacién de la peonza alre-
dedor de su propio eje Q3 = M cos 6/1;.

PROBLEMAS

1. Reducir a cuadraturas el problema del mavimiento de una peonza simétrica pesada
cuyo punto inferior esta fijo (fig. 48).

Solucién: 'Tomamos el origen comin de los sistemas de coordenadas fijo y mévil en
el punto fijo O de la peonza, y el eje Z segun la vertical (fig. 48). La lagrangiana de la peonza
en el campo de la gravedad es:

L = (L, + pP) (0* +¢°sen®0) + 31, (¥ + 4 cos 6)— ugl cos 6,

(siendo u la masa de la peonza, y / la distancia de su punto fijo al centro de masa).
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Las coordenadas y y é son ciclicas. Se tienen, por tanto, dos integrales del movimiento:
p = L/ = Is(y+4 cos §) = cte = Ms, 1)
p¢ = 0L/o$p= (I{sen?8 + I3 cos?8)¢ + Is} cos 8 = cte = M,, )

donde I'; = I, + uf (las magnitudes Py y p¢ son las componentes, segin los ejes x; y Z,
respectivamente, del momento angular de rotacién, definido con respecto al punto O).

Y
Fi1c. 48
La energia

E = 3I{(62+¢2sen20) +1 Is(J +4 cos 8)2+pgl cos 6 3)

también se conserva.

Las ecuaciones (1) y (2) nos dan:
¢ = (M~ M3 cos 8)/Iisen?d, 4)
M3 M, —Ms; cos 0

= - . 5
4 I3 cos I{sen20 ®)

Eliminando ¢ y y en la expresién (3) de la energia mediante las ecuaciones (4) y (5), se

obtiene:
E’ = i8>+ Uer (9),
donde
’ = — s — l’
E E 213 & (6)

(M:—Ms3 cos §)2

—ugl(1 —cos 6).
2 sen%d #el(1 —cos )

Uet =
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Despejando 6 y separando variables, se tiene:

— de .
b= f vV RIE—Ua @)1}

que es una integral eliptica. Los dngulos y y ¢ se expresan entonces como funciones de
por medio de integrales obtenidas de las ecuaciones (4) y (5).

El dominio de variacién del angulo 6 durante el movimiento estd determinado por la
condicién E’ = U,, (6). La funcién U, (6) tiende a infinito (si M; #M,) para 6 = 0 y
6 = =, y tiene un minimo en el intervalo comprendido entre estos dos valores. La ecua-
cién E’ = U, (6) tiene por tanto dos raices que determinan los dngulos limites 6, y 6, de
la inclinacién del eje de la peonza sobre la vertical.

)

S

{a) (b) (c)
Fi1c. 49

Cuando 6 varia de 6, a 6,, la derivada ¢ cambia de signo solamente si la diferencia
M, — Mj cos 6 cambia de signo en ese intervalo de 8. Si no cambia de signo, el eje de la
peonza estd animado de un movimiento de precesién monétono alrededor de la vertical,
y al mismo tiempo oscila de arriba a abajo (movimiento de nutacién); véase figura 49, a,
donde la curva representa el trazo que dejaria el eje de la peonza sobre la superficie de una
esfera con centro en el punto fijo de la peonza. Si ¢ cambia de signo, la direccién de la pre-
cesién es opuesta en los dos circulos limites, y el eje de la peonza se desplaza alrededor de
la vertical describiendo bucles (fig. 49, b). Finalmente, si uno de los valores 6,, 6, hace
cero la diferencia M, — M, cos 6, se anulan las dos derivadas ¢ y 6 en el circulo limite
correspondiente, y la trayectoria del eje de la peonza es la representada en la figura 49, c.

2. Hallar la condicién para que la rotacién de una peonza alrededor de un eje vertical
sea estable.

Solucién: Para 6§ = 0 los ejes x3 y Z coinciden, asi que M; = M,, E' = 0. La rotacién

alrededor de este eje serd estable si el valor # = 0 corresponde a un minimo de Uy (0). Para
pequefios f se tiene:

Uetx (M32/81{ —3pugl)62,
por lo tanto, la condicién de estabilidad: M2 > 41 ugl, o sea:

Q32 > 4I{pgl/Iy2,
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3. Determinar el movimiento de una peonza en el caso de que la energia cinética de
rotacién alrededor de su eje sea grande con respecto a su energia en el campo de la gra-
vedad (caso de la peonza rdpida).

Solucion: En una primera aproximacidén, despreciando la gravedad, hay una precesién
libre del eje de la peonza alrededor de la direccién del momento angular (correspondiendo
en este caso a la nutacién de la peonza); de acuerdo con (33.5), la velocidad angular de esta
precesion es:

Q.= M/I. )

En la segunda aproximacién, aparece una precesién lenta del momento M alrededor
de la vertical (fig. 50). Para determinar la velocidad de esta precesién, se calcula la media,
sobre un periodo de la nutacién, de la ecuacién del movimiento exacta (34.3).

dM/dt = K

El momento de la fuerza de la gravedad que actta sobre la peonza es K = uln; x g, donde
n; es el vector unitario a lo largo del eje de la peonza. Consideraciones de simetria mues-

A npr

G S
o o —
~.

tran evidentemente que el resultado del valor medio de K sobre el «cono de nutaciéon»
consiste en sustituir ng por su componente (M/M) cos a en la direccién de M (siendo a
el dngulo entre M y el eje de la peonza). Se obtiene asi la ecuacion

dM/dt = —(pl/M)gxM cos «.

Esto significa que el vector M estd animado de un movimiento de precesién alrededor de
la direccién de g (es decir, la vertical) con una velocidad angular media

8 = —(ul/M)g cos = @)

que es pequefia comparada con .
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En esta aproximacion las magnitudes M y cos a de las férmulas (1) y (2) son constantes
(aunque no sean exactamente integrales del movimiento). Con la misma aproximacién
estdn ligadas a las magnitudes estrictamente conservativas E y M, por las relaciones

M3 = M cos «a,
cos?a  sen2x
Ex 4M2( i )
* Is I

§ 36. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones del movimiento descritas en § 34 estdn referidas a un sistema
de coordenadas fijo: las derivadas dP/dt y dM/d¢ en las ecuaciones (34.1) y (34.3)
son las velocidades de variacién de los vectores P y M con respecto a ese sistema.
Sin embargo, la relacién mds sencilla entre las componentes del momento angu-
lar de rotacion M del cuerpo rigido y las componentes de la velocidad angular
tiene lugar en un sistema de coordenadas mévil cuyos ejes son los ejes princi-
pales de inercia. Para poder utilizar esta relacion, se deben transformar pri-
meramente las ecuaciones del movimiento refiriéndolas a un sistema mévil de
coordenadas x;, x5, Xs.

Sea dA/dt la velocidad de variacién de un vector A con respecto al sistema
fijo. Si el vector A no cambia en un sistema que gira, su velocidad de variacién
relativa al sistemna fijo serd debida tinicamente a la rotacién, y se tendra entonces,

dA/dt = QxA;

[véase § 9, donde se ha puntualizado que férmulas tales como (9.1) v (9.2) son
validas para todo vector]. En el caso general, debe afiadirse al segundo miembro
de esta igualdad la velocidad de variacion del vector A con respecto al sistema
moévil; designando esta velocidad por d’A/dt, se obtiene:

dA dA

— = —+Q xA. 36.1

d: ds 36D

Usando esta férmula general, pueden escribirse inmediatamente las ecua-
ciones (34.1) y (34.3) en la forma

d'P dM :
—+QxP =F, —+QxM = K. 36.2
" +8 % ” +82 % (36.2)

Puesto que la derivacién respecto al tiempo se efecttia aqui en el sistema mévil
de coordenadas, pueden proyectarse directamente las ecuaciones sobre los ejes
de este sistema, escribiendo,

(d'P/dt)y = dPy/dt, ..., ('M/ds), = dMy/dt, ...,

donde los indices 1, 2, 3, designan las componentes sobre los ejes x;, x», X.
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Sustituyendo en la primera ecuacién P por uV obtenemos:

dv;
[L(—Et—-i- QsV3— QaVz) = F,

dV,
[.L(d—t+ QaV;— Qle) = Fy, (36.3)

dt

Si los ejes x;, X2, x3 coinciden con los ejes principales de inercia, se puede poner
M, = I, 8,, etc., en la segunda ecuacién de (36.2), obteniéndose:

dv;
[L(——i-i-QlVg—Qle) = Fs. J

I dQl/dt + (13— 12)9293 = K,
L dQufdt + (I~ I5)QsQ1 = Kz, b (36.4)
I3 dQs/dt + (12 - Il)Qlﬂz = Kj.

Las ecuaciones (36.4) se llaman ecuaciones de Euler.
En la rotacién libre K = 0, de modo que las ecuaciones de Euler toman la
forma:

dQ]/dt+(13—Iz)Qgﬂg/Il =0, ]
dQufdt + (I1— I3)Qau Iz = 0, J» (36.5)
dQs/dt + (Iz - 11)9192/13 = 0.

A titulo de ejemplo, apliquemos estas ecuaciones a la rotacién de la peonza
simétrica ya estudiada. Poniendo I, = I,, la tercera ecuacién da 2; = 0, es
decir, 2; = cte. Escribimos entonces las dos primeras ecuaciones en la forma

A = —wQs, Qs = 0y,
donde se ha introducido la magnitud constante
o = Qy(Is— L)/ (36.6)
Multiplicando la segunda ecuacién por ¢ y suméndola a la primera, resulta:
d(Q; +1Q)/dt = iw(Q; +iQs),
asi que
Q) +1Qp = A exp(iwt),

siendo A una constante, que puede, considerarse como real (eligiendo conve-
nientemente el origen de tiempos), y se tiene entonces,

Q; = A4 cos wt, Qp = Asen wt. (36.7)
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Este resultado muestra que la proyeccién de la velocidad angular sobre un
plano perpendicular al eje de la peonza gira en este plano con una velocidad
angular o, permaneciendo constante en moédulo (v 2,2 + 0,2 = A4). Puesto
que la componente 2; sobre el eje de la peonza es también constante, concluimos
que el vector & gira uniformemente con velocidad angular « alrededor del eje
de la peonza, conservando su moédulo invariable. Teniendo en cuenta las rela-
ciones M, = 1,Q,, M, = I,Q,, M; = I;0Q; entre las componentes de los vec-
tores My £, es evidente que el vector momento angular M realiza el mismo
movimiento con respecto al eje de la peonza.

Naturalmente que esta descripcion representa sencillamente otro aspecto
del movimiento de la peonza, ya estudiado en § 33 y § 35 con respecto al sistema
de coordenadas fijo. En particular, la velocidad angular de rotacion del vector M
(eje Z en la fig. 48) alrededor de la direccién de x3, en funcién de los dngulos
de Euler, coincide con la velocidad angular — y. Usando las ecuaciones (35.4),
se tiene:

. Mcosf 1 1
= ————dcosh = McosG(————),
I I3 L

- = Qy(I3-I1)/ 1,
de acuerdo con (36.6).

§ 37. La peonza asimétrica

Apliquemos ahora las ecuaciones de Euler al problema mas complejo de la
rotacién libre de una peonza asimétrica, cuyos tres momentos de inercia son
diferentes. Para fijar ideas, suponemos

Is > Iz > Il. (37.1)

Dos integrales de las ecuaciones de Euler son ya conocidas, pues estdn dadas
por las leyes de la conservacién de la energia y del momento angular:

L2+ Q02+ [3Q32 = 2F,

7.2
1202+ 1202 + 152Q52 = M2, (¢7.2)

donde la energia E y el valor absoluto M del momento angular son constantes
dadas. Estas dos ecuaciones expresadas en funcién de las componentes del
vector M son:

M2 M Mg
L L I
M2+ Ma2+ Mg? = M2, (37.4)

= 2, (37.3)
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Pueden ya deducirse algunas conclusiones relativas a la naturaleza del mo-
vimiento de la peonza. Para ello, observemos que, geométricamente, en los ejes
M,, M,, M, las ecuaciones (37.3) y (37.4) son, respectivamente, la ecuacién
de un elipsoide de semiejes

V/(2EL), v/(2EL), /(2EL)

y la de una esfera de radio M. Cuando el vector M se mueve (con respecto a los
ejes de inercia de la peonza), su extremo se desplaza a lo largo de la linea de
interseccion de estas dos superficies (la fig. 51 representa un cierto nimero de
estas lineas de interseccién de un elipsoide con esferas de distintos radios). La
existencia de una interseccién estd asegurada por las desigualdades evidentes

2EL < M? < 2EI;, (37.5)

que geométricamente significan que el radio de la esfera (37.4) estdi compren-
dido entre el mas pequefio y el mayor de los semiejes del elipsoide (37.3).

Fic. 51

Examinemos el cambio de caricter de estas «trayectorias» del extremo del
vector M', cuando M varia (para una energia dada E). Cuando M?® es sélo lige-
ramente superior a 2EI,, la esfera corta al elipsoide en dos pequefias curvas
cerradas que rodean al eje x; en las proximidades de los dos polos correspon-
dientes del elipsoide (cuando M? — 2EI,, estas curvas tienden a confundirse
con los polos). A medida que M? crece, las curvas se ensanchan, y para M* =
= 2EI, se convierten en dos curvas planas (elipses) que se cortan en los polos
del eje x,. Cuando M?* continta creciendo, aparecen de nuevo dos trayectorias

! Las curvas analogas descritas por el extremo del vector  se llaman polodias.
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cerradas distintas, pero que ahora rodean los polos del eje x3, y se confunden
con estos polos para M* — 2EI;.

Observamos primeramente que, puesto que las trayectorias son cerradas, el
movimiento del vector M relativo a la peonza es periédico; durante un periodo
el vector M describe una superficie cénica, volviendo a su posicién inicial.

Seguidamente observamos el caricter esencialmente distinto de las trayec-
torias en las proximidades de los diferentes polos del elipsoide. En las proximi-
dades de los ejes x; y x5, las trayectorias rodean completamente los polos corres-
pondientes, pero las trayectorias que pasan cerca de los polos del eje x, se separan
en seguida a una gran distancia de estos puntos. Esta diferencia corresponde
a la diferente estabilidad de la rotacion de la peonza alrededor de sus tres ejes
de inercia. La rotacién alrededor de sus ejes x; y x; (correspondientes al mayor
y al menor de los tres momentos de inercia) es estable, en el sentido de que,
para una pequefia perturbacion de estos estados, el movimiento resultante es
préximo al movimiento inicial. Sin embargo, la rotacion alrededor del eje x.
es inestable: una pequefia desviacion basta para provocar un movimiento que
lleva a la peonza lejos de su posicidn inicial.

Para determinar la dependencia con el tiempo de las componentes de
(o de las de M que son proporcionales a las de ) utilizaremos las ecuaciones
de Euler (36.5). Expresando 2, y 25 en funcién de 2, por medio de las ecua-
ciones (37.2) y (37.3):

Q2 = [(2EL3— M?)— Iy(I3— I)32%) I(Is - 1),

Qg? = [(M2—2EL)— Iy(Iz— [1)Q:?)/I(I3— 1), (37.6)

y sustituimos en la segunda ecuacion (36.5), obteniendo:
dQs/dt = (I3— 1) Qs/ 15
= V{[(2EI3— M?)— Iy(I3— I3)Q22] x
x [((M2—2E@L)— Iy(Is — I1)Q222]}/ oA/ (11]3). (37.7)

Separando variables e integrando, se obtiene la funcién #(£2;) como una integral
eliptica. Para reducir ésta a la forma normal, supondremos, para fijar ideas

M? > 2EI;

(en el caso contrario se deben intercambiar los indices 1 y 3 en las férmulas
siguientes). En lugar de ¢ y Q, tomamos las nuevas variables

T = t\/[(Is—I2)(M2—2E11)/111213], (37 8)
s = Qon/[Io(I3— I5)[(2EL3 - M?)], )
y definiendo el parametro positivo® k* < 1 por
k2 = (I— I)(2EI3 - M?)/(I3— I;)(M?—2EL), (37.9)

! Denominado mdédulo de las funciones elipticas definidas a continuacién.
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obtenemos

8
f ds
T= ,
Y (=)
(el origen de tiempos se elige de modo tal que 2, = 0 para ¢t = 0). La funcién
inversa s(7) constituye una funcién eliptica de Jacobi:
s =snr,
que determina £, en funcién del tiempo. Las funciones €2,(¢) y 2,(¢) son fun-

ciones algebraicas de 2,(¢) dadas por (37.6). Teniendo en cuenta las definicio-
nes de las funciones elipticas

cn7 = 4/(1—-sn?7),dn7 = /(1 —k2Zsn?7),

se obtiene, finalmente,

O = v/[ZEL— ML~ h)] enr, }

Qs = +/[(2ELz— M?)[Iy(I5— I3)] sn,
Qs = +/[(M2=2E@L)/I5(Is—I)] dn .

(37.10)

Las funciones (37.10) son peridédicas, y su periodo con respecto a la varia-
ble 7 es 4K, donde K es una integral eliptica completa de primera especie:

K= f & - f——d"——— (37.11)
. V(=21 - k%2)] ; +/(1—K2sen2u) '

El periodo con respecto a ¢ es, por lo tanto,
T = 4Ky/[I1][o53](I3— L)Y(M2—-2EL)]. (37.12)

Al cabo de un tiempo T el vector £ vuelve a su posicién inicial con relacién a los
ejes de la peonza. (Sin embargo, la propia peonza no vuelve a su posicién inicial
con relacién al sistema de coordenadas fijo: ver més abajo.)

Para I, = I, las férmulas (37.10) evidentemente se reducen a las obtenidas
en § 36 para una peonza simétrica. En efecto, cuando I, — I,, el parimetro
k* — 0 y las funciones elipticas degeneran en funciones circulares:

snT —>sen7, cn7T >cos7, dn7T — 1,

y volvemos a las férmulas (36.7).

Cuando M*® = 2EI;, se tiene 0, = Q, = 0, 2; = cte., es decir, que el
vector & esta constantemente dirigido segin el eje x;. Este caso corresponde
a una rotacién uniforme de la peonza alrededor del eje x3. De la misma manera,
para M? = 2EI, (cuando » = 0) se tiene una rotacién uniforme alrededor del
€je x;.

www.FreeLibros.me



144 MECANICA

Determinemos ahora el movimiento absoluto de la peonza en el espacio en
funcién del tiempo (es decir, el movimiento con respecto al sistema fijo de
coordenadas X, Y, Z). Para ello, utilizamos los 4ngulos de Euler ¥, é , 6, entre
los ejes de la peonza y los ejes X, Y, Z, tomando el eje Z en la direccién del
vector constante M. Puesto que el 4ngulo polar y el azimut del eje Z con respecto
a los ejes x;, x5, X3 son, respectivamente, 0 y in — ¥ (véase la nota al pie de la
pig. 133), se obtiene tomando las componentes de M sobre los ejes xy, x5, Xs:

Msenfseny = My = I,
Msenf cosp = Mz = IQq, (37.13)
M cosf = Ms = IaQs.

De dond
€ conde cos8 = I;Qs/M, tg ¢ = L1/ IOy, (37.14)

y teniendo en cuenta las férmulas (37.10)
cosf = \/[I;;(Mz— 2EL)|M?*(I3—I;)] dn 7,
tg ¢ = +/[L(Is—I;)/I(I3—I})] cn7/sn,

que determinan 6 y y en funcién del tiempo; igual que las componentes de £,
son funciones periédicas de periodo (37.12).

El 4ngulo ¢ no aparece en las férmulas (37.13), y para calcularlo es preciso
volver a las férmulas (35.1), que expresan las componentes de  en funcién de
las derivadas de los 4ngulos de Euler. Eliminando 0 entre las ecuaciones

(37.15)

Q) = $senfsen i+ cos i,
Qs = ¢ senf cos Y~ seny),

obtenemos,

é = (Q seny+ Q5 cos )/senb,

.y, entonces, usando las férmulas (37.13),
dé/dt = (112 + LQ2)M (11212 + 1,2Q,2). (37.16)

La funcién ¢(t) estd determinada por una integral, pero el integrando contiene
funciones elipticas en una forma complicada. Por medio de algunas transfor-
maciones bastante complejas, se puede expresar la integral en términos de la
«funcién thétar. Sin efectuar los célculos, indicamos solamente el resultado final 1

La funcién ¢(¢) puede representarse (aparte de una constante aditiva arbi-
traria) por una suma de dos términos:

$(t) = $1(2)+ (), (37.17)

! Los célculos pueden verse en el libro por E. T. Whittaker, «Analytical Dinamics», 4.2 edicién,
Cambridge Univ. Press, 1937 (reimpresién: Dover Pub., New York, 1945).

www.FreeLibros.me



MOVIMIENTO DEL SOLIDO 145

uno de los cuales estd dado por

exp[2idi(2)] = Sur (ng-—ia) / 301(2%”«), (37.18)

donde %, es la funcién théta, y « una constante real definida por la igualdad

sn(2iaK) = iv/[To(M?— 2EL)/I(2ETs— MP)]; (37.19)

[K'y T estdin dados por (37.11) y (37.12)]. La funcién del segundo miembro
de (37.18) es periédica, de periodo 7, de modo que ¢, (¢) varia 2 durante un
tiempo T. El segundo término de (37.17) estd dado por

M i 80'(ix)
T 2zl =T Sa(ia)

¢e(t) = 2mtT", (37.20)

Esta funcién aumenta en 27 durante el tiempo 77, asi que el movimiento en
relacion con el dngulo ¢ se presenta como la combinacién de dos movimientos
periddicos; uno de los periodos (7)) coincide con el periodo de variacién de los
angulos v y 6, mientras que el otro (7”) es inconmensurable con el primero.
Esta ultima circunstancia lleva consigo que la peonza no vuelva nunca exacta-
mente a su posicién inicial.

PROBLEMAS

1. Determinar la rotacién libre de una peonza alrededor de un eje cercano al eje de
inercia x3 (0 al x,).

Solucién: Sea el eje x; proximo .a la direcciéon de M. Entonces las componentes M,
y M, son pequeifias, y la componente M; ~ M (prescindiendo de los infinitésimos de se-
gundo orden). Con la misma aproximacién, las dos primeras ecuaciones de Euler (36.5),
se escriben :
dMi/dt = QoMa(1 —I3/13),
dMz/dt = QoMy(Is/—1),
donde se ha introducido la constante 2, = M/I;. Siguiendo la regla general, buscamos
para M, y M, soluciones proporcionales a exp(iwt), y se obtiene para la frecuencia el valor

o= o [E)E)

Los valores de M; y M, son:

M= Ma /(—73 -1 )cos o, M= Ma /(ﬁ -1) sen wt, @)
Iy I

donde a es una constante arbitraria pequefia. Estas férmulas determinan el movimiento
del vector M relativo a la peonza; en la figura 51, el extremo del vector M describe, con la
frecuencia w, una pequena elipse alrededor del polo del eje x3.
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Para determinar el movimiento absoluto de la peonza en el espacio, calculemos sus
angulos de Euler. En el presente caso, el dngulo 0 entre el eje x; y el eje Z (direccién de M)
es pequeio, y por las férmulas (37.14)

tg ¥ = Mi/Ms,
62 x 2(1 —cos 6) = 2(1 ~M3/M) ~ (Mi2+M22)[M?2;
sustituyendo (2), se obtiene,

tg ¢ = VLG =TTl —1I)] ctg ot,

I I
02 = az[(_f -1) cosZwt+ (—8 —1) senfwt ]
I I

€]

Para calcular el angulo ¢, observemos que, por la tercera férmula (35.1), se tiene, para § < 1:

Qor Q& P+,

Por tanto, 4
¢ = Qot—y, *
(omitiendo una constante de integracién arbitraria).

Se obtendra una idea clara de la naturaleza del movimiento de la peonza si se consideran
los cambios de direccién de sus tres ejes de inercia. Sean n,, n,, n; los vectores unitarios
a lo lua. go de estos ejes. Los vectores n; y n; giran uniformemente en el plano XY con fre-
cuencia £,, y al mismo tiempo realizan pequenias oscilaciones transversales de frecuencia w;
estas oscilaciones estin determinadas por las componentes Z de los vectores en cuestién:

mz & Mi/M = av/(I5[Iz—1) cos wt,
n2z = Me/M = av/(Izs/[1—1) sen wt.
Para el vector n, se tiene, con la misma precisién:
n3z X Osen, n3gy x —0 cos ¢, maz 1.

(el dngulo polar y el azimut de la direccién de n; con respecto a los ejes X, Y, Z son 0

y ¢ — in; véase la nota al pie de la pag. 133). Escribimos también, utilizando las férmu-
las (37.13):

nsz = Osen(Qot—1)
0 sen Qqot cos Y—0 cos Qot sen ¢
= (Mz/M) sen Qot—(M1/M) cos Qot

=a [ (-? —l)sen Qot sen wt—a [ — —1 cos Qot cos wt
. 1

e = —taf (5 =)+ (1))
(R =
De la misma manera,

nay——;a[J —j +,/ ]sen(Qo+w)t+
) e

i

y, finalmente,

cos(Qo+ w)t+
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Esta claro por ello que el movimiento del vector n; es una superposicion de dos rota-
ciones alrededor del eje Z con frecuencias £, + w.

2. Determinar la rotacién libre de una peonza para la cual M* = 2E,.

Solucién: Este caso corresponde al movimiento del extremo del vector M a lo largo
de una curva que pasa por el polo del eje x, (fig. 51). La ecuacién (37.7) toma la forma

ds/dr = 1—32, 7 = t/[(L—N)(Is—I2) LIs]Q0, s = Q2/Qy,

donde 9, = M|I, = 2E/M. Integrando esta ecuacién, y utilizando después las férmulas
(37.6), se obtiene:

Q1 = QoV[L(I3—k)/Ii(Is—I\)] sech r,
Qs = Qo th 7, ’ (1)

Q3 = Qo [Io(Iz—L)/I(I3—11)] sech 7.

Para describir el movimiento absoluto de la peonza, se hacen intervenir los dngulos
de Euler, definiendo 6 como el 4ngulo entre el eje Z (direccién de M) y el eje x, de la peonza
(no el eje x5 como antes). En las férmulas (37.14) y (37.16), que ligan las componentes del
vector & a los dngulos de Euler, deben permutarse ciclicamente los indices 1, 2,3 — 3,1, 2.
Sustituyendo (1) en esas férmulas, tenemos,

cos § = thr, ¢ = Qot-cte
tg ¢ =  [La(—h)/h(Ts—F)].

Las férmulas obtenidas muestran que, cuando t — 00, el vector & se aproxima asin-
téticamente al eje x,, el cual tiende también asintéticamente al eje Z.

§ 38. Cuerpos rigidos en contacto

Las ecuaciones del movimiento (34.1) y (34.3) muestran que las condiciones
de equilibrio de un cuerpo rigido se pueden formular anulando la resultante
general y el momento resultante de las fuerzas que actGan sobre él.

F=>f=0, K=Srxf=0. (38.1)

La suma se extiende a todas las fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo, y r es
el radio vector del «punto de aplicacién» de estas fuerzas; el origen, con respecto
al cual se definen los momentos, puede escogerse arbitrariamente, ya que si
F = 0 el valor de K no depende de esta eleccién [véase (34.5)].

Si se tiene un sistema de cuerpos rigidos en contacto, existe equilibrio cuando
las condiciones (38.1) se satisfacen separadamente para cada cuerpo. Las fuerzas
consideradas deben entonces incluir aquellas fuerzas ejercidas sobre cada cuerpo
por los que estin en contacto con él. Estas fuerzas estdn aplicadas en los puntos
de contacto y se llaman reacciones. Es evidente que las reacciones mutuas de
dos cuerpos son iguales y de sentido contrario.

En general, los valores y las direcciones de las reacciones se determinan
resolviendo el sistema de las ecuaciones de equilibrio (38.1) para todos los cuer-
pos a la vez. Sin embargo, en ciertos casos las direcciones de las fuerzas de

www.FreeLibros.me



148 MECANICA

reaccién estin dadas por las condiciones del problema. Por ejemplo, si dos
cuerpos pueden deslizar libremente uno sobre otro, la reaccién entre ellos es
normal a la superficie de contacto.

Si los cuerpos en contacto estdn en movimiento relativo, apareceran, ademas
de las fuerzas de reaccion, fuerzas de rozamiento que tienen un caricter disipativo.

Hay dos tipos posibles de movimiento de los cuerpos en contacto: desliza-
miento y rodadura. En el deslizamiento, la reaccién es perpendicular a las super-
ficies en contacto, y la fuerza de rozamiento es tangencial. La rodadura pura
estd caracterizada por el hecho de que no hay movimiento relativo de los cuerpos
en el punto de contacto; esto es, el cuerpo que rueda estd en cada instante como
si fuese fijo en el punto de contacto. La direccién de la reaccién puede ser cual-
quiera, es decir, no es necesariamente normal a las superficies de contacto. El
rozamiento aqui aparece como un momento suplementario que se opone a la
rodadura.

Si el rozamiento en el deslizamiento es lo suficientemente pequeno para que
pueda despreciarse, las superficies de los cuerpos se dicen perfectamente lisas.
Al contrario, si las propiedades de la superficie de los cuerpos no admiten mads
que rodadura pura, sin deslizamiento, y el rozamiento en la rodadura puede
despreciarse, las superficies se dicen perfectamente rugosas.

En estos dos casos las fuerzas de rozamiento no figuran explicitamente en
el problema del movimiento de los cuerpos, que es por lo tanto puramente
mecénico. El movimiento no serd un proceso puramente mecanico si las pro-
piedades del rozamiento juegan un papel esencial en él (véase § 25).

El contacto entre los cuerpos disminuye el nimero de sus grados de libertad
comparado con el caso del movimiento libre. Hasta el presente, estudiando tales
problemas, se ha tenido en cuenta esta reduccién haciendo intervenir las coor-
denadas que correspondian directamente al nimero real de grados de libertad.
Sin embargo, en la rodadura una eleccién tal de las coordenadas puede ser im-
posible.

La condicién impuesta en el movimiento de rodadura es que las velocidades
de los puntos de contacto deben ser iguales; por ejemplo, cuando un cuerpo
rueda sobre una superficie fija, la velocidad del punto de contacto debe ser nula.
En el caso general, esta condicién estd expresada por ecuaciones de ligadura
del tipo

> Caifi = 0, (38.2)
1

donde las c4; son funciones de las coordenadas solamente (el indice a numera
las ecuaciones de ligadura). Si los primeros miembros de estas ecuaciones
no son derivadas totales con respecto al tiempo de funciones de las coordenadas,
estas ecuaciones no pueden ser integradas. En otras palabras, no pueden redu-
cirse a relaciones entre las coordenadas solamente, que podrian utilizarse para
expresar la posicion de los cuerpos por un nimero menor de coordenadas,
correspondiente al nimero real de grados de libertad. Tales ligaduras se llaman
no holénomas (en oposicion a las ligaduras holénomas, que relacionan solamente
las coordenadas del sistema).

www.FreeLibros.me



MOVIMIENTO DEL SOLIDO 149

Consideremos, por ejemplo, una esfera que rueda sobre una superficie plana.
Como de costumbre, llamaremos V a la velocidad de traslacién (velocidad del
centro de la esfera), y £ a la velocidad angular de rotacién. La velocidad del
punto de contacto con el plano se obtiene poniendo r = — an en la féormula
general v =V 4+ £ X r (a es el radio de la esfera y n el vector unitario de la
normal al plano en el punto de contacto). La ligadura buscada estd dada por
la condicién de que no haya deslizamiento en el punto de contacto, es decir,

V-aQxn = 0. (38.3)

Esta ecuacién no es integrable: aunque la velocidad V es la derivada total res-
pecto al tiempo del radio vector del centro de la esfera, la velocidad angular no
es en general la derivada total de una coordenada respecto al tiempo, de modo
que la ligadura (38.3) es no holénoma'.

Puesto que no pueden utilizarse las ecuaciones de ligaduras no holénomas
para reducir el nimero de coordenadas, entonces cuando se presentan tales
ligaduras es necesario usar coordenadas que no son todas independientes. Para
establecer las ecuaciones de Lagrange correspondientes, volveremos al principio
de minima accién.

La presencia de ligaduras del tipo (38.2) impone ciertas restricciones en los
valores posibles de las variaciones de las coordenadas: multiplicando las ecua-
ciones (38.2) por 8¢, se encuentra que las variaciones dg; no son independientes,
sino estdn relacionadas por

Z cxidg; = 0. (38.4)
i

Esto debe tenerse en cuenta cuando se varia la accién. Segin el método de La-
grange para hallar extremales condicionados, deben afiadirse al integrando de
la variacién de la accién

oL d /oL
65 = | Sog [ =-Z dt
fz q‘[agi dt(aq,)]

los términos de la izquierda de las ecuaciones (38.4) multiplicados por coefi-
cientes indeterminados® A, (funciones de las coordenadas), y después igualar
el integrando a cero. Entonces pueden considerarse todas las variaciones dg;
como independientes, y se obtienen las ecuaciones

aL) oL sy s
oCat- .
dt (qu - (38.5)

! Observemos que la ligadura andloga en la rodadura de un cdmdro seria holénoma. En este
caso, el eje de rotacién tiene una direccién fija en el espacio, y, por lo tanto, 2 = d¢/d¢ es una derivada
total del 4ngulo ¢ de rotacién del cilindro alrededor de su eje. La condicién (38.3) puede entonces
integrarse y da una relacién entre el dngulo ¢ y la coordenada del centro de masa.

? Denominados multiplicadores de Lagrange.
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Estas ecuaciones, junto con las ecuaciones de ligadura (38.2), constituyen un
sistema de ecuaciones completo para las incognitas ¢; v 4.

En el método expuesto no figuran las fuerzas de reaccidén; el contacto de los
cuerpos estd representado globalmente por las ecuaciones de ligadura. Existe
sin embargo otro método para establecer las ecuaciones del movimiento de
cuerpos en contacto, en el cual se introducen explicitamente las reacciones.
Este método, que constituye el principio de d’Alembert, consiste esencialmente
en escribir para cada uno de los cuerpos en contacto las ecuaciones

dP/dt = 3f,  dM/dt = 3 rxf, (38.6)

estando comprendidas las fuerzas de reaccién en el conjunto de las fuerzas f
que actian sobre el cuerpo; estas fuerzas son desconocidas a priori y se deter-
minardn, a la vez que el movimiento del cuerpo, resolviendo las ecuaciones.
Este método es igualmente aplicable para ambas clases de ligaduras, holénomas
y no holénomas.

PROBLEMAS

1. Utilizando el principio de d’Alembert, hallar las ecuaciones del movimiento de una
esfera homogénea que rueda sobre un plano bajo la accién de una fuerza exterior F y de
un momento K.

Solucion: La ecuacién de ligadura es (38.3). Llamando a la fuerza de reaccién en el
punto de contacto entre la esfera y el plano R, se escriben las ecuaciones (38.6):

p dV/dt = F+R, ¢)}
1dQ/dt = K—an xR, )

(teniendo en cuenta que P = 4V y que para una peonza esférica M = IQ). Derivando
con respecto al tiempo la ecuacion de ligadura (38.3), se obtiene:

V = aQxn.
Sustituyendo en (1) y eliminando € por medio de (2), se encuentra,
(I/ap)(F+R) = Kxn—aR+an(n- R),

que relaciona la fuerza de reaccién con F y K. Escribiendo esta ecuacién en componentes
v sustituyendo I = £ pua® (véase problema 2 b, § 32), se tiene

5 2 5 2
Rz = %Ky—in, Ry = —%Kz— ;Fy, Rz = '—Fz,

(se ha tomado el plano como plano xy). Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (1),
se obtienen las ecuaciones del movimiento conteniendo solamente los datos, fuerza exterior
y momento:

dt Tu a
iﬁ’ = i(F _ K )
de Tn a
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Las componentes 2, y 2, de la velocidad angular se expresan en funcién de V, y V, por
la ecuacién de ligadura (38.3), y para £, se tiene,

fpa? dQ,/dt = K,
[componente =z de la ecuacién (2)].
2. Una varilla homogénea BD de peso P y longitud / estd apoyada contra una pared

(fig. 52); su extremo inferior B estd mantenido por un hilo AB. Calcular la reaccién de la
pared y la tensién del hilo.

Fie. 52

Soluciéon: El peso de la varilla puede representarse por una fuerza P aplicada en su
punto medio y dirigida verticalmente hacia abajo. Las reacciones Rz y R estdn respecti-
vamente dirigidas verticalmente hacia arriba y perpendicularmente a la varilla; la tensién T
del hilo esta dirigida de B hacia A. La resolucién de las ecuaciones de equilibrio da

Rc¢ = (Pl/4h)sen20, Rg = P—Rcsena, T = Rccos «,

Fi1c. 53
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3. Una varilla AB de peso P tiene un extremo sobre un plano horizontal y el otro en
un plano vertical, y se mantiene en esta posicién por dos hilos horizontales AD y BC; el
hilo BC se halla en el mismo plano vertical que la varilla. Determinar las reacciones de los
planos y las tensiones en los hilos.

Solucién: Las tensiones de los hilos T, y Ty estdn dirigidas de 4 hacia D y de Ba C,
respectivamente. Las reacciones R, y Rg son perpendiculares a los planos correspondientes.
La resolucién de las ecuaciones de equilibrio da:

Rp =P, Tg=1P ctga, R4 = TpsenpB, T4 = Tp cos B.
4. Dos varillas de longitud ! y peso despreciable estin unidas por una articulacidn,

y sus extremos se apoyan en un plano conectados por un hilo AB (fig. 54). En el centro de
una de las varillas se aplica una fuerza F. Determinar las reacciones.

e

X

\
\
\

F1c. 54

Solucion: La tensién T del hilo actia en el punto 4 de A4 hacia B, y en el punto B de
B hacia A. Las reacciones R, y Ry son perpendiculares al plano. Sea R la reaccién sobre
la varilla AC en la articulacién; entonces, sobre la varilla BC acta una reaccién — Rq.
La condicién de que la suma de los momentos de las fuerzas Rz, Ty — R, sobre la varilla
BC sea nula muestra que R agtia a lo largo de BC. Las otras condiciones de equilibrio
(para las dos varillas por separado) dan:

Ra =4F, Rp = 1F, Rc =%}Fcosec a, T = }F ctg «,

donde a es el dngulo CAB.

§ 39. Movimiento en un sistema de referencia no inercial

Hasta aqui, siempre se han utilizado sistemas de referencia inerciales al
discutir el movimiento de los sistemas mecanicos. Por ejemplo, la lagrangiana
de una particula en un campo exterior

Ly = ymve>— U, (39.1)
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y la ecuacién del movimiento correspondiente
m dvo/dt = —aU/or,

son vilidas solamente en un sistema inercial. (En esta seccién se designari con
el indice 0 las magnitudes referidas a un sistema inercial.)

Veamos ahora qué forma toman las ecuaciones del movimiento de una
particula en un sistema no inercial. El punto de partida para resolver este pro-
blema es otra vez el principio de la minima accién, cuya validez no depende
del sistema de referencia elegido. Las ecuaciones de Lagrange
d ( aL) oL (39.2)
dz \ ov or )

son igualmente vilidas. Sin embargo, la lagrangiana no toma la forma (39.1),
y para calcularla debe transformarse adecuadamente la funcién L,.

Esta transformacion se realiza en dos etapas. Consideremos, primero un
sistema de referencia. K’ que se mueve con una velocidad de traslacién V()
con respecto al sistema de referencia inercial K,. Las velocidades v, y v’ de una
particula, en los sistemas K, y K’ respectivamente, estidn relacionadas por

vo = v + V(2). (39.3)
Sustituyendo en (39.1) se obtiene la lagrangiana en el sistema K"
L' = mv2+mv'-V+imV2-U.

Pero V() es una funcién dada del tiempo, y puede escribirse como la deri-
vada total respecto a t de otra funcién, y por tanto puede omitirse el tercer
término de L’. Por otro lado, v/ = dr’/d¢, donde r’ es el vector de posicién de
la particula en el sistema de coordenadas K’; en consecuencia,

mV(t)-v = mV.dr'/dt = d(mV.r')/dt—mr’-dV/dt.

Sustituyendo en la lagrangiana y omitiendo de nuevo la derivada total con res-
pecto al tiempo, se tiene finalmente

L' = imy2—mW(t)-r' — U, (39.4)

donde W = dV/dt es la aceleracién del movimiento de traslacién del sistema K’.
La ecuacién de Lagrange que se deduce de (39.4) es:

m— = ——a—l—]—mW(t). (39.5)

Desde el punto de vista de su influencia en la ecuacién del movimiento de la
particula, un movimiento de traslacién acelerado del sistema de referencia es
equivalente a la aplicacién de un campo de fuerzas homogéneo en el que la
fuerza es igual a la masa de la particula multiplicada por la aceleracion W, y en
sentido contrario a esta aceleracion.
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154 MECANICA

Introduzcamos ahora otro sisterna de referencia K, cuyo origen coincide
con el de K’, pero que gira con relacién a K’ con velocidad angular £ (¢); con
respecto al sistema inercial Ko, el sistema K efectda a la vez una traslacién y una
rotacion.

La velocidad v’ de la particula con relacién al sistema K’ se compone de su
velocidad v relativa al sistema K y de la velocidad £ x r del movimiento de
su rotacién con K:

vV = v+Qxr

(los vectores de posicién r y ¢’ de la particula en los sistemas K y K’ coinciden).
Sustituyendo en la lagrangiana (39.4), se obtiene:

L = im0+ mv-Q xr+im(Q xr)2—mW.r—U. (39.6)

Esta es la forma general de la lagrangiana de una particula en un sistema de
referencia arbitrario, no necesariamente inercial. Observemos que la rotacién
del sistema de referencia hace aparecer en la lagrangiana un término lineal con
respecto a la velocidad de la particula.

Para calcular las derivadas que entran en la ecuacién de Lagrange, escri-
bimos la diferencial total:

dL = mv.-dv+mdv-Q xr+mv-Q xdr+

+m(Q xr) (R xdr)—mW.dr—(0U/or)-dr
mv-dv+mdv-Q xr+mdr-vxQ+

+m(R x1) x Q- dr — mW-dr — (8U/or)-dr.

Reuniendo por separado los términos que contienen dv y dr, se tiene,
OL[ov = mv+mQ xr,
OLjor = mvxQ+m(Q xr) xQ—mW —oU/or.

Sustituidas estas expresiones en (39.2), nos dan la ecuacién del movimiento
buscada:

mdv|dt = —3U[or —mW +mr xQ+2mv xQ+mR x(r xQ). (39.7)

Se ve que las «fuerzas de inercia» debidas a la rotacién del sistema se com-
ponen de tres partes. La fuerza mr x S es debida a la no uniformidad de la
rotacién, pero los otros dos términos existen aun cuando la rotacién sea uni-
forme. La fuerza 2mv x S se llama fuerza de Coriolis; a diferencia de todas las
fuerzas (no disipativas) consideradas hasta aqui, depende de la velocidad de la
particula. La fuerza mQ x (r x Q) se llama fuerza centrifuga; esta en el plano
formado por r y &, es perpendicular al eje de rotacién (es decir, a ) alejéndose
de él. El médulo de esta fuerza es mp£?, siendo ¢ la distancia de la particula
al eje de rotacidn.

Consideremos ahora el caso particular de un sistema de coordenadas ani-
mado de una rotacién uniforme y sin aceleracién en el movimiento de traslacién.
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Haciendo en (39.6) y (39.7) & = cte., W = 0, se obtiene la lagrangiana

L = im2+mv-Q xr+im(Q xr)2— U (39.8)
y la ecuacién del movimiento
mdv/dt = —0U/[or+2mv X Q+mQ x(r x Q). (39.9)
La energia de la particula en este caso se obtiene sustituyendo
p = 0L[ov = mv+mQ xr (39.10)
en E = pv — L, obteniéndose,
E = mo2—im(Q xr)2+ U. (39.11)

Observemos que la expresién de la energia no contiene término lineal en la
velocidad. La rotaciéon del sistema afiade simplemente a la energia un término
que depende solamente de las coordenadas de la particula y es proporcional
al cuadrado de la velocidad angular. Este término adicional — $m(2 x r)? se
llama energia potencial centrifuga.

La velocidad v de la particula con respecto al sistema que gira uniforme-
mente esta relacionada con su velocidad v, con respecto al sistema inercial K, por

Vo = V+Q Xr. (39.12)

El impetu p (39.10) de la particula en el sistema K coincide por lo tanto con su
impetu p, = mv, en el sistema K,. Los momentos angulares M, =r X po ¥y
M = r x p son también iguales. Sin embargo, las energias de la particula en
los sistemas K y K, son diferentes. Sustituyendo v de (39.12) en (39.11), se
obtiene

E = Imve?—mvo - Qxr+ U = 3mve2+ U—mrxvo -+ Q.

Los dos primeros términos son la energia E, en el sistema K,. Utilizando el
momento angular, se tiene

E = E,—M-Q. (39.13)

Esta férmula define la ley de transformacién de la energia cuando se pasa a un
sistema de coordenadas animado de una rotacién uniforme. Aunque se ha de-
ducido para una sola particula, es evidente que el razonamiento puede genera-
lizarse inmediatamente a un sistema cualquiera de particulas, y conduce a la
misma férmula (39.13).

PROBLEMAS

1. Encontrar la separacién con respecto a la vertical, provocada por la rotacién de la
Tierra, de un cuerpo que cae libremente. (La velocidad angular de rotacién se considera
pequena.)
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Solucién: En el campo de la gravedad U = — mgr donde g es el vector aceleracién
de la gravedad; despreciando en la ecuacién (39.9) la fuerza centrifuga que contiene el
cuadrado de L, se tiene la ecuacién del movimiento

v =2vxQ+g. 1)

Esta ecuacién puede resolverse por aproximaciones sucesivas. Para ello ponemos
v = v; + v;, donde v, es la solucidn de la ecuacién ¥, = g, es decir, v; = gt + v, (siendo
vo la velocidad inicial). Sustituyendo v = v; + v, en (1) y conservando solamente v, en
el segundo miembro, se obtiene para v; la ecuacién

vz = 2viXQ = 2tgx R+ 2vox Q.

La integracién da
r = h4vor+3ge2+113g xQ+12vo x 2, ¢))
donde h es el vector de posicién inicial de la particula.
Tomemos el eje z verticalmente hacia arriba y el eje x hacia el polo; entonces
gz=gy=0,g.= —g; Qz = Qcos A, Qy =0, Q; = Qsen],
donde 1 es la latitud (que tomamos norte para fijar ideas). Haciendo v, = 0 en (2), resulta,
x=0,y = —}3Q cos A.
Sustituyendo el tiempo de caida ¢ ~ +/(2k/g), encontramos finalmente,
x =0,y = — }(2h/g)*"2gQ cos A,

(el signo menos indica un desplazamiento hacia el este).

2. Determinar la separacién de la trayectoria de un cuerpo lanzado desde la superfi-
cie de la Tierra con velocidad V;, respecto del plano inicial.

Solucién: Sea el plano xz tal que contenga la velocidad v,. La altura inicial es 2 = 0.
La desviacion lateral dada por la ecuacién (2) del problema 1 es:

= —3$120Q 2 +12(Qzv0: — Q2v0z)
o, sustituyendo la duracién dela trayectoria t &~ 2vy,/g:
y= %ozz(ivozﬂz—vozﬂs)/gz-

3. Determinar la influencia de la rotacién de la Tierra en las pequefias oscilaciones
de un péndulo (problema del péndulo de Foucault).

Solucién: Despreciando el desplazamiento vertical del péndulo, como infinitésimo de
segundo orden, puede considerarse que el movimiento tiene lugar en el plano horizontal xy.
Omitiendo los términos que contienen £2°, se tienen las ecuaciones del movimiento

Etwlx = 2,09, §+wly = —2Q:%,

donde w es la frecuencia de oscilacion del péndulo si no se tuviese en cuenta la rotacién de
la Tierra. Multiplicando la segunda ecuacién por 7 y sumando, se obtiene la ecuacién Gnica

.

E42i0.8+w? =0
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en la magnitud compleja &§ = x + #y. Para 2, << o la solucién de esta ecuacién es:

¢ = exp(—iQ:t)[A1 exp(iwt) + Az exp(—iwt)]

x+iy = (xo+iyo) exp(—iQ:t),

donde las funciones x,(t) € y,(¢) dan la trayectoria del péndulo cuando se desprecia la rota-
cion de la Tierra. El efecto de esta rotacién es, por lo tanto, un giro de la trayectoria alre-
dedor de la vertical con una velocidad angular Q,.
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Carituro VII

ECUACIONES CANONICAS

§ 40. Ecuaciones de Hamilton

La formulacién de las leyes de la Mecénica con la ayuda de la lagrangiana
(y de las ecuaciones de l.agrange que de ella se deducen), presupone que el
estado mecanico del sistema estd determinado dando sus coordenadas y velo-
cidades generalizadas. Sin embargo, éste no es el Ginico método posible; la des-
cripcién del estado de un sistema en funcién de sus coordenadas e impetus
generalizados presenta un cierto nimero de ventajas, especialmente en el estudio
de diferentes problemas generales de Mecanica. Entonces se deben deducir
las ecuaciones del movimiento correspondientes a esta formulacién.

El paso de un conjunto de variables independientes a otro puede realizarse
mediante lo que se llama en matemdticas transformacion de Legendre. En el
presente caso esta transformacion toma la forma siguiente. La diferencial total
de la lagrangiana como funcién de las coordenadas y de las velocidades es:

Esta expresién puede escribirse,

dL = zpi dg¢+z pi dgy, (40.1)

puesto que las derivadas 0L/d¢;, son, por definicién, los impetus generalizados,
y 0L[/0g; = p; por las ecuaciones de Lagrange. Escribiendo el segundo término
de (40.1) en la forma

2pidg; = d(Zpigs) — Z¢s dps,

llevando la diferencial total d(Xp.4;) al primer miembro, y cambiando los signos,
se obtiene de (40.1):

d(> pigi—L) = =3 psdgi+ > gs dp.
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La cantidad bajo el signo diferencial es la energia del sistema (véase § 6);
expresada en funcion de las coordenadas y de los impetus, se llama funcion de
Hamilton o hamiltoniana del sistema:

H(p, q,1) = ; pigi—L. (40.2)

De la ecuacién

dH = —Zﬁi dq¢+z g dp¢, (403)

en la cual las variables independientes son las coordenadas y los impetus, se
obtienen las ecuaciones

g = oH /Bpi, ﬁi = —3H/3qi. (404‘)

Estas son las deseadas ecuaciones del movimiento en las variables py g, y se
llaman ecuaciones de Hamilton. Constituyen un conjunto de 2s ecuaciones dife-
renciales de primer orden, entre las 2s funciones incégnitas p;(t) v ¢:(t), que
sustituyen a las s ecuaciones de segundo orden obtenidas por el método de
Lagrange. A causa de su sencillez y simetria de forma se les llama ecuaciones
canonicas.

La derivada total con respecto al tiempo de la hamiltoniana es:

dH oH oH oH
= i+ > ——pbs.
dt ot +2 oq: % Z ops ‘

Sustituyendo ¢; v p; de las ecuaciones (40.4) los dos tltimos términos se elimi-
nan, de modo que

dH/dt = 8H/ot. (40.5)

En particular, si la funcién de Hamilton no depende explicitamente del tiempo,
entonces dH/dt = 0, vy se tiene la ley de la conservacién de la energia.

Ademais de las variables dindmicas ¢, ¢ o ¢, p, las funciones de Lagrange
y de Hamilton contienen varios pardmetros, los cuales se refieren bien a las
propiedades del sistema mecdnico o bien al campo exterior que actiia sobre él.
Sea 1 uno de estos parimetros. Considerandole como una variable, se tiene
en lugar de (40.1):

dL = 3 pidgs+ pi dgi+(2L/2A) dA,
y en lugar de (40.3):
dH = -3 pidgy+ ¢s dpg—(9L/N) dh,

de donde
(8H/[0N)p,g = —(OL[0N)g,q, (40.6)

lo que relaciona las derivadas parciales con respecto al pardametro A de la lagran-
giana y de la hamiltoniana; los subindices de las derivadas son las magnitudes
que deben permanecer constantes en la derivacién.
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Este resultado puede expresarse de otro modo. Sea la lagrangiana L=Ly+ L',
siendo L’ una pequefia correccion a la funcién fundamental L,. La correspon-
diente adicién H’ en la hamiltoniana H = H, + H’ est4 relacionada con L’ por

H)pa = —(L) de- (40.7)

Puede observarse que en la transformacién de (40.1) en (40.3), no se ha escrito
un término en df, que tendria en cuenta una posible dependencia explicita del
tiempo de la lagrangiana; el tiempo, en efecto, representaria en este caso sélo
el papel de un pardmetro que nada tiene que ver con la transformacién. Las deri-
vadas parciales con respecto al tiempo de L y de H estin ligadas por la relacién

(2H|2t)p,q = —(3L[0t)g,q- (40.8)

analoga a la férmula (40.6).

PROBLEMAS

1. Hallar la funcién de Hamilton de una particula, en coordenadas cartesianas, cilin-
dricas y esféricas.

Solucion: En coordenadas cartesianas x, y, =z:
1
H= om P2+ 2+0:2)+U(x, 3, #)3

En coordenadas cilindricas 7, ¢, 2:
1 2
H= —-(p,2+ % +p;2) + U(r, ¢, )3
2m 7
En coordenadas esféricas

1
H=

2m

?4°
r2sen2f

2
(et 2+ )+00, 0, 6.

2. Hallar la hamiltoniana de una particula en un sistema de referencia animado de
un movimiento de rotacién uniforme.

Solucion: Expresando en la energia (39.11) la velocidad v en funcién del impetu p
por (39.10), se obtiene:
H=p22m—- .rxp+U.

3. Hallar la funcién de Hamilton de una particula de masa M y n particulas de masas
m, excluido el movimiento del centro de masa (véase el problema en § 13).

Solucion. La energia E. se obtiene a partir de la funcién de Lagrange hallada en el
problema del § 13 cambiando en ella el signo de U. Los impetus generalizados son:

oL m?
P, = =mv, — z va
3Va u

De aqui se sigue:
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Sustituyendo en E, encontramos

H= ! P2+ 1(21:)2
_2mz “ T oM “

a a

§ 41. Funcién de Routh

En ciertos casos es conveniente, cuando se pasa. a las nuevas variables;,
no sustituir todas las velocidades generalizadas por los impetus, sino solamente
algunas de ellas. La transformacién correspondiente es completamente analoga
a la realizada en § 40.

Para simplificar las férmulas, empecemos por suponer que sélo hay dos
coordenadas ¢ y &, y efectuemos la transformacién que hace pasar de las varia-
bles g, &, ¢, & a las variables g, &, p, £, siendo p el impetu generalizado corres-
pondiente a la coordenada gq.

La diferencial de la lagrangiana L(g, £, ¢, £) es:

dL = (0L/dq) dg+ (9L/0¢) dg+ (L|o€) d¢ +(aLJ2¢) dé¢
= p dg-+p dg+(L/0¢) d¢ +(IL[2¢) d¢,
por tanto,
d(L—pq) = p dg—§ dp+(2L/o¢) d¢ + (L/%€) d¢.
Si se define la funcién de Routh como

R(g,p, £ €) = pi- L, (41.1)

en la cual la velocidad ¢ estd expresada en funcién del impetu p mediante la
ecuacién p = 0L[dg; su diferencial sera:

= —p dg+¢ dp—(OL/2¢) d§ — (3L[F) d¢. (41.2)

De aqui se deduce
¢ = 9R/dp, p = —0R/oq, (41.3)
8Ljo¢ = —dR[0¢,  OL|of = —OR|oE. (41.4)

Sustituyendo estas igualdades en las ecuaciones de Lagrange para la coorde-
nada £, se tiene:

d 2
E(%};_) = 3—1;. (41.5)

Entonces la funcién de Routh es una hamiltoniana con respecto a la coorde-
nada ¢ [ecuaciones (41.3)] y una lagrangiana para la coordenada & [ecuacion

(41.5)].
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De acuerdo con la definicién general, la energia del sistema es:
E = §OL|og+€OLJoé—L = pg+£ 0Ljo¢—~L.
Se expresa mediante la funcién de Routh sustituyendo (41.1) y (41.4)
E = R—§{ 0R/o¢, (41.6)

La generalizacién de estas féormulas para el caso de varias coordenadas ¢
y & es inmediata.

En particular, puede ser conveniente el uso de la funcién de Routh cuando
algunas de las coordenadas son ciclicas. Si las coordenadas ¢ son ciclicas, no
aparecen en la lagrangiana, ni por tanto en la funcién de Routh, de modo que
ésta serd funcién solamente de p, &, £. Los impetus p correspondientes a las
coordenadas ciclicas son constantes [como también se deduce de la segunda
ecuacion (41.3), la cual en este sentido no proporciona nueva informacién].
Cuando los impetus p se sustituyen por sus valores constantes dados, las ecua-

ciones (41.5) . .
(d/dt) oR(p, &, £)/0¢ = OR(p, &, £)/0¢

se reducen a ecuaciones que s6lo contienen las coordenadas &, quedando asi
eliminadas las coordenadas ciclicas. Si se resuelven estas ecuaciones para las
funciones £(¢), basta sustituir estas tltimas en el segundo miembro de las ecua-

ciones ¢ = OR(p, &, £)/op

para obtener las funciones ¢(f) por integracién directa.

PROBLEMA

Encontrar la funcién de Routh de una peonza simétrica en un campo exterior U(g, 6),
eliminando la coordenada ciclica y (donde y, ¢, 6 son los 4ngulos de Euler).

Solucion: La lagrangiana es:
L = 3I{(§2+¢2sen26) + LI3(f+4 cos 8)2—U(4, 6)
(véase problema 1, § 35). La funcién de Routh,
R=py—L =12’—“Z- —py$ cos 0 —3Ti(62+¢2sen20) + U(, 6)
el primer término de esta expresi6én es una constante que puede omitirse.

§ 42. Paréntesis de Poisson

Sea f(p, ¢, t) una funcién de las coordenadas, impetus y tiempo. La derivada
total con respecto al tiempo es:

o U (. ¥,
& ?(5;%*@”")‘
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Sustituyendo ¢, y pr por los valores dados por las ecuaciones de Hamilton

(40.4), se obtiene:
df/dt = of/ot+[H, f], (42.1)

_(PH o oH o
[H.f] = g( TR ) (42.2)

donde

La expresién (42.2) se llama paréntesis de Poisson para H y f.

Recordando que llamamos integrales del movimiento a aquellas funciones
de las variables dindmicas, que permanecen constantes durante el movimiento
del sistema, de la ecuacién (42.1) se deduce que la condicién para que la mag-
nitud f sea una integral del movimiento (df/dt = 0) puede escribirse

offot+[H, f] = 0. (42.3)
Si la integral del movimiento no depende explicitamente del tiempo

es decir, el paréntesis de Poisson formado con la hamiltoniana debe anularse.
Para dos magnitudes cualesquiera f y g, los paréntesis de Poisson se definen
del mismo modo que en (42.2):

[f,g]sz( o % U % ) (42.5)
k

opr Oqx  Oqr Opx

Los paréntesis de Poisson tienen las siguientes propiedades que se deducen
facilmente de su definicion.

Si se intercambian las dos funciones, el paréntesis cambia de signo; si una
de las funciones es constante (¢), el paréntesis es cero:

/el = -l&fl (42.6)

Adermés [f,c] = 0. (42.7)
[fit+fe gl = [f1, 81+ [fo 8], (42.8)
[fif2, €] = filfe, g1+ fel fu, £)- (42.9)

Tomando la derivada parcial de (42.5) con respecto al tiempo, se obtiene:

Si una de las funciones f 6 g coincide con un impetu o con una coordenada,
los paréntesis de Poisson se reducen simplemente a una derivada parcial:

[/, @] = offops, (42.11)
[/, px] = —f]ogs. (42.12)
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La férmula (42.11), por ejemplo, se obtiene haciendo g = ¢, en (42.5); la suma
se reduce a un solo término, puesto que 0q,/dq, = 0, v 0gx/0p, = 0. Haciendo
en (42.11) y (42.12) la funcién f igual a g¢; y p;, se tiene, en particular,

(96 gc] = 0, [pe, px] =0, [p1, gx] = Sur- (42.13)

Entre los paréntesis de Poisson formados por tres funciones existe la relacién

U, [& A1)+ L, [ f 11+ (A [fs £ = O, (42.14)

llamada identidad de Jacobi. Para demostrarla empecemos por observar que segin
la definicion (42.5) los paréntesis de Poison [f, g] son funciones homogéneas
bilineales de las primeras derivadas de f y g. Entonces el paréntesis [A, [f, g]],
por ejemplo, serd una funcién lineal homogénea de las segundas derivadas de
fy g Todo el primer miembro de la igualdad (42.14) es pues una funcién ho-
mogénea lineal de las derivadas segundas de las tres funciones f, g, . Agrupemos
los términos que contienen las derivadas segundas de f. El primer paréntesis no
contiene tales derivadas, ya que s6lo encierra primeras derivadas de f. La suma
del segundo y tercer paréntesis puede escribirse en forma simbélica utilizando
los operadores diferenciales lineales D, y D, definidos por

Dy(¢) = [g, 4], De(¢) = [h, $].

Entonces se tiene

e, [h, f11+ 1[4 [, 811 = (& [B f11—[R, [&, 1]
= Di[Da(f)]— Ds[Di(f)]
= (D1D2—DeDy)f.

Es facil ver que esta combinacién de operadores diferenciales lineales no puede
contener derivadas segundas de f. En efecto, la forma general de los operadores
diferenciales lineales es:

0 0
D, = fw. Dy = ch—a-—,
k k PR
donde &, y n son funciones arbitrarias de las variables xl, X2, ... . Entonces,

D\Ds = z «flm + z 3xk ax,

02 o0& 0
D D = [A + K ’
21 % 7]k§ axkaxl % K 3xk ax,

y su diferencia

w0k 0
D1Ds— DDy = kZ(fk——a o — Nk —5.1;)3_90’

www.FreeLibros.me



ECUACIONES CANONICAS 165

es, de nuevo, un operador que sélo contiene derivadas primeras. Asi, en el
primer miembro de la ecuacién (42.14), todos los términos con derivadas se-
gundas de f se anulan reciprocamente, y puesto que ocurre anilogamente con
las funciones g y A, la expresién entera es idénticamente nula.

Una propiedad importante de los paréntesis de Poisson es que, si f y g son
integrales del movimiento, su paréntesis de Poisson es también una integral

del movimiento:
[f,8] = cte. (42.15)

Este es el teorema de Poisson. La demostracién de este teorema es muy sencilla
si f y g no dependen explicitamente del tiempo. Haciendo 4 = H en la iden-
tidad de Jacobi, se tiene:

(H, [f, g1+ /. [&; H])+ [g, [H, f]] = 0.

Por lo tanto, si [H, g] = 0y [H, f] = 0, entonces [H, [f, g]] = 0, que es lo que
se queria demostrar.

Si las integrales del movimiento f y g dependen explicitamente del tiempo,
partiendo de (42.1) escribimos:

d 0
Slhel = —a—t[f,g]+[H’ [/, gl

Utilizando la férmula (42.10) y expresando el paréntesis [H, [f, g]] en funcién
de los otros dos por medio de la identidad de Jacobi, se obtiene

e = [ L]+ [+ -t e -t

[L+ttshe]+ [1 2 4 ]

de donde

%[ £ 8l = [%ft-, g] + [f, —2‘;]» (42.16)

que evidentemente demuestra el teorema de Poisson en el caso general.

Por supuesto, aplicando el teorema de Poisson no siempre se obtendrian
nuevas integrales del movimiento, ya que su nimero es limitado (2s — 1, siendo
s el nimero de grados de libertad). En algunos casos se puede obtener un resul-
tado trivial: el paréntesis de Poisson es una constante. En otros casos, la integral
obtenida es simplemente una funcién de las integrales originales f y g. Si no se
trata de ninguno de estos casos, el paréntesis de Poisson es una nueva integral
del movimiento.
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PROBLEMAS

1. Determinar los paréntesis de Poisson formados por las componentes cartesianas
del impetu p y del momento angular M = r x p de una particula

Solucién: Por medio de la férmula (42.12) se tiene:
[Mz, py] = —0Mz[0y = —0(yp:—2py)[0y = —p2,

y de la misma manera:

[Mz, pz] = 0, [Mz, pz] = py.

Los restantes paréntesis se obtienen por permutacién circular de los indices x, y, =.
2. Determinar los paréntesis de Poisson formados por las componentes de M.
Solucién: Un cédlculo inmediato de la férmula (42.5) da

Mz, My] = —M,, [My, M;] = —Mz, [M;, Mz] = —M,,.

Puesto que los impetus y las coordenadas de diferentes particulas son variables inde-
pendientes entre si, es facil ver que las formulas deducidas en los problemas 1 y 2 son
también vélidas para el impetu total y el momento angular total de un sistema de particulas
cualesquiera.

3. Demostrar que
[¢, Mz] =0,
siendo ¢ una funcién escalar de las coordenadas y del impetu de una particula.

Solucién: Una funcién escalar sélo puede depender de las componentes de los vec-
tores r y p a través de las combinaciones r?, p?, r.p. Por lo tanto,

% _ 5 o, o

o tTpn P

y andlogamente para 0¢/0p. La relacion pedida se verifica inmediatamente por el célculo
directo de la férmula (42.5), teniendo en cuenta estas férmulas para las derivadas parciales.
4. Demostrar que
[f, M.] = n xf,

donde f es una funcién vectorial de las coordenadas y del impetu de una particula y n el
vector unitario del eje z.

Solucion: Todo vector f(r, p) puede escribirse en la forma f = r¢; + péy, + (r x p)és,
siendo ¢, #s, ¢; funciones escalares. La relacién pedida se verifica directamente, mediante
las férmulas (42.9), (42.11), (42.12) y la férmula del problema 3.
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§ 43. La acciéon como una funcién de las coordenadas

Al formular el principio de la minima accién, consideramos la integral

tg
S=[La, (43.1)

131

tomada a lo largo de una trayectoria entre dos posiciones dadas ¢ y ¢® que
ocupa el sistema en dos instantes dados # y #,. Cuando se hacia variar la accién,
se comparaban los valores de esta integral para trayectorias vecinas con los mis-
mos limites ¢(2;) y g(2:). S6lo una de estas trayectorias corresponde al movi-
miento real: aquella para la cual la integral S tiene su valor minimo.

Tratemos ahora otro aspecto del concepto de accién, considerando S como
una magnitud que caracteriza el movimiento a lo largo de las trayectorias reales,
y comparando los valores de S para trayectorias que tienen un origen comun
" q(t,) = ¢V, pero que en el instante ¢, pasan por posiciones distintas. En otras
palabras, consideramos la integral de accién para las trayectorias reales como
una funcién de las coordenadas del limite superior de la integral.

La variacién de la accién cuando se pasa de una trayectoria a otra trayectoria
vecina est4 dada (si sélo haywun grado de libertad) por la expresién (2.5): ‘

tg
oL 1t oL d oL
5S = [—.—Sq] f (————— ———)Sq dr.

oG " lg, og dt 0o¢

Como las trayectorias de un movimiento real satisfacen las ecuaciones de La-
grange, la integral de la expresién anterior es nula. En el primer término hace-
mos 0g(t;) = 0 y designamos a d¢(;) simplemente por &g. Sustituyendo 0L/dq
por p, se tiene finalmente 6S = pdg, o en el caso de varios grados de libertad

88 = S pidgs. (43.2)
i

Esta relacién lleva consigo que las derivadas parciales de la accién con res-
pecto a las coordenadas son iguales a los impetus correspondientes:

8S)og; = ps. (43.3)

De modo andlogo, se puede considerar la accién como una funcién explicita
del tiempo, considerando trayectorias que parten en un instante dado ¢, de un
punto dado ¢® y terminan en el punto dado ¢® en diferentes instantes #, = ¢.
La derivada 8S/0t asi obtenida puede hallarse por una adecuada variacién de la
integral. Sin embargo, es mas sencillo emplear la férmula (43.3), procediendo
como sigue.
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De la definicién de accidén se sigue que su derivada total respecto al tiempo
a lo largo de la trayectoria es:

ds/dt = L. (43.4)

Por otra parte, considerando .S como una funcién de las coordenadas y del tiem-
po, en el sentido anteriormente indicado, y aplicando la férmula (43.3) se tiene:

dSs oS

LS, S o
dt ot Zangt— o £ Pige.

Comparando las dos expresiones, se deduce
8S/0t = L—pigs
o sea,
oSjot = —H, (43.5)

Las férmulas (43.3) y (43.5) pueden reunirse en una expresién

dS = 3 pydgi—H dt (43.6)
[}

que da la diferencial total de la accién como funcién de las coordenadas y del
tiempo en el limite superior de la integral (43.1). Supongamos ahora que las
coordenadas (y el tiempo) son variables no sélo al final, sino también al iniciarse
el movimiento. Es evidente que la correspondiente variacién de S estard dada
por la diferencia de las expresiones (43.6) para el principio y el final de la tra-
yectoria, es decir,

dS = 3 p@ dg®— HO df2— S p® dg®+ HD d1. (43.7)

Esta relacign demuestra que, ‘cualesquiera que sean las fuerzas exteriores que
actdan sobre el sistema durante el movimiento, su estado final no puede ser una
funcién arbitraria del estado inicial; sélo son posibles aquellos movimientos para
los cuales la expresién (43.7) sea una diferencial exacta. Entonces, el principio de
la minima accién, independientemente de la forma particular de la funcién de
Lagrange, impone ciertas restricciones sobre el alcance de los posibles movi-
mientos. En particular, se puede deducir un conjunto de propiedades generales
(independientes de la forma de los campos exteriores) para haces de particulas
que se propagan a partir de puntos dados del espacio. El estudio de estas pro-
piedades es problema de la éptica geométrica®.

Es de interés observar que las ecuaciones de Hamilton se pueden deducir,
de modo formal, de la condicién de minimo de la accién, si se representa ésta
por la integral

S = [ (3 pdgi—H di), (433)

! Véase vol. 11, Teoria cldsica de los campos, cap. VII.
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deducida de (43.6), siempre que las coordenadas y los impetus se varien inde-
pendientemente. Suponiendo de nuevo, por simplicidad, que sélo hay una
coordenada y un impetu, escribimos la variacién de la accién

S = f [6p dg+p d8q—(0H/[0q)q dt— (0H|op)dp dt].
Una integracién por partes del segundo término da

8p{dg—(2H/0p) dt}-+ [p3q] — [ Sg{dp-+(2H)2g) t}.

En los limites de la integral debemos poner é¢ = 0, de modo que el término
integrado es cero. La expresion residual sélo puede ser nula si los dos integran-
dos se anulan separadamente, pues las variaciones dp y 8¢ son independientes
y arbitrarias:

dg = (6H/[op) dt, dp = —(2H/dq) dt,

que, divididas por d# nos dan las ecuaciones de Hamilton.

§ 44. Principio de Maupertuis

E! movimiento de un sistema mecéanico estdi completamente determinado
por el principio de minima accién: resolviendo las ecuaciones del movimiento
que se deducen de este principio, se puede hallar la forma de la trayectoria,
asi como la posicién sobre la trayectoria en funcién del tiempo.

Si se restringe el problema a determinar tinicamente la trayectoria (sin hacer
referencia al tiempo) se puede emplear una forma simplificada del principio de
la minima accién. Suponemos que la lagrangiana, y por tanto la hamiltoniana,
no dependen explicitamente del tiempo, de modo que la energia del sistema

S$€ conserva
H(p,q) = E = cte.

De acuerdo con el principio de la minima accién, la variacién de la accidn, para
valores iniciales y finales dados de las coordenadas y del tiempo (sean #, y t),
es nula. Pero si se permite la variacién del tiempo final f, permaneciendo fijas
las coordenadas inicial y final, se tiene [véase (43.7)]

8S = — HSt. (44.1)
Vamos a comparar ahora, no todos los desplazamientos virtuales del sistema,

sino solamente aquellos que satisfacen la ley de la conservacién de la energia.
Para tales trayectorias, podemos sustituir H en (44.1) por la constante E, lo que da

dS+Est = 0. (44.2)

Escribiendo la accién en la forma (43.8) y remplazando de nuevo H por E, resulta

S=| > po sgi=B(t—to). (44.3)
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El primer término en esta expresién,

So = f S i 01, (44.4)
i
se denomina accion abréviada. Sustituyendo (44.3) en (44.2) se encuentra que
880 = 0. (44.5)

Asi, pues, la accién abreviada tiene un minimo con .respecto a todas las tra-
yectorias que satisfacen la ley de la comservacion de la energia y pasan por el
punto final en un instante arbitrario. Para aplicar este principio variacional,
los impetus y todo el integrando de (44.2) deben expresarse en funcién de las
coordenadas ¢ v de sus diferenciales dq; para ello empleamos la definicién del

impetu
o L( dq) (44.6)
P = aQi U8 dz .
y la ley de la conservacién de la energia
dg
E|\q,—) = E.
(q d t) 44.7)

Despejando de (44.7) la diferencial d¢ en funciéon de las coordenadas ¢ y de sus
diferenciales dg, y sustituyendo en las formulas (44.6) expresamos los impetus
en funcién de ¢ y dq, con la energia E como un pariametro. El principio varia-
cional asi obtenido determina la trayectoria del sistema, y usualmente se le
llama principio de Maupertius (aunque su formulacion exacta es debida a Euler
y Lagrange).

Los cilculos anteriores pueden realizarse explicitamente cuando la lagran-
giana tiene su forma habitual (5.5) como diferencia entre las energias cinética

y potencial: .
L= %iZ au(g)dede— U(g)-
&

Los impetus son entonces,

pi = 0L[0gs = 3 au(q)dr,
y la energia, k

E=} g an(q)dadr+ U(g).

De esta ecuacién se deduce,

dt = v/[Sau dg; dgr/2(E— U)]; (44.8)

que sustituido en

d
Dpidgi = > 2yt dgs,
i ok de

da la siguiente expresién de la accién abreviada:

So = [ VI2E=T) Y au dgi dgi] (44.9)
i,k
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En particular, para una sola particula la energia cinética es:
T = § m(di/dt)2,

donde m es la masa de la particula y d/ un elemento de longitud de su trayec-
toria; el principio variacional que determina la trayectoria es:

8 [v2m(E=T)] d! = 0, (44.10)

tomando la integral entre dos puntos dados del espacio. (Esta forma es debida
a Jacobi.)

En el movimiento libre de una particula U = 0, y (44.10) da el resultado
trivial

§fdl =0,

es decir, la particula se mueve a lo largo de la trayectoria mds corta entre dos
puntos dados: una linea recta.

Volvamos ahora a la expresiéon (44.3) de la acciéon y hallemos su variacién
con respecto al parametro E. La condicién de que esta variacién sea nula da

55 = 250 B (1— 10)sE - Est;
= oF ( 0 ’

Sustituyendo en (44.2) se obtiene:
0S0/0E = t—ty. (44.11)

Cuando la accién abreviada tiene la forma (44.9), esta igualdad conduce a la
relacion

J- \/[Zaik dqi dq]c/Z(E-—- U)] = f—1o, (44.12)

que es precisamente la integral de la ecuacién (44.8), y que junto con la ecuacion
de la trayectoria determina totalmente el movimiento.

PROBLEMA
Deducir la ecuacién de la trayectoria del principio variacional (44.10).

Solucién: Efectuando la variacion, se tiene

s[vETy = - (5 s a—vE=Tg - as)

En el segundo término se ha tenido en cuenta que d? = dr® y que por lo tanto dldél =
= dr.dér; integrando por partes este segundo término e igualando a cero el coeficiente
de dr en el integrando, se obtiene la ecuacién diferencial de la trayectoria

d dr
2V(E-TU E[ VE-TU —5] = —oUljer.
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Efectuando la derivacién en el primer miembro de esta igualdad e introduciendo la fuerza
F = — 0UJér, se puede escribir esta ecuacién en la forma

d%/dl? = [F—(F- t)t]/2(E-U),

donde t = dr/d! es el vector unitario de la tangente a la trayectoria. La diferencia F—(F- t)t
es la componente F, de la fuerza normal a la trayectoria. La derivada d*r/dP = dt/d] es
igual, como se sabe por geometria diferencial, a n/R, siendo R el radio de curvatura de la
trayectoria, y n el vector unitario de la normal principal. Sustituyendo E — U por $m?,
se tiene

(mv?/R)n = Fy,

de acuerdo con la conocida expresién de la aceleracién normal en un movimiento a lo largo
de una trayectoria curva.

§ 45. Transformaciones candnicas

La eleccion de las coordenadas generalizadas ¢ no estd limitada por ninguna
condicién; pueden ser s magnitudes cualesquiera que definan univocamente la
posicion del sistema en el espacio. El aspecto formal de las ecuaciones de La-
grange no depende de esta eleccién, y en este sentido puede decirse que las
ecuaciones de Lagrange son invariantes respecto a una transformacioén de las
coordenadas ¢, ¢z, ..., en otras magnitudes independientes Q;, Qs, .... Las
nuevas coordenadas Q son funciones de las antiguas ¢, y admitimos que pueden
depender explicitamente del tiempo, es decir, que la transformacién es de la
forma

Oi = Qg 1) (45.1)

(denominadas a veces transformaciones puntuales).

Puesto que las ecuaciones de Lagrange son invariantes por la transforma-
cién (45.1), también son invariantes las ecuaciones de Hamilton (40.4). Sin
embargo, estas Ultimas ecuaciones admiten en realidad un margen mucho mds
amplio de transformaciones. Esto es, por supuesto, porque en el método de
Hamilton los impetus p son yariables independientes con igual categoria que
las coordenadas g, y, por tanto, puede ampliarse la transformacién para incluir
las 2s variables independientes p y ¢ que pasardn a P y Q segtn las férmulas

01 = Ou(p, g 1), P; = Pi(p, q, ). (45.2)

Esta ampliacién de las posibles transformaciones constituye una de las ventajas
esenciales del método de Hamilton en Mecdnica.

Sin embargo, las ecuaciones del movimiento no conservan su forma canénica
para toda transformacién del tipo (45.2). Por ello vamos a deducir ahora las
condiciones que deben satisfacerse para que las ecuaciones del movimiento en
las nuevas variables P y Q sean de la forma

Qi = OH'[0Py, Py = —2H'|0Q; (45.3)
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con una nueva hamiltoniana H’(P, Q). Cuando esto ocurre, la transformacién
se dice que es candnica.

Las férmulas para las transformaciones canénicas pueden obtenerse del
modo siguiente. Se ha demostrado al final del § 43 que las ecuaciones de Ha-
milton pueden deducirse del principio de la minima accién en la forma

] (; pidg—Hdt) = 0, (45.4)

en la cual la variacién se aplica a todas las coordenadas y los impetus indepen-
dientemente. Si las nuevas variables P y Q satisfacen también a las ecuaciones
de Hamilton, deben verificar igualmente el principio de la minima accién:

8f(S P dQi—H' dt) = 0 (45.5)
[

Las dos formas (45.4) y (45.5) son equivalentes solamente si sus integrandos
difieren en la diferencial total de una funcién arbitraria F de las coordenadas,
de los impetus y del tiempo; la diferencia entre las dos integrales (diferencia de
los valores de F en los limites de integracion) serd entonces una constante cuya
variacién es nula. Consecuentemente se debe tener:

ZPi dg;—Hdt = ZPi dQ;— H’ dt+dF.

Toda transformacién canénica estd caracterizada por su funcién F, denominada
Jfuncion generatriz de la transformacién. Escribiendo la relacién anterior en la
forma

dF = 3 pydg;— > P;dQ;+(H' —H) dt, (45.6)

se tiene,

pi= OFjog, P;= —0F/dQ,, H' = H+0F/at;  (45.7)

aqui se ha supuesto que la funcién generatriz estd dada como una funcién de
las antiguas y nuevas coordenadas y del tiempo: F = F(q, Q, t). Cuando F es
conocida, las férmulas (45.7) nos dan la relaciéon entre las antiguas variables
(p, q) v las nuevas (P, Q), asi como la nueva hamiltoniana.

Puede ser conveniente expresar la funcién generatriz no mediante las va-
riables ¢ y Q, sino en funcién de las antiguas coordenadas ¢ y de los nuevos im-
petus P. Para deducir en este caso las férmulas de las transformaciones canénicas
debemos realizar la adecuada transformacién de Legendre en la relacién (45.6),
volviendo a escribirla como:

d(F+ 2, PiQ1) = 3 pidgi+ D, Qi dPi+(H'—H) de.
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El argumento de la diferencial del primer miembro, expresada en funcién de
las variables ¢ y P, es una nueva funcién generatriz. Denominémosla &(q, P, t),
y se tiene':

pi= 00/oq, Qi = 8®/oP, H' = H+0d/ot. (45.8)

De modo andlogo se pueden obtener las férmulas para las transformaciones
candnicas que encierran funciones generatrices dependientes de las variables p
yQ,odelaspy P.

La relacién entre la nueva y la antigua hamiltoniana es siempre de la misma
forma: la diferencia H' — H es la derivada parcial de la funcién generatriz
respecto al tiempo. En particular, si la funcién generatriz es independiente del
tiempo, entonces H' = H; es decir, en este caso la nueva hamiltoniana se ob-
tiene sustituyendo en H las magnitudes p y g por sus valores en funcién de las
nuevas variables Py Q.

El amplio alcance de las transformaciones canénicas en el método de Hamil-
ton priva a la nocién de coordenadas e impetus generalizados gran parte de su
significado inicial. Puesto que las transformaciones (45.2) relacionan cada una
de las magnitudes P, Q tanto a las coordenadas ¢ como a las impetus p, no se
pueden considerar las variables Q como coordenadas estrictamente espaciales,
y la diferencia entre los dos grupos de variables Py Q se convierte esencialmente
en cuestion de nomenclatura. Esto se ve muy claramente en la transformacién?
Q: = p:;, P. = — q;, que evidentemente no cambia la forma candnica de las
ecuaciones, y se reduce simplemente a intercambiar los nombres de las coor-
denadas y de los impetus.

Teniendo en cuenta esta arbitrariedad de terminologia, a las variables p
y g en el método de Hamilton se les denomina habitualmente magnitudes cané-
nicamente conjugadas. Las condiciones para que las variables sean canénicamente
conjugadas pueden expresarse con ayuda de los paréntesis de Poisson. Demos-
tremos primero un teorema general sobre la invarianza de los paréntesis de
Poisson con respecto a las transformaciones candnicas.

Sea [f, g]», ¢ €l paréntesis de Poisson de las magnitudes f v g, en el cual la
diferenciacién se hace respecto a las variables p y q, y [f, g]5 o , €l paréntesis de
Poisson de las mismas magnitudes diferenciadas con respecto a las variables
canénicas Py Q. Entonces

Lfs &lv.a = [f, £]p,e- (45.9)

Esta relacién puede demostrarse por cédlculo directo, empleando las férmulas
de las transformaciones candnicas; sin embargo, pueden evitarse los cdlculos
mediante el razonamiento siguiente.

Empecemos por observar que en las transformaciones canénicas (45.7) y

! Observemos que tomando la funcién generatriz de la forma ¢ = Ef (g, t)P;, siendo f; funciones
arbitrarias, obtenemos una transformacién en la cual las nuevas coordenadas son O =fdq, 1), es
decir, estin expresadas solamente en funcién de las antiguas coordenadas (y no de los impetus). Estas
son transformaciones puntuales, que constituyen, por supuesto, un caso particular de las transfor-
maciones canénicas.

* Cuya funcién generatriz es F = 2¢;0;.
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(45.8), el tiempo aparece como un parametro; por lo tanto, es suficiente demos-
trar el teorema (45.9) para magnitudes que no dependan explicitamente del
tiempo. Consideremos ahora, de modo puramente formal, a la magnitud g
como la hamiltoniana de un sistema ficticio; entonces, de la férmula (42.1)
{f, gls,, = df/dt. La derivada df/dt s6lo puede depender de las propiedades
del movimiento del sistema ficticio, y no de la eleccién particular de las variables.
De aqui que el paréntesis de Poisson [f, g] sea inalterable por el paso de un
conjunto de variables candnicas a otro.
De las férmulas (42.13) y del teorema (45.9) se tiene:

[Q6 Oklog =0, [Pi, Pelp,g = 0, [Pi, Qxlog = ok  (45.10)

Estas son las condiciones, expresadas en funciéon de los paréntesis de Poisson,
que deben satisfacer las nuevas variables para que la transformacién p, ¢ — P, Q
sea canoénica.

Es interesante observar que la variacién de las magnitudes p, ¢ durante el
movimiento del sistema puede ser considerada por si misma como una serie de
transformaciones candnicas. El significado de esta afirmacién es el siguiente;
sean gq,, p, los valores de las variables canénicamente conjugados en el instante ¢,
Y 4 1) P 7 SUS valores en el instante ¢t + 7. Estas Gltimas son funciones de las
primeras (y del valor 7 del intervalo como pardmetro):

+=q(q6P67),  Prar = P(qe D1, 7)-

Si se consideran estas férmulas como una transformaciéon de las variables ¢,, p,
en q, .., P..., entonces esta transformacién serd canénica; esto es evidente si
se considera la expresién dS = X(p,.. dg,,, — p,dg) para la diferencial de la
acciéon S(g,,., ¢) calculada a lo largo de la trayectoria real que pasa por los
puntos g, v q,,, en los instantes dados ¢ y t + v [cf. (43.7)]. La comparacién
de esta férmula con (45.6) prueba que — S es la funcién generatriz de la trans-
formacioén.

§ 46. Teorema de Liouville

En la interpretacién geométrica de los fendmenos mecénicos se hace fre-
cuente uso del concepto de espacio fdsico; es un espacio de 2s dimensiones cuyos
ejes coordenados corresponden a las s coordenadas generalizadas y a los s im-
petus del sistema mecdnico considerado. Cada’ punto en este espacio corres-
ponde a un estado definido del sistema. Cuando el sistema se mueve, el punto
representativo en el espacio fisico describe una linea denominada trayectoria
fasica.

El producto de diferenciales

dl’ = dq; ... dgsdpy ... dps

puede considerarse como un elemento de volumen en el espacio de las fases.
Consideremos ahora la integral [ dI” extendida a una regién cualquiera de este
espacio y que representa el volumen de dicha region. Vamos a demostrar que
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esta integral tiene la propiedad de ser invariante con respecto a las transforma-
ciones candnicas, es decir, si las variables p, ¢ se transforman candnicamente
en las variables P, Q, los volimenes de las regiones correspondientes de los
espacios p, ¢y P, Q seran los mismos:

[-f dg1...dgs dpy...dps = [ ..[ d01...dQ: dPy..dPs.  (46.1)

Como es sabido, la transformacién de variables en una integral miltiple se
realiza por la férmula

f... j. dQl . dQs dp;... dP,g = _f j. qul wee dqs dpl .ee dps,

en la que D— 3(Ql: ceny Qs, P1, ooy Ps)

46.2
oqt, o 4o 1 r 29 (462)

es el jacobiano de la transformacién. Consecuentemente, la demostracién del
teorema (46.1) queda reducida a probar que el jacobiano de toda transformacién
candnica es igual a la unidad:

D=1 (46.3)

Haremos uso de la conocida propiedad de los jacobianos por la cual pueden
ser tratados como si fuesen fracciones. «Dividiendo numerador y denominador»
por o(qy, ..., g5, P, ..., P;), se obtiene:

_ a(er eeey Qh Ply coey Ps)_ 3(41, eesy Qs Pl, eeey P&)
3(q1, weey 03y P1, veey P,) 3((]1, weey sy P1, weey P,).

Otra propiedad de los jacobianos es que cuando las mismas magnitudes apa-
recen en el «numerador» y «denominador», el jacobiano se reduce a otro con
menor nimero de variables, y en el cual las magnitudes repetidas se consideran
como constantes y salen fuera de los simbolos de derivacién. De aqui que:

El jacobiano del numerador es, por definicién, un determinante de orden s
cuyo elemento de la fila i y columna %k es 0Q,/0q;. Representando la transfor-
macioén candénica por la funcién generatriz @(qg, P) en la forma (45.8), se obtiene

80i/0qr = 32D/dqxdP;.

Anidlogamente se encuentra que el elemento de la fila 1 y columna k del deter-
minante del denominador es igual a 0* ®/8q,0P,. Esto quiere decir que ambos
determinantes sélo difieren en el intercambio de filas y columnas; por tanto
seran iguales, de modo que el cociente (46.4) es igual a la unidad, como que-
riamos demostrar.

Supongamos ahora que cada punto en la regién considerada del espacio

(46.4)
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fasico se mueve en el curso del tiempo de acuerdo con las ecuaciones del movi-
miento del sistema mecédnico; la regién también se movera como un todo, sin
que cambie su volumen:

J- dI’ = cte. (46.5)

Este resultado, conocido como teorema de Liouville, es consecuencia inmediata
de la invariancia del volumen del espacio fisico en las transformaciones cand-
nicas, y del hecho de que la variaciéon de p y g durante el movimiento, puede
ser considerada como una transformacion candnica (como se ha demostrado
al final de § 45).

De modo anilogo puede demostrarse la invariancia de las integrales

.[ f zi: dgi dps, ”” gkd% dp; dgr dpr, ...

en las que la integracién se extiende a variedades bidimensionales, cuadrimen-
sionales, etc., del espacio fésico.

§ 47. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Al considerar en § 43 la accién S como funcién de las coordenadas y del
tiempo se ha demostrado que la derivada parcial respecto al tiempo de esta
funcién S(q, ?) estd relacionada con la hamiltoniana por la expresiéon

0S/ot+H(q, p, t) = 0,

v que sus derivadas parciales con respecto a las coordenadas son los impetus.
Sustituyendo entonces en la hamiltoniana los impetus p por las derivadas 0S/dq,
se obtiene la ecuacidn:

3S+H( 98 8S't) 0 47.1
% q1, <o Gs; aql) seny aqs’ = ( . )

a la que debe satisfacer la funcién S(g, ?). Esta ecuacion de primer orden en
derivadas parciales se denomina ecuacion de Hamilton-Jacobi.

Lo mismo que las ecuaciones de Lagrange y que las ecuaciones canodnicas,
la ecuacién de Hamilton-Jacobi es la base de un método general de integrar
las ecuaciones del movimiento.

Antes de exponer este método, recordemos que toda ecuacién en derivadas
parciales de primer orden tiene una solucién dependiente de una funcién arbi-
traria; a esta solucién se la denomina integral general de la ecuacién. En las apli-
caciones mecanicas la integral general de la ecuacion de Hamilton-Jacobi es
menos importante que una integral completa; se llama asi a la solucién de una
ecuacion en derivadas parciales que contiene tantas constantes arbitrarias inde-
pendientes como variables independientes existan.

Las variables independientes en la ecuacién de Hamilton-Jacobi son las
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coordenadas y el tiempo y, por tanto, en un sistema con s grados de libertad,
una integral completa de esta ecuacién debe contener s 4+ 1 constantes arbi-
trarias. Como la funcién S sélo interviene en la ecuacién por sus derivadas,
una de dichas constantes arbitrarias serd aditiva, o sea, que una integral com-
pleta de la ecuacién de Hamilton-Jacobi es de la forma

S = f(t, q1y «eoy G55 K1y oony as)'i"A, (47.2)

siendo a,, ..., a, y 4 constantes arbitrarias’.

Busquemos ahora la relacidon entre la integral completa de la ecuaciéon de
Hamilton-Jacobi y la solucién de las ecuaciones del movimiento que nos in-
teresa. Para ello, efectuemos una transformacién candnica de las variables p, g
a las nuevas variables, eligiendo la funcién f(¢, ¢; «) como funcién generatriz,
y las magnitudes a;, a,, ..., as como los nuevos impetus. Designemos a las nuevas
coordenadas por B, B, ..., fs. Como la funcién generatriz depende de las anti-
guas coordenadas y de los nuevos impetus, debemos utilizar las féormulas (45.8):

P = Offogy, B; = ofjous, H' = H + ofot.
Pero como la funcién f satisface a la ecuacién de Hamilton-Jacobi, se -ve que la
nueva hamiltoniana es nula:

H' = H+oflot = H+0S/ot = 0.

Por tanto, las ecuaciones candnicas en las nuevas variables son a; = 0, g; = 0,
de donde resulta que

% = cte., Bi = cte. (47.3)

Por otra parte, las s ecuaciones
fj0us = By,

permiten expresar las s coordenadas ¢ en funcién del tiempo y de las 2s cons-
tantes a y §. Asi, obtenemos la integral general de las ecuaciones del movimiento.

Entonces la solucién del problema del movimiento de un sistema mecénico por
el método de Hamilton-Jacobi es como sigue. A partir de la hamiltoniana, for-
mamos la ecuacién de Hamilton-Jacobi y hallamos una integral completa (47.2).

! Aunque aqui no se necesita la integral general de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, vamos a de-
mostrar cémo puede hallarse si se cortoce una integral completa. Para ello, consideraremos a A como
una funcién arbitraria de las otras constantes:

S=ft, q, ., ¢ @, ..., @) + A(ay, ..., a.).
Remplazando aqui las a por funciones de las coordenadas y del tiempo dadas por las s condiciones
3S/6a; = 0,

se obtiene una integral general dependiente de la funcién arbitraria A(a,, ..., a,). En efecto, para la
funcién S asi obtenida, tenemos

oS aS oS\ Oa oS
o (B3R S ().
aQI 3qt « s aak q aqg 3qs a
Las magnitudes (8S/0q.)q satisfacen la ecuacién de Hamilton-Jacobi, pues se ha supuesto que la fun-

cién S(¢, g; a) es una integral completa de dicha ecuacién. Las derivadas 8.S/dq, satisfacen, pues, la
misma ecuacion.
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Derivandola respecto a las constantes arbitrarias a e igualando estas derivadas
a nuevas constantes f§, obtenemos un sistema de s ecuaciones algebraicas

3S/ous = By, (47.4)

cuya solucién da las coordenadas ¢ como funciones del tiempo y de las 25 cons-
tantes arbitrarias. Se encuentran entonces las relaciones entre los impetus y el
tiempo mediante las ecuaciones

pi = BS/aqi

Si se tiene una integral incompleta de la ecuacién de Hamilton-Jacobi de-
pendiente de un nimero de constantes arbitrarias inferior a s, aunque no se
pueda por medio de esta integral hallar la integral general de las ecuaciones del
movimiento, se puede sin embargo simplificar algo este problema. Por ejemplo,
si la funcién S conocida contiene una constante arbitraria a, la relacién

0S[0a = cte.

nos dard una ecuacién entre g, ..., g; y t.

La ecuacién de Hamilton-Jacobi toma una forma algo mds sencilla en el
caso en que la funcién H no dependa explicitamente del tiempo, es decir, si el
sistema es conservativo. La dependencia de la accién con respecto al tiempo se
reduce entonces al término — Et:

S = So(q)—Et (47.5)

(véase § 44), y sustituyendo en (47.1), se obtiene la ecuacién de Hamilton-
Jacobi con la accién reducida Sy(g) en la forma

280 a_S_") - E

ALY (47'6)
on ogs

H(ql, e G55

§ 48. Separacion de variables

En algunos casos importantes, se puede hallar una integral completa de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi por el método de separacién de variables.

Supongamos que alguna coordenada, por ejemplo la ¢y, y la correspondiente
derivada 0S/0q, aparecen en la ecuacién de Hamilton-Jacobi formando sola-
mente una combinacién del tipo é(q:, 0S/0q:), en la cual no entran las otras
coordenadas, ni las derivadas, ni el tiempo, es decir, suponemos que la ecuacién

sea de la forma
S oS oS
() 7t) P Bl y A = 0, 48.1
P ) 48

en la que ¢; designa todas las coordenadas menos la g;.
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En este caso se busca una solucién en la forma de una suma

S = S'(gs )+ S:(q); (48.2)
que sustituida en la ecuacién (48.1):
(D{qi, ¢ E_S_” E_S” ¢( q1, d—%)} = 0. (48.3)
dq; ot dg:

‘Supongamos que ha sido hallada la solucién (48.2); al sustituirla en la ecuacién
(48.3), esta dltima se convierte en una identidad, vilida en particular para
cualquier valor de la coordenada g;. Cuando varie ¢, sélo es afectada la funcioén ¢;
por tanto, para que la expresion (48.3) sea una identidad, ¢ debe ser una cons-
tante. Entonces la ecuacién (48.3) da dos ecuaciones:

&g, dS1/dqr) = oy, (48.4)
®{gs, 2, 8S"/0qs, 8S')t, o1} = O, (48.5)

donde a; es una constante arbitraria. La primera de estas ecuaciones es una
ecuacién diferencial ordinaria de la que puede obtenerse Si(g;) por simple
integracién. Queda entonces la ecuacién en derivadas parciales (48.5), que
contiene un nimero menor de variables independientes.

Si de este modo se pueden separar sucesivamente las s coordenadas y el
tiempo, el cdlculo de la integral completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
se reduce a cuadraturas. Para un sistema conservativo, se trata Ginicamente de
separar s variables (las coordenadas) en la ecuacién (47.6), y cuando esta sepa-
racién es completa, la integral buscada es:

S = Z Sk(Qk; K1y KBy eeey ocs)—E(oq, . ocs)t, (486)
k

en la que cada una de las funciones S; depende sélo de una coordenada; la
energia I como funcién de las constantes arbitrarias ai, ..., a,, se obtiene sus-
tituyendo Sy = XS, en la ecuacién (47.6).

Un caso particular es la separacién de una variable ciclica; una coordenada
ciclica ¢, no aparece explicitamente en la hamiltoniana ni, por tanto, en la ecua-
cién de Hamilton-Jacobi. La funcién ¢(g:, 0S/dq,) se reduce simplemente a
0S/0q,, y de la ecuacién (48.4), se obtiene S; = a,¢;, de modo que

S = S'(qi, t)+oz1q1. (487)

La constante a, es precisamente el valor constante del impetu p, = 8S/dq,
correspondiente a la coordenada ciclica. Observemos que la presencia del tiempo
en el término — Et para un sistema conservativo corresponde a la separacién
de la «variable ciclica» ¢.

Entonces, el método de separacién de variables en la ecuacién de Hamilton-
Jacobi engloba todos los casos ya tratados de simplificacién de la integracién
de las ecuaciones del movimiento por el uso de las variables ciclicas. A aquéllos
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se afiaden todos los casos en los cuales pueden separarse las variables aunque
no sean ciclicas. En consecuencia, el método de Hamilton-Jacobi es el mds
eficaz para hallar la integral general de las ecuaciones del movimiento.

Para separar las variables en la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, es esencial
elegir apropiadamente las coordenadas. Consideremos algunos ejemplos de
separaciéon de variables en diferentes coordenadas, que pueden ser de interés
fisico en relacion con los problemas del movimiento de una particula en dis-
tintos campos exteriores.

1. Coordenadas esféricas. En estas coordenadas (7, 4, ¢) la hamiltoniana es:

1 2 2
H= ——( pe+ll g D )+ U, 9, ¢),
2m

2 rZsen2f

y las variables pueden ser separadas si:

bO) o)
U = a(r)+ pry + pryeyy

donde a(r), b(6) vy c(¢) son funciones arbitrarias. El dltimo término en esta
expresion de U apenas presenta interés desde el punto de vista fisico y, por
tanto, s6lo consideraremos

U = a(r)+b(8)/r2. (48.8)
En este caso la ecuacién de Hamilton-Jacobi para la funcién S, es:

! aS°)2+ )+ — [ aS“)z omb(®) | 4 —— aso)z E
Zm( or +2mr2 ( o0 o 2mb( )] * 2mr2sen26 (ng

Como la coordenada ¢ es ciclica, buscamos una solucién en la forma

So= P¢¢ + Sl(r) + SZ(G),

obteniendo para las funciones S;(r) y S:(6) las ecuaciones

dS, \2 P
— 2mb(6 =B,
( 0 ) 2mb(O)+ ey — P
1 /dS;\? B
Er.n_( dr ) +aln+ 2mr: E.

Su integracion da finalmente

= —Et+pyb+ [/[F—2mb(6)—pssen0] df+
+ [v/Zm[E=a{r)]- B[} dr.
Aqui las constantes arbitrarias son py, f y E; derivando con respecto a ellas

e igualando el resultado a otras constantes, se obtiene la solucién general de las
ecuaciones del movimiento.

(48.9)
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2. Coordenadas parabélicas. Se pasa de las coordenadas cilindricas (que
aqui designamos por g, ¢, 2) a las parabdlicas &, 7, ¢ mediante las formulas:

z = }(é-m), p = /(&) (48.10)

Las coordenadas & y 5 pueden tomar los valores de 0 a 00; se comprueba facil-
mente que las superficies & = cte. y # = cte. son dos familias de paraboloides
de revolucién (con el eje 2 como eje de simetria). Las relaciones (48.10) pueden
expresarse en funcién del radio

r = /(22+p%) = }(é+1) (48.11)
Se tiene entonces,
§=r+3, 7 =7r—23. (48.12)

Deduzcamos ahora la lagrangiana de una particula con las coordenadas ¢,
7, ¢. Derivando las expresiones (48.10) respecto al tiempo y sustituyendo en

L = ym(p*+p2¢2+2%)— Ulp, 4, 2),

(lagrangiana en coordenadas cilindricas), se obtiene

52 ﬁz
L= mg+n)(+ 1) +iméndt— U 0 ) (48.13)
Los impetus son:

= Im(E+ )€, py = dm(é+n)ifn, py = ménd,
y la hamiltoniana
2épP+np? | 24
m  £+q me

Los casos fisicamente interesantes de separacién de variables en estas coor-
denadas corresponden a una energia potencial del tipo

a(f)+b(n)  a(r+2)+b(r—=z)
E+n 2r )

H=

+ U, 4). (48.14)

U=

(48.15)

Se tiene la ecuacién,

m(§2+")) [5(33_?)2”(880) ] 2":&7 (3§>2+ﬂ2_::’7’£’2 = E.

La coordenada ciclica ¢ se separa en la forma p;é. Multiplicando la ecuacién
por m(& + u) y reagrupando los términos se obtiene:

2§<3S

9So 42
ag) +ma(€)— mE§+——+2n( 37)) + mb(n) — MEn+E,_ = 0.

2
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Haciendo

So = pgd+S1(€) + Sa(m),

se tienen las dos ecuaciones

ze(‘;‘?)zma(f) mE£+ g

dS
(o) +mb(n)—mEn+%"’— = -5,
7 7

cuya integracién da finalmente

= —Et+p¢¢+ff§mE+——f1§-— dé+

2% 26 4
+ f A/ [;mE—%-—"‘%’Q—%;] dn. (48.16)

con py, f, E como constantes arbitrarias,
3. Coordenadas elipticas. Estas coordenadas &, iy, ¢ estin definidas por las

formulas
p=oV[(@-1D1-9], =z= b (48.17)

La constante ¢ es un parametro de la transformacién. La coordenada & toma
valores de 1 a © y la coordenada 4y de — 1 a + 1. Se obtienen relaciones geo-

métricamente mas claras introduciendo las distancias r1 y 7. a los puntos Al
y A, del eje = cuyas coordenadas son 2 = ¢ yz = — o' = 4/ (2 — o)+ 0
S VG o
Sustituyendo aqui las expresiones (48.17) se tiene:
n=o¢-m), r2=o(f+n),
= (72+71)/20', n = (7‘2—1‘1)/20.

Transformando la lagrangiana de coordenadas cilindricas a coordenadas
elipticas, se encuentra

L = lmo® 2 i
imo¥(E— )( 1 — 72 ) +
+3mo¥(§2-1)(1- "12)‘1;2 U(¢, , 4). (48.19)

(48.18)

! Las superficies ¢ = cte representan la familia de elipsoides
28 + (& — 1) =1,
cuyos focos son A4, y A,, y las superficies 4 = cte, la familia de hiperboloides

2le?n* — ¢*ld(1 — ) =1,

cuyos focos son también 4, y 4.
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Por lo tanto, la hamiltoniana es:

[(.52—1) 24 (1—r2) ‘2+( ! ! ) 2]+
Pg n Pﬂ fz—l 1_1)2 Pq}
+ U, ¢). - (48.20)

Los casos fisicamente interesantes de separacién de variables corresponden
a la energia potencial

A

donde a(&) v b(n) son funciones arbitrarias. El resultado de la separacién de
variables en la ecuacién de Hamilton—]acobi es:

S = —Et+p,d+ f A/ 2mo?E+ B-Imeal) Py ] dé+

1
T 2mo2—p)

e_1 -1y
2 2
+ j / [ZmazE—B +f"wzb(")— i 2 “‘2)2]&7.
K TV 48.22)
PROBLEMAS

1. Hallar una integral completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi para el movimiento
de una particula en un campo

U = a/r—Fz
(superposicién de un campo culombiano y de un campo uniforme).
Solucion: El campo es del tipo (48.15) con

a(f) = a—}FE2, b(n) = a+iFn?
La férmula (48.16) da:

S = —Et+p4,¢+J‘A/ tmE—~ 2;3 - % + 5 ] dé+

con las constantes arbitrarias D4 E, B. La constancia de § en este caso quiere decir que la
funcién uniforme de las coordenadas y de los impetus de la particula

B = —m|Z + Eapypp)| by
r m

se conserva. La expresién entre paréntesis es una integral del movimiento para un campo
culombiano puro (véase § 15).
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2. El mismo problema para un campo
U = aafritogfrs
(campo culombiano de dos puntos fijos separados una distancia 20).
Solucién: El campo es del tipo (48.21) con

a(¢) = (a1 +a2)é/o, b(n) = (a1 —asg)p/e.
La férmula (48.22) da:

S = —Et+p¢¢+"‘A/T2mozE+ B—2moa(o1+ as)¢ _ P42 ] aet

£-1 (£2-1)2
B+2mo(u1—ag)y ¢’
+f~/[2ma‘*’E— - - a _1'2)2] da.

La constante § expresa aqui la conservacién de la magnitud
B = o%po? —M242mo(w1 cos 61+ a2z cos 0z),

donde M es el momento cinético total de la particula, y 6, y 6, los dangulos indicados en
la figura 55.

Fi16. 55

§ 49. Invariantes adiabaticos

Consideremos un sistema mecédnico que realiza un movimiento finito uni-
dimensional, y caracterizado por un pardmetro A que especifica las propiedades
del sistema o del campo exterior en el que estid colocado. Supongamos que bajo
la influencia de ciertas causas exteriores, el pardmetro A varia lentamente (adia-
bdticamente) con el tiempo; entendemos por «enta» una transformacién en la
cual 1 varia sélo-ligeramente durante el periodo T del movimiento del sistema:

T d\dt < A. (49.1)

Un tal sistema no es cerrado y no se conserva su energia E. Sin embargo, como 2
varia lentamente, el ritmo de variacién E de la energia es proporcional al ritmo
de variacién A del parametro A. Esto significa que cuando 1 varia, la energia
del sistema se comporta como si fuese una cierta funcién de 1; en otras palabras,
existira una relacién entre E'y 1 que permanece constante durante el movimiento
del sistema; esta magnitud se denomina invariante adiabdtico.
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Sea H(p, g; %) la hamiltoniana del sistema la cual depende del parimetro A.
De acuerdo con (40.5), la derivada total de la energia con respecto al tiempo es

dE/dt = OH/ot = (2H/oN)(d)/d2).

Tomemos. el valor medio de esta ecuacién durante un periodo del movimiento;
teniendo en cuenta que A (y por consiguiente 1) varia lentamente, no es nece-
sario tomar el valor medio de i:

dE[dt = (d)/dt)(CH][oN),

.y, en la funcién (0H/¢/.) que se promedia, podemos considerar como variables p y
g, y no 1. Es decir, en un movimiento de este tipo, se toman los valores medios
como si el movimiento tuviese lugar con 4 constante.

El valor medio de la energia puede escribirse explicitamente:

dE dv 1 F oH

— = | g

ds dt T 6A

De acuerdo con la ecuacién de Hamilton ¢ = 0H/0p, tenemos:
dt = dg-(0H/op).

La integracién respecto al tiempo puede por tanto remplazarse por una inte-
gracion respecto a la coordenada, expresando el periodo T en la forma

T
T = fdt =§[dq -+ (0H[op)];
0

~ el signo § se refiere aqui a una integracion sobre el intervalo completo («da y
vuelta») de la coordenada durante un periodo'. Entonces,

dE ) § (3H/o)) dg/(2H]2p)
e dt §dg/eH]ep)

(49.2)

Como ya se ha indicado, las integrales de esta formula deben tomarse sobre
la trayectoria para un valor dado constante de A. A lo largo de tal trayectoria,
la hamiltoniana tiene un valor constante E, y el impetu es una funcién definida
de la coordenada variable ¢ y de los dos pardmetros constantes independientes
E y A. Poniendo, por lo tanto, p = p(q; E, 4) y derivando H(p, q; 1) = E con
respecto al pardmetro 4, se obtiene,

OH X+ (2H2p)(p/X) = O,

! Si el movimiento del sistema es una rotacién y la coordenada q es un angulo de rotacién ¢, la
integracién con respecto a ¢ debe extenderse a una «vuelta completa», es decir, de 0 a 2.
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0 oHION  p

oHlop  on

Sustituyendo esta expresién en el numerador de (49.2) y escribiendo el inte-
grando del denominador en la forma 0p/0E, se tiene:

dE _ df(@p/N) d
dE_ D(aplan) dg 3
d dtgﬁ(@p/aE) dq
o
o dE opdA
dg = 0.
§(8E FTRD) dt) 7=0
Finalmente, esta igualdad puede escribirse:
dl/dt = 0, (49.4)
siendo,
= fﬁ p dg/2m, (49.5)

extendida la integral a la trayectoria, siendo E y 1 constantes dadas. Este resul-
tado muestra que, en la aproximacién aqui considerada, la magnitud I perma-
nece constante cuando varia el pardmetro 4, o sea, es un invariante adiab4tico®.

La magnitud I es una funcién de la energia del sistema (y del pardmetro 2).
Su derivada parcial respecto a la energia

2m JI/OE = § (9p/9E) dg

[la integral es la del denominador de (49.3)] es, salvo un factor 2, el periodo
del movimiento:

2 8IJOE = T. (49.6)

La integral (49.5) tiene un significado geométrico en relacién con la tra-
yectoria del sistema en el espacio fisico. En el caso considerado (un solo grado
de libertad) el espacio fisico se reduce a un espacio bidimensional de coorde-
nadas p y ¢, y la trayectoria fisica de un sistema que realiza un movimiento
periédico es una curva cerrada en el plano. La integral (49.5), tomada a lo largo
de esta curva es el drea encerrada. Evidentemente puede escribirse también,
ya como integral curvilinea

I=—§gdpj2m

! Puede demostrarse que si la funcién A(¢) no presenta singularidades, la diferencia entre I y un
valor constante es una cantidad exponencialmente pequeifia.
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ya como integral de superficie

I = ff dp dg/2m.

Como ejemplo, determinemos el invariante adiabdtico para un oscilador
lineal. Su hamiltoniana es:

H = }p%m+ hmarg?,

siendo o la frecuencia propia del oscilador. La ecuaciéon de la trayectoria fasica
estd dada por la ley de la conservacion de la energia H(p, g) = E; es una elipse
de semiejes v/ 2mE y A/2E/ma?, y su érea, dividida por 27, es:

I = Elo. (49.7)

La invariancia adiabdtica de esta magnitud significa que, cuando los parimetros
del oscilador varian lentamente, la energia es proporcional a la frecuencia’.

Las ecuaciones del movimiento de un sistema cerrado con pardmetros cons-
tantes pueden volver a formularse en funcién de I. Efectuemos una transfor-
macién canénica de las variables p, ¢, tomando I como nuevo «mpetu»; la
funcién generatriz es la accién abreviada S;, expresada como funcién de g e I.
Puesto que S, estd definida para una energia dada del sistema, y en un sistema
cerrado I sélo es funcién de la energia, S, puede escribirse también como una
funcién So(g, I). La derivada parcial (0S,/2q); = p coincidird con la derivada
(0S,/0q) para I constante. En consecuencia, se tiene

p = 0So(g, I)/0g, (49.8)

lo que corresponde a la primera de las férmulas para una transformacién canénica
(45.8). La segunda de estas férmulas nos da la nueva «oordenada» que desig-
namos por w:

w= 3So(g, I)/ol. (49.9)

Las variables I y w se llaman variables candnicas, I es denominada variable
accién y w variable angular.

! La cuestién de hasta qué punto se conserva el invariante adiabético (49.7) queda reducida a
establecer la relacién que existe entre los coeficientes ¢ en las expresiones asintéticas (para.t — + )
g = Re (c. ') de la solucién de la ecuacién del movimiento § + ? (£) ¢ = 0, en la que la fre-
cuencia « es una funcién del tiempo lentamente variable (que tiende a los limites constantes w . para
t — + o0); los valores limite de I se expresan en funcién de estos coeficientes por la igualdad I, =
=3%w. | c.|% La solucién de este problema puede tomarse de la mecénica cudntica observando la
coincidencia formal de aquella ecuacién del movimiento con la ecuacién de Schriodinger ¥’ + k*(x) ¥ =
= 0 correspondiente al movimiento unidimensional de una particula ante una «pared de potencial»
que varia lentamente (de manera cuasiclasica); el problema de determinar la relacién entre las ex-
presiones asintéticas (para x — 4 ) de ¥ es el de hallar «el coeficiente de reflexion» en la pared
de potencial (véase vol. 111, Mecdnica cudntica, § 52).

Esta manera de resolver el problema del grado en que se conserva el invariante adiabético de
un oscilador se debe a L. P. Pitaevskii. Los cilculos correspondientes se presentan en el trabajo de
A. M. Dyjne, ZhETF 38, 570 (1960).
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Puesto que la funcién generatriz Sy(g, I) no depende explicitamente del
tiempo, la nueva hamiltoniana H’ coincide con la antigua H expresada en fun-
cién de las nuevas variables. En otras palabras, H’ representa la energia E(I)
expresada en funcion de la variable accién. Consecuentemente, las ecuaciones
de Hamilton con las nuevas variables canénicas son:

I=o, @ = dE(I)/dI. (49.10)

La primera ecuaciéon da I = cte., como era de esperar, ya que es constante la
energia. De la segunda ecuacién se deduce que la variable angular es funcién
lineal del tiempo

w = (dE/dI)t+cte. (49.11)

La accion Sy(g, I) es una funcién multiforme de las coordenadas. Al cabo
de cada periodo, esta funcién no toma su valor inicial, sino que aumenta en

ASy = 2al, (49.12)

como es evidente de la formula S, = [ pdg y de la definicién (49.5). Durante el
mismo tiempo la variable angular se incrementa por tanto en

Aw = A8SofoI) = d(ASo)/ol = 2, (49.13)

[lo que puede verificarse inmediatamente de la formula (49.11) y de la expre-
sioén (49:6) del periodo].

Reciprocamente, si expresamos ¢ y p [0 cualquier funcién uniforme F(p, q)
de estas variables] en funciéon de las variables candnicas, permanecerian inva-
riables cuando w aumenta en 2x (para un valor dado de I). Es decir, cualquier
funcién uniforme F (p, q), expresada por medio de las variables candnicas es
una funcién periddica de w, de periodo 2x.

§ 50. Propiedades generales del movimiento en el espacio

Consideremos un sistema con varios grados de libertad, realizando un mo-
vimiento finito (con respecto a todas las coordenadas), y supongamos que el
problema admite una separacién completa de las variables por el método de
Hamilton-Jacobi. Esto significa que, por una eleccién apropiada de las coorde-
nadas, la accién reducida puede escribirse como una suma de funciones

So = > Silg:), (50.1)

cada una de las cuales depende de una sola coordenada.
Siendo los impetus generalizados

p1 = 380/34,- = dSi/dqi,
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cada funcién S; puede escribirse
Si = f pidgi. (50.2)

Estas funciones no son uniformes. Como el movimiento del sistema es finito,
cada coordenada sélo puede tomar valores en un intervalo finito, y cuando las
q; varian «ida y vuelta» en este intervalo, la accién aumenta en

ASy = AS; = 2=1;, (50.3)
siendo

I = :f pi dgy/2m, (50.4)

extendida la integral a la mencionada variacién de ¢, .

Realicemos ahora una transformacion candnica andloga a la considerada
en § 49 para el caso de un solo grado de libertad. Laas nuevas variables son las
«variables de accién» I; y las «variables angulares»

Wi = 3S0(q, I)/@Ii = gaSk(qk, I)/@Ii, (50.5)

donde la funcién generatriz es nuevamente la accién, expresada en funcién de
las coordenadas y de las I;; las ecuaciones del movimiento en estas variables

I, = 0, w; = 0E(I)/01I,,
dan
I; = cte,, (50.6)
wy = [0E(I)/ols]t + cte. (50.7)

También encontramos, anidlogamente a (49.13), que a una variacién com-
pleta («ida y vuelta») de la coordenada ¢; corresponde un cambio de 21 en w;:

Aw; = 2. (50.8)

En otras palabras, las magnitudes w;(q, I) son funciones multiformes de las
coordenadas: cuando estas Gltimas varian y vuelven a sus valores iniciales, los w;
pueden variar en un multiplo de 2n. Esta propiedad puede también formularse
como una propiedad de la funcién w;(p, q) (expresada mediante las coordena-
das y los impetus) en el espacio fisico del sistema. Como las I, son funciones
uniformes con respecto a las variables p y g, se obtiene, sustituyendo I (p, q) en
w, (g, I) una funcién w, (p, g), la cual puede variar en un multiplo entero de 2n
(incluyendo el cero) al recorrer cualquier trayectoria cerrada en el espacio fisico.

! Sin embargo, se debe observar que aqui se trata de la variacién formal de la coordenada g, en
todo el intervalo de valores posibles, y no de su variacién durante el periodo del movimiento real
(como en el caso del movimiento lineal). Un movimiento finito real de un sistema con varios grados
de libertad no s6lo no es en general periédico en conjunto, sino que la variacién en el tiempo de cada
coordenada tampoco es periddica (véase mis adelante).
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De aqui se deduce que cualquier funciéon uniforme F(p, q) del estado del
sistemal, cuando se expresa en funcidn de las variables canénicas, es una funcién
periédica de las variables angulares de periodo 2z respecto de cada una de ellas.
Puede, por lo tanto, ser desarrollada en serie multiple de Fourier

o]

F= 3 w3 Ay, explilhon+ ... + L)), (50.9)

U=

(donde 1, L ..., Is son nimeros enteros). Sustituyendo las variables angulares
por sus expresiones en funcién del tiempo, se encuentra que la dependencia
de F con el tiempo viene dada por una suma de la forma

© @ oF OE
-S> .. (s . l—)}. 50.10
F=2. ,.Z«, Ay, eXp{’ (1311+ oL (50.10)

Cada término de esta suma es una funcién periddica del tiempo de frecuencia
LOE|oL1 + ... +1; OE|0l,. (50.11)

Como en general estas frecuencias no son comensurables, la suma no es una
funcién estrictamente periddica, ni, en particular, lo son las coordenadas g ni
los impetus p.

Entonces, el movimiento del sistema no es en general rigurosamente perié-
dico, ni globalmente, ni respecto a cualquier coordenada. Esto significa que
habiendo pasado por un cierto estado, el sistema no vuelve a pasar por el mismo
estado en un tiempo finito. Sin embargo, se puede afirmar que, al cabo de un
tiempo suficientemente largo, el sistema pasard tan cerca como se quiera (arbi-
trariamente cerca) del estado considerado. Por esta razén un tal movimiento se
dice que es quast periddico (condicionalmente periédico).

En algunos casos particulares, dos (0 més) de las frecuencias fundamentales
w; = 0E/0I; son comensurables para valores arbitrarios de I;. Estos son casos
de degeneracion, y si las s frecuencias son comensurables el movimiento del sis-
tema se denomina completamente degenerado; en este Gltimo caso el movimiento
s evidentemente periédico, y por lo tanto las trayectorias de todas las particulas
son cerradas.

La existencia de degeneracién lleva consigo, ante todo, una reducciéon del
nimero de magnitudes independientes (I;) de las cuales depende la energia del
sistema. Si dos frecuencias w;, y w, son tales que

mOE|aly = nydE|ol,, (50.12)

! Las coordenadas de rotacién ¢ (véase la nota al pie de la pag. 186) no estdn en relaciéon univoca
con el estado del sistema, pues la posicién de éste es la misma para todos los valores de ¢ que difieren
en un miiltiplo entero de 2x. Por tanto, si entre las coordenadas g figuran tales dngulos, sélo pueden
aparecer en la funcién F(p, g) en expresiones tales como cos ¢ 'y sen ¢, cuya correspondencia con el
estado del sistema es univoca.
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donde 7, y n, son niimeros enteros, se deduce entonces que I; e I, sélo aparecen
en la energia en forma de la suma n. I, + n; L.

Una particularidad muy importante del movimiento degenerado es el aumen-
to del nimero de integrales del movimiento uniformes respecto al nimero de
ellas en el caso general de un sistema no degenerado (con igual nimero de grados
de libertad). En este Gltimo caso, entre las (2s — 1) integrales del movimiento,
s6lo s funciones del estado del sistema son uniformes; éstas pueden ser, por
ejemplo, las s magnitudes I;. Las s — 1 integrales restantes pueden escribirse
como las diferencias

widE|0Ty — wrdE) 01, (50.13)

La constancia de estas magnitudes se deduce inmediatamente de la férmula
(50.7), pero no son functones uniformes del estado del sistema, porque las va-
riables angulares no son uniformes.

En los casos de degeneracién, la situacién es diferente. Asi, teniendo en
cuenta (50.12), aunque la integral

wWing — Wany (50 14)

no es uniforme, su no uniformidad se reduce a la adicién de un maltiplo arbitra-
rio de 27. Por tanto, basta tomar una funcién trigonométrica de esta magnitud
para obtener una nueva integral uniforme del movimiento.

Como ejemplo de degeneracién tenemos el movimiento en un campo U= —a/r
(véase problema). La degeneraciéon conduce a la aparicién de una nueva integral
del movimiento (15.17) uniforme, peculiar de este campo, al lado de las dos
(pues el movimiento es bidimensional) integrales uniformes ordinarias, el mo-
mento angular M y la energia E, propias del movimiento en cualquier campo
central.

Se puede observar que la aparicién de un mayor ntiimero de integrales uni-
formes nos lleva, a su vez, a otra propiedad de los movimientos degenerados:
admiten una separacién completa de las variables para diferentes elecciones de
las coordenadas, y no~para una sola eleccién determinada'. En efecto, las mag-
nitudes I; son integrales uniformes del movimiento en las coordenadas que
permiten la separacién de las variables; cuando ocurre la degeneracién, el ni-
mero de integrales uniforme es mayor que s, y asi la eleccién de las que se desean
tomar por magnitudes I; deja de ser univoca.

A titulo de ejemplo, se puede citar de nuevo el movimiento de Kepler que per-
mite la separacién de variables tanto en coordenadas esféricas como en parabélicas.

En § 49 se ha demostrado que para un movimiento finito unidimensional,
la variable accién es un invariante adiabatico. Esta afirmacién es también valida
para un sistema con varios grados de libertad, y vamos a dar aqui una demos-
tracién para el caso general.

Sea de nuevo A(f) un parimetro del sistema lentamente variable?. En la
transformacién candnica de las variables p, ¢ a las variables I, w, la funcién

! Prescindimos aqui de los cambios triviales de coordenadas como ¢'; = ¢'1{(@)q2 = ¢'2(q).

? Para simplificar las férmulas supondremos que sélo hay un tal pardmetro, pero la demostracién
es enteramente vilida cualquiera que sea su ntimero.
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generatriz es, como sabemos, la accion Sy(g, I). Esta depende de i como para-
metro, y si 4 es una funcién del tiempo, la funcién Sy[g, I; A(¢)] depende expli-
citamente del tiempo. En este caso la nueva hamiltoniana H’ no es la misma
que H, es decir, la energia E(]), y, por las férmulas generales (45.8) de las trans-
formaciones candnicas, se tendra

H' = E(I)+0So/ot = E()+A},
A = (0So/ON)1-

siendo:

Las ecuaciones de Hamilton dan
Iy = —0H'[ow; = —(dA[dwiA. (50.15)

Tomemos el valor medio de esta ecuacién en un tiempo que sea grande res-
pecto a los periodos fundamentales del sistema, pero pequefio comparado al
que necesita el parametro A para variar apreciablemente. A causa de esta Gltima
condicién no necesitamos tomar el valor medio de 4, y tomando los valores
medios de 01/0w; se puede considerar como si el movimiento del sistema se
efectuase a A constante y tuviese, por lo tanto, las propiedades de los movi-
mientos quasi periédicos indicados anteriormente.

La accién Sy no es una funcién uniforme de las coordenadas; cuando g¢;
vuelve a su valor inicial, S, aumenta en un muiltiplo de 2z ;. Pero la derivada
A = 8S,/04), es una funcién uniforme, pues la derivacién se realiza a I; cons-
tante, y no hay por tanto aumento de S,. En consecuencia 4, expresada como
funcién de las variables angulares w;, es periédica. Como el valor medio de las
derivadas 94/0w, de una tal funcién es cero, teniendo en cuenta (50.15), se tiene:

Lijot = —(OAJowi)1 A = 0,

que demuestra la invariancia adiabdtica de las I;.

Para concluir podemos discutir brevemente las propiedades del movimiento
finito de sistemas cerrados con s grados de libertad en el caso mds general,
cuando se supone que las variables en la ecuacion de Hamilton-Jacobi no son
separables.

La propiedad fundamental de los sistemas con variables separables es que
las integrales del movimiento I;, cuyo nimero es igual al namero de grados de
libertad, son uniformes. Pero en el caso general de sistemas con variables no
separables, las integrales del movimiento uniformes se limitan a aquellas cuya
constancia expresa las propiedades de homogeneidad e isotropia del espacio
y del tiempo, es decir, a las leyes de la conservaciéon de la energia, del impetu
y del momento angular.

La trayectoria fisica de un sistema atraviesa aquellas regiones del espacio
fasico definidas por los valores constantes dados de las integrales uniformes del
movimiento. Para un sistema con variables separables y s integrales uniformes,
estas condiciones definen una variedad de s dimensiones (hipersuperficie) en
el espacio de las fases. Al cabo de un tiempo suficientemente largo, la trayec-
toria del sistema cubrird esta hipersuperficie de manera tan densa como que-
ramos.
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En un sistema en el que las variables no son separables, el nimero de inte-
grales uniformes es menor que s, y la trayectoria fasica cubrira (total o parcial-
mente) regiones de mas de s dimensiones en el espacio fésico.

Indiquemos que si la hamiltoniana de un sistema difiere solamente en pe-
quenos términos de otra la cual admite la separaciéon de las variables, las pro-
piedades del movimiento serdn proximas a aquellas de los movimientos gquasi
periédicos; las diferencias seran infinitésimos del orden mucho mds elevado que
la de los términos adicionales en la hamiltoniana.

PROBLEMA
Calcular las variables accién para un movimiento eliptico en un campo U = — gqfr.

Solucién: En cbordenadas polares 7, ¢ en el plano del movimiento se tiene:

1 27
I¢=2—fp¢d¢=M,
T
1]

'max
1 3 M2
Iy=2—f 2m\E+—-)— ——| dr
27 7 r2

"min

= —M+aV/(m/2|E]),
de donde resulta que la energia expresada en funcién de las variables accién es:

= —ma?2(Ir +1,)>

Depende solamente de la suma I, 4+ I, lo que significa que el movimiento es degenerado:
las dos frecuencias fundamentales (con respecto a ¢ y a #) coinciden.
Los pardmetros p y e de la 6rbita [véase (15.4)] se expresan en funcién de I, e I por

=L¢2 e2=1_( Iy )2.
Is+-I,

’
mo

Como consecuencia de la invariancia adiabatica de I, e Ig, la excentricidad de la é6rbita
permanece constante cuando el coeficiente a o la masa m varian lentamente, y sus dimen-
siones varian en proporcién inversa a m y a.
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