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1. Introduccion breve a la transformacion a va-
riables de angulo-accién 1 GL

Esta introduccién sigue el libro de Percival y Richards sobre sistemas dindmi-
cos. La transformacién desde {q,p} buscada es aquella en la cual el nuevo Ha-
miltoniano sélo depende del nuevo momento J (variable de accién) y no depende
de la nueva coordenada 6 (variable de dngulo). Como esta ultima es ciclica el
nuevo momento es constante. Para simplificar las derivaciones usaremos que si
la transformacion es candnica se preservan las areas en el espacio de fases.
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Figura 1: Diagrama de fases.

Para el caso mostrado en la figura (libracién) cada vez que g recorre un ciclo
la variable 6 recorre 27. Por igualdad de las areas:

1
j{pdq =2nJ = J=— %pdq (1)
2w

El Hamiltoniano nuevo es E(J), como 6 es ciclica la solucién de las ecuaciones
de Hamilton en las nuevas variables es simple:



J= a0 = J = constante (2)
0— ‘9];7? 0 = w()t+ b (3)
——
w(J)

En un periodo 7, 6 se incrementa en 27 por lo que w es la frecuencia angular
del movimiento.

2n OE(J)
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Por construccion tenemos que ¢ y p son funciones periédicas de 6:
q(0,J) = q(0 + 27, J) p(0,J) = p(6 + 27, J) (5)

Para poder resolver el problema original se debe relacionar 6 con ¢q. Nueva-
mente usaremos la propiedad de las areas.
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Figura 2: Secciones del espacio de fases entre J y J + 6J en las representaciones {q,p} y
{0,J} El drea S en {q,p} se transforma en el drea sombreada en {0, J}. De esta
igualdad se determina 6(q).

De la figura:
Area en {q,p}
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Tgualando las areas y sacando la derivada parcial de la integral:
o [9
0 = W/o p(g, J)dq (9)
—_——
W(a,J)



En esta ecuacion identificamos a la funcién generatriz de la transformacion

Fz(q,J)ZW(q,J)=/0qp(q,J)dq

La variacién de Fs(q,J) en un periodo del movimiento (un ciclo completo) es:
OF.
AF, = ¢ = 2dg = j{pdq =orJ (10)

Por otro lado la funcién generatriz tipo Fi(q,0) estd relacionada a Fy(q, J)
mediante:

FI(Q79):F2(Q7‘])_9J (11)

por lo que su cambio en un periodo es:

AFy(q,0) = AFy(q,J) — A(0J) = 27TJ—\A£/J =0 (12)
27
Por lo que Fi(g, ) es una funcién periddica de ¢, a diferencia de Fy(q, J). Esto
ultimo resuelve en 1GL el problema 5.

Antes de finalizar esta introduccién, veamos su generalizacién a muchos gra-
dos de libertad. En este caso queda claro que la transformacién es posible si H es
constante y ademas el problema de H-J es separable. La funcién generatriz que
lleva a coordenadas ciclicas es la funcién caracteristica de Hamilton W (g;, ;).
La transformacion de angulo accién se da usando como nuevos momentos a las

variables de accidn:
1
Ji= oo ?{pid(h
T

en lugar de las constante de separacion «;. Para hacer este cdlculo es importante
dibujar los diagramas de fase correspondientes al problema. Acordarse que la
funcién generatriz del caso separable era:

W(qr, Jx) = Z Wi(qi, {Jx})

2. P7: Péndulo fisico

El péndulo lo caracterizamos por dos magnitudes, su momento de inercia I
con respecto al punto de suspensién (por donde pasa el eje de rotacién) y por
la distancia del centro de masa a dicho punto d. El Hamiltoniano (H =T + V)
estd dado por:

I .
H= 51/;2 — mgd cos(v)
y en funcién del momento py, = I )

1
H=—(p% —2a° 2 — T
QI(pd’ a” cos(v))) o mgd



2.1. Curva separatriz

La curva separatriz que divide el movimiento de libracién (periédico acota-
do), del de rotacién (periédico no acotado), se obtiene considerando una energia
tal que en ¥ = 7 tengamos py = 0:

de donde

P2 =20 (1 + cos(v)) = py = £2accos(1/2)
—_———
2 cos2(y/2)

Si E < Es, el movimiento es de libracién (oscilaciones). Si E > Ej el movimiento
es de rotacién y puede ser horaria o anti-horaria.

2.2. Puntos de equilibrio

Los punto con la minima energia F = —0‘72 y ¥ = 2nm con n entero son
puntos de equilibrio estable pues estan en los minimos de potencial. Cerca de
estos puntos las trayectorias en el espacio de fases son elipticas.

Los puntos con energias F = 0‘72 y ¥ = (2n + 1) son puntos de equilibrio
inestables. Cerca de estos puntos las trayectorias en el espacio de fases son
hiperbdlicas, y al cambiar ligeramente la posiciéon de la particula, la particula
sigue dichas trayectorias alejandose del equilibrio inestable
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Figura 3: Diagrama de fases py, (vertical) vs ¥ (horizontal), para distintos valores de E.
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