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2) Usando las definiciones de z,y, py, py
1 v/
T = \/ﬁ(\/Qpl singi +p2)  px = %( V/2p1 cosqr — g2)
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y= \/ﬁ(\ﬂpl cosq+az2)  py =5 (=v/2pising +p2),
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0005 = o) = 0 lawp] = 0 [fod = =525 (fp] = 5

tenemos:

[z,y] = [\/%(\/ﬂsinch +p2), \/%(\/ECOSQI + g2)]
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— ([\/2p1 sin g1, \/2p1 cos q1] + [\/2p1 sinq1, g2] + [p2, \/2p1 cos q1] + [p2, q2])
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[z, py] = 5([\/2291 sin g1, —v/2p1 sinq1] + [v/2p1 sin g1, p2] + [p2, —v/2p1 sinq1] + [p2, p2))
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1
[y, pa] = 5([\/ 2p1 cos g1, \/2p1 cos 1] + [/ 2p1 cos q1, —q2] + [q2, \/2p1 cos 1] + (g2, —q2])

=0 =0 =0 =0
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[2,ps] = 5([\/ 2p1 sin gy, /2p1 cos 1] + [v/2p1 sin g1, —ga] + [p2, v/2p1 cos 1] + [pa2, —qo])

=1 =0 =0 =1
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1 . .
ly,py] = 5([ 2p1 cos q1, —/2p1 sinqi] + [\/2p1 cos q1, p2] + [q2, —/2p1 sin q1] + [g2, p2])
=1 =0 =0 =1
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3) Tenemos una transformacién Fi(z,y, g1, q2), por lo tanto
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De la expresién de y despejamos
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= ——(v2p1cosqy +q2) = /201 = —F—
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Reemplazando /2p; en las expresiones para x, p;,p, queda

aFl
Pz = 7y Vmwqs =
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B = —-ay — Vimwag +91(y 1, q2)
mw OF,
Py = —(Mmwy — vVmwez) tangqy + —x = !
2 Oy
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t - —_—
= (muwy — Vmwgz) tan gy + —-z = —~a + 9y
mw
g1 = —(71/2 — Vmwqay) tan g1 + g2(q1, ¢2)
mw mw
F = Txy —Vmwzgy — (7y2 — Vmwqgay) tan g1 + g2(q1, q2)
~_(\/2p: sin g1 + p2)
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= Vmwz — (Vmwy — g2) tan q; = aq;
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Vmwz — /mwy tan g1 + g2 tan ¢y = v/mwx — v/mwy tan ¢ — a—gz
q2
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go = —%2 tanqi + g3(q1)

mw
B = —-ay — Vimwegs — (*y — Vmwgay + L )tancn + g3(q1)
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2 cos? qq 8q1
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g3 =0C
= Twy Vmwzgs — (*y — Vimwgy + 4 )tanq1 +C

Finalmente, F; resulta
mw 1
I = 5 %Y + Vmwzge — 5(\/mwy — q2)* tan
Donde nos podemos olvidar de la constante C' pues no es relevante.

—

4) Tenemos un campo magnético B = (0,0,B) y A =
particula cargada dentro de un campo magnético es

B x 7 = (—By, Bx,0), el Lagrangiano para una

c=T7-v="¢249 1
2 c
El momento canénico es o 1
=" =mi+ 24 = = — (- 14)
or c m c
El Hamiltoniano es



reemplazando 7 por la expresion de recién obtenemos:

Voo axn Lo ape 1o qp az 1 . qpo
=—9p-(p—-A)——@pHp—-—-A)"——p—-—-A) - A= —(p—- A
H mp (p c ) Qm(p c ) m(p c ) c 2m(p c )
1 mw mw
H= 5 ((pe+ 9" + oy — -2)" +p2).

El Hamiltoniano transformado (solo se transforma en el plano  — ) es

OF,
K=H+50

como la F; encontrada no depende de ¢, reemplazamos las expresiones de z,y, pz, p, en el Hamiltoniano:

1, Vmw mw 1
= — —_— 2 —_ - 2 2
2m(( 2 ( P1 COS q1 q2)+ 2 M(\/ P1 COS q1 +q2))

v mw . mw 1 . 2 2
VI (-2 - (V2
+( 5 ( p1sing; + p2) 5 \/W( p1sing; +p2))° +p3)
1 .
= %(27”&1191 cos® g1 + 2mwpy sin® q1 + p?)
p?

K= —Z
WP1+2m

Solucién de las ecuaciones de movimiento en variables nuevas y en variables originales
Para g¢;:

. oK
pr=———=0 = p; =cte. =
Iq1
. oK N +wt
= — =W — w
q1 o q1 = {41,
Para qo:
oK
po=——m—=0 = py=cte.=f3
0q2
0K
g2 = ap2 = q2 = q2,
Para z:
. oK .
p,=———=0 = p, =cte. =mzy
0z
oK
Z = :&:>2220+Zot
dp., m

Reemplazando lo obtenido en z,y llegamos a:

T = \/%(\/ﬂsin(qlo +wt) + B)
y = \/%(\/ﬁcos(qhJ + wt) + ga,)

z = zp + 2ot



El movimiento resulta ser una hélice en la direccién z, donde el ancho de la hélice depende de «a y su
centro depende de g2, y 3, que salen de las condiciones iniciales. Esto concuerda con lo esperado para una
particula cargada en un campo magnético.

5) Sabemos que para que ambas generatrices respeten las ecuaciones de Hamilton deben cumplir la
relacién
Fy=F +q-pqg

Utilizando la expresién de = despejamos ¢;
(v/2p1singr + p2)

Vmwx — po
V2p1

Tr =

1
Vmw

= ¢ = arcsin(

)

Y reemplazando ¢; en la expresiéon para y

y= \/ﬁ(\/ 2p1 cosq1 + q2)

. VMWL — pPo
= g9 = vVmwy — \/2p1 cos(arcsin(——————
i oo ( V2p1 )




Vmwz — ps
V2p1

Con el fin de simplificar las cuentas llamo b = , entonces tenemos:

Fy = F1 + qip1 + q2p2

mw 1
=5 + Vmwagqs — 5(\/ mwy — g2)° tanqi + qip1 + gap2

= %xy + Vmwz(vmwy — \/ﬂﬂ) - %(Wy — Vmwy + \/277\/@)2 tan(arcsin(b))
+ arcsin(b)p; 4+ (vVmwy — /2p1V/ 1 — b2)py

3 b
— 5mw:cy + arcsin(b)p1 + vVmwyps — /2p1V 1 — V2/mwz —p1 (V1 — b2)2\/177b2 —+/2p1V1 — b%psy

3
= Smwry + arcsin(b)p; + vVmwyps — \/2p1V' 1 — b2vVmwz — p1bv/1 — b2 — \/2p1V/1 — b2ps

= arcsin(b)p; + gmwxy + pavmwy — \/2p1 (1 — b2)mwz +p1b\/1 — b2 — pay/2p1 (1 — b2)

Finalmente, luego de muchas simplificaciones llegamos a:

o mwx — 1 1
Fy(2,y,p1,p2) = arcsm(sz)pl = Grmway + pzv/mwy — 5\/2;01 — (Vmwz — p2)*(Vmwz — py).
1

Si consideramos el problema plano, tanto I} como Fason generatrices de la transformacién a variables Angulo—
Accién, donde p; < J; v ¢; < 6;. El Hamiltoniano transformado quedé en funcién solo de las variables de
accién, K = K(j) = wJi, llegamos a que tanto J; como Jz son constantes y §; = 61, + wt. Lo curioso es
que la segunda variable dngulo no nos da informaciéon de una segunda frecuencia del sistema, es como que
esta frecuencia se anuld. Esto a veces puede suceder cuando las frecuencias del sistema son degeneradas, tal
como en nuestro caso.



