Para encontrar la matriz de inercia primero voy a buscar la densidad superficial del disco. El

drea es TR?, y por lo tanto p = 45, Como los dos discos tienen masas distintas:
M 2M
=R P2 = TR?

Calculo de la matriz de inercia Voy a calcular la matriz considerando ejes x,y, z centrados
en el centro de masa de cada disco y con el eje z apuntando en la direccién del eje que uniria a los
2 discos y la masita luego en el giroscopio.
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Reemplazando para cada uno de los discos:
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Con el teorema de Steiner puedo expresar estas magnitudes respecto del punto de apoyo O del
giroscopio, manteniendo los ejes paralelos.
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ay1 =0 ay2 =0 Aym =0

azlz_é az2:i azm:%
IS =10, Ay 19 =19, ol
CM _ 70 2 CM _ O 2
o, e MG Ty, = g ~2M
zz1 zZzZ1 ZZ2 222

Para la masita calculo su inercia como la de una masa puntual a {/2 del punto O.
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La velocidad del giroscopio puede describirse desde el sistema de referencia montado sobre O
como:

W) — sin(1)2) + d(sin(8)sin(¥)1 + sin(h)cos(1)2 + cos(0)3) + 13
) + psin(0)sin())1 + (dsin(8)cos(v) — Osin(1))2 + (deos(8) + )3



Como la estoy expresando la energia cinética desde el punto O no hay T de traslacion, y es
puramente de rotacién. Como estd expresado desde los ejes principales de inercia:

1
Trot = 5[9%] + Q%I + Q%I&]
Como el cuerpo tiene simetria de rotaciéon y I; = I, puede comprobarse que al elevar al

cuadrado los términos cruzados de 1 y 2 se anulan y que los senos y cosenos de 1 desparecen al
quedar sin?(1)) + cos?(1)). Por lo tanto la energfa cinética queda:

Trot = %[192 + I(;stinQ(H) + 13(1/2 + écos(ﬁ))Q]

Antes de escribir el Lagrangiano voy a obtener la posicién del centro de masa para expresar la
energia potencial:

L oMUj2 4 2MI/4+ml/2,
em M+2M+m

ml/2 4
Tem = ?)M—&-m3

1
L= E[Q%I + QSI + Q§I3] — Mrotaigremcos(d)

1 l
L= i[Q%I + Q31 + Q313] — mgicos(G)

La energia potencial es inicamente la de la masita, lo cudl era de esperarse ya que los dos discos
estan balanceados.
Ecuaciones de Euler-Lagrange

G (%)~
(Zﬁ) = ¢?sin(0)cos(0) — Is(v) + deos(0))sin(0) + mgésm(e)

% (Zi) = (Isin®(0) + Iscos*(0))é + (I — I3)¢fsin(20) + Iycos(0) — Isipfsin(0)
(35) ¢

% (gﬂ = 1) — $phsin(0) + dcos(0)

Si se definen mediantes estas ecuaciones:

(Is — I)¢hsin(20) — Isihcos(0) + Isipsin(0)

0= (Isin2(0) + I3cos?(0)) (1)

¥ = ¢phsin(0) + dcos(0) (2)



Haciendo —cos(#)(1) + (2) puede obtenerse la expresion para ¥ y haciendo (1) 4 Izcos(0)(2) la

expresion para ¢.

é _ 817?[(0) éQCos(e)(I = I3) - I3¢w aF mgé (3)
_ sscos(0) (Is—2I) .. 1 I

0 =¢ sin(0) : I ¥ sin(0) 73 (4)

o 550082(0) (s —2I) - .cos(0) I

V=96 sin(0) : I + ¢bsin(0) — 40 sin(0) 73 (5)

En estas expresiones esta el seno de 6 dividiendo pero este no puede anularse ya que € no puede

llegar a ser 0 o .
Antes de linealizar voy a calcular las velocidades ante una precesién pura. En este caso no hay

ni aceleracién ni velocidad en la direccién de 6. Imponiendo esto en (4) y (5) puede verse que ¢ y
¢ quedan nulas. De (3) pueden obtenerse dos expresiones posibles para ¢:

¢*cos(0)(I — I3) — Iz + mg%

Itp + \/I:)?¢2 — 4(I — I3)mgs
= ¢ =
¢ cos(0)(I — Is)
Ahora si, linealizando (3), (4), y (5), eliminando los términos cuadraticos en las velocidades

y haciendo un desarrollo de Taylor de las funciones periédicas a orden cero puede tenerse las
aceleraciones aproximadas. Para eso se hace uso del momento conservado I3 = I5(¢) + ¢cos(0).

- sin(6) l .
0 000 (g 13
ey 1
¢~ 7981'71(90)
. 13 ;cos(6o)

=T sin(6y)

16 + sin(6y)lz¢ = mgésin(@)
IS@’Il(eo)(b — Z39 =0 (7)
Definiendo A = 6 — i¢sin(fy) y realizando (7)—i (6) queda:

1(0 — igsin(fo)) + ils(0 — igsin(6o)) = mgésm(%)

. ) I
IX+ilsh = mgisin(ﬂo)

Esto es una EDO que puede resolverse como la suma de una solucién homogénea més la particu-
lar. La homogénea es una combinacion lineal de exponenciales con las raices del siguiente polinomio

en el exponente:



122 +ilsz =0

—ilg

Entonces, \,(t) = Ae T ' + B. )
La particular sale de plantear una solucién con A = 0.

ilsh = mg%sin(ﬂo)sin(%)

= A1) = fi%glsin(ﬂo)t +C'
3

Por simplicidad, definiendo wy, = l73 y wp = ZLTZZ, la solucién completa queda:

At) = Ae¥rt —jwpsin(fy)t + C
A(t) = asin(bp)(cos(wrt + po) — isin(wrt + @o)) — iwpsin(by)t + ¢ — idsin(0y)

Describiendo explicitamente a A y C' como constantes complejas, A = ae™° y C' = a + ib la
solucion quedas:

A(t) = afcos(wrt + o) —isin(wrt + o)) — iwpsin(Bo)t + a + b

sin(wrt + ¢o)] +wpt —

A(t) = acos(wit + o) +a — ism(eo)[sm(go) W(ao)]

Re(N\) = acos(wrt + @o) +a
Jm(\) « b

_ . n t— ———
sin(fo)  sin(6o) sin(wrt + ¢o)] +wp sin(fo)
Por lo tanto:
0(t) = acos(wrt + o) + a
« 0
H0) = Gy et el +wpt = s
(t) = —awrsin(wrt + ©o)

. . awr,
o(t) = 5in(00) cos(wrt + ¢o) + wp

Reemplazando con las condiciones iniciales:



0(0) = —awrsin(gg) = 0

= o =0
. o awrp, o
¢(0) - 51”(90) +wp =wp
NN o s sin(fo)
wr,
0(0) = 2P gin(6) + a = 6o
wy,
— q = 90 — w0~ Y Sln(e())
wr,
b
¢(0) = sin(fy) 0
—b=0

Por lo tanto las soluciones temporales quedan:

0(t) = 22— sin(0o)[cos(wrt) — 1] + o
wr,

o(t) = Msin(th) + wpt
wr,
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Figura 1: ¢(t) vs0(t) para distintos w, con respecto a wy. Cuando son iguales se ve la precesién
pura.



