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Ejercicio 14

Utilizando las ecuaciones de Euler muestre que cuando un cuerpo rigido (CR) rota alrededor de un
eje con momento de inercia maximo o minimo, su movimiento es relativamente estable, mientras que
cuando lo hace alrededor del eje de momento intermedio el movimiento es inestable.

Bueno, antes de empezar recordemos de dénde salian las ecuaciones de Fuler.

Repaso: Sabemos que si O es un punto fijo en un sistema inercial S o el centro de masa (CM)
de un cuerpo siempre podemos escribir
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La relacién entre un sistema S fijo al espacio y otro S’ que rota con el cuerpo es®
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Tomando los ejes principales de inercia para los versores fijos al cuerpo (i, 2, 3), usando que el
momento angular desde O en esa base es
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y reemplazando en (1) se obtiene:

8% = Ioa + (Ios — Io,2) 22923
8% =102 + (o1 — Io,3) 13
8% = 1030 + (Io2 — Io1) 11
Estas son las llamadas ecuaciones de Euler y valen siempre que el punto O sea igual a un punto fijo

del CR o su centro de masa (CM). Notar que los términos (I; — I;) ©,;€2; aparecen como resultado
de la rotacion del sistema de ejes fijo al cuerpo respecto de uno fijo al espacio.

“Como ya vimos varias veces usamos el teorema de la derivada relativa para transformar derivadas entre sistemas
fijos y rotantes.



Volvamos ahora al problema. La idea es entonces estudiar el movimiento de un cuerpo en un campo
gravitatorio uniforme y analizar la estabilidad de su rotacién si inicialmente gira alrededor de un eje
principal de inercia. Para escribir las ecuaciones de Euler elegimos como punto de referencia al CM del
cuerpo que es donde estd aplicado el peso. En ese caso, las tres componentes del torque seran nulas y se
simplifica el sistema de ecuaciones, es decir

Ilﬂl + (Ig — 12) Q3 =0
IQQQ+ (I1 —Ig) 2193 =0 (2)
IgQg + (IQ — Il) 021099 =0

Supongamos ahora que la velocidad angular del CR es casi paralela a uno de los ejes principales,
digamos al eje 1, entonces podemos escribir

Ql(t) =Qp +w (t)
Qa(t) = wa(t)
Qg(t) = wg(t)

en donde |w;| < || son perturbaciones en las distintas componentes de la velocidad angular. O sea, lo
que estamos diciendo es que la velocidad angular inicial serd, esencialmente, £ ~ 3 1. Si reemplazamos
las velocidades angulares €;(t) en el sistema de ecuaciones (2) obtenemos

Tiug + (13 — _[2) wg(t)’wg(t)
Irwsy + (Il — Ig) (Qo + wl(t)) ’wg(t)
Isws + (1o — 1) (0 + w1 (t)) wa(t)

0
0
0

Como los términos w;w; ~ O(w?) son perturbaciones de orden superior los podemos despreciar. En
ese caso el sistema queda

Lu; =0 = wl(t) = constante = Ql ~ Qo (3)
Lo + (11 — I3) Qows(t) =0 (4)
I3ws + (Iz — I1) Qowz(t) = 0 (5)

Derivando (4) y reemplazando en (5) obtenemos

() + wwa(t) = 0 (6)

en donde w? = Q3(I; — I)(I; — I3)/I2I3. Si w? > 0 la solucién para ws(t) serd oscilatoria (queda la
ecuacién de un oscilador arménico).

De la ecuacion (4) es facil ver que si la funcién ws(t) es oscilatoria, entonces ws(t) también lo es. En
consecuencia, si tanto wa(t) como ws(t) son funciones del tiempo acotadas, las componentes 2 y 3 de la



velocidad angular permaneceran chicas y el movimiento serd estable. Entonces, el cuerpo rotard, aprox-
imadamente, alrededor del eje 1 durante todo el movimiento. Por el contrario, si w? < 0 las soluciones
wo 3(t) divergen con el tiempo y el vector velocidad angular total se apartara del eje 1 desarrollando un
comportamiento mas complejo.

Nota: jOjo! Las soluciones que encontramos son validas inicamente mientras |w;| < |Qo].

Veamos todos los casos posibles:

e Sily > I >1I3 = w?>0 (estable): el momento de inercia I; es maximo.

(
e Silj <Ir<I3 = w?>0 (estable): el momento de inercia I; es minimo.
e Sily>1 >1I3 = w?<0 (inestable): el momento de inercia I; es intermedio.
(

e Sils>I1 >, = w?<0 inestable): el momento de inercia I; es intermedio.

Los ultimos dos casos representan la misma situacién fisica.

Ejercicio 17

Un trompo con un punto de apoyo fijo O que inicialmente gira alrededor de un eje con velocidad
angular Qo (la velocidad de precesién es despreciable) toca el piso y casi instantdneamente (debido al
rozamiento) pasa a rodar sin deslizar. Hay gravedad en —z.

Z >

Q después

Fuerzas aplicadas: Fuerza de vinculo en O (F}), Peso (mg), Normal en P (IV), Rozamiento en P (F}).




a) Mostrar que la componente de Lo en la direcciéon OP se conserva durante el choque.

i) Torques antes de tocar el piso:

7'1%:0
ng =rcmo AMmgz = I3A—mgz

=l (cosax +sinaz) A —mgz = mglcosay

Taontes(y) = Tlgv =+ Trgg

i1) Torques después de tocar el piso:
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O
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Los torques sobre el cuerpo no tienen componente x durante toda la evolucién:

= Ta?antes = T;zo,después =0¢& ‘Lo X = Lo, = constante

b) Ahora nos piden calcular con qué velocidad angular rotard el trompo alrededor del nuevo eje
instantdneo de rotacion una vez que empieza a rodar sin deslizar.

e Para encontrar la velocidad angular del trompo después del choque vamos a usar la conservacién de
la componente x del momento angular. Para hacer la cuenta vamos a suponer que conocemos el tensor
de inercia medido desde el sistema de ejes 1,2, 3 centrado en el CM (los momentos de inercia dependerdn
de la forma exacta del trompo. Por ejemplo, ver el Ejercicio 3a).

I, 0 0 I 0 O
Ievy=10 L o]=(0 I o0
0 0 Ig 0 0 I3

En esta tdltima igualdad usamos que nuestro trompo es simétrico (Iy = Iy = I).

Como el momento angular lo estamos midiendo desde el punto fijo O necesitamos transformar el
tensor de inercia usando el teorema de Steiner para los ejes 1 y 2 del trompo. Para el eje 3 el momento
de inercia vale lo mismo ya que nos estamos moviendo sobre la linea que une los puntos O y CM. Como
sabemos, el resultado es

I+ mil? 0 0
Ip = 0 I+ml? 0
0 0 I3




e Justo antes de tocar el piso toda la velocidad angular del trompo esté en el eje principal 3 (w) ya

que la precesion (¢) es despreciable, es decir:

Qantes = QO 3

Ya tenemos todo para calcular Lo = Ip€2 antes del choque:

I+ mi? 0 0 0 0
Ltes = 0 I+mi2 0 ol=1| o
0 0 Is] \Q 150

Ly = 13003

= [LY" = I3Q) (cosa X + sina )

e Justo después de tocar el piso el eje instantdneo de rotacion estard en la direccion OP ya que vp = 0
y, por condiciéon de rodadura, vale que vp = 0, entonces

Qespues = 2% = ) (cosa 3 —sina 2)

Por otro lado,

, I+ml*> 0 0 0 0
LJespués — 0 I+ml*> 0 —Qsina | = | =(I +ml?) Qsina
0 0 I3 Q) cos o 13 cos«

Ldoespués =—(I+ mZQ) Qsina2 + 159 cosa 3

= LdOeSpllés =—(I+ml*)Qsina (cosaz —sinax) + [3Qcosa (cosak + sinaz)

L%eSpuéS =(I+ mi?) sin? o + I3 cos? @)%+ Qsinacosa (I3 — I — mlz) Z

Laontes o Ldespués

Finalmente, si igualamos x=L, -x podemos despejar §2, por lo que

I3 cos
Q s = 0% = Qg x 7
despucs <(I + mi?)sin? a + I3 cos? oz) 0 Q
Por tdltimo, es importante mencionar que ]Qdespués\ = constante. Esto implica que las velocidades

angulares alrededor del eje z (¢) y el eje 3 (¢b) también lo serdn, tal como vamos a demostrar en el
siguiente inciso.



¢) Escribir las ecuaciones de Euler (en términos de los angulos de Euler) una vez que el trompo
empieza a rodar. Calcular el valor de la fuerza de rozamiento.

Para poder escribir las ecuaciones de Euler necesitamos conocer los torques externos desde O y
proyectarlos en el sistema de ejes 1,2,3. La cuenta del torque ya la hicimos antes. EI resultado que
obtuvimos justo después de que el trompo toque el piso es

ext

TH = (mgl cos o —

loN loF,
: )y'+° (8)
COos cos

en donde usamos versores primados para diferenciarlos del sistema fijo al espacio x,y, Z.
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Figura: Vista superior del trompo. Se muestran 2 de las 3 rotaciones sucesivas que generan los angulos de
Euler: 1) alrededor del eje z (¢ # 0 con § = 0,7 = 0) y 2) alrededor del eje y' (6 # 0 con ¢ = ¢g,1» = 0).

Este 1ltimo eje corresponde a la linea de nodos.

Como nos piden escribir la soluciéon en términos de los dngulos de Euler hay que tener en cuenta un
detalle. Si imaginamos que el sistema de ejes fijo al cuerpo esta caracterizado por los dngulos de Euler
¢, 0 y ¢ = 0 respecto del sistema de ejes x, vy, z es facil ver que el nuevo versor rotado y’ corresponde a
la linea de nodos n (ver Figura), entonces

¥ =10 = f=cosypl —siny2 (ver también el pdf de Maxi) 9)

Ahora nos falta escribir el versor zZ' = z como funcién de los versores 1,2,3. Esto lo pueden hacer
a partir de las matrices de rotacién pero también lo pueden ver, por ejemplo, mirando con cuidado la
Figura 4.7 del Goldstein y proyectando z en los ejes respectivos. El resultado es

i':cos@3+sin9(sinwi—l—coswé) (10)



Reemplazando (9) y (10) en (8) ya podemos escribir el torque en la base de versores fijos al cuerpo que
es lo que necesitamos para las ecuaciones de Euler. Notar que la componente del torque en la direccién
3 tiene informacioén sobre la fuerza de rozamiento que nos interesa. Especificamente, esta componente
resulta

loFy cosO ~
8% = OCZ)T 3=I[pF, tana 3 (11)

en donde usamos que cos = sina ya que § = 7 — a. Ahora necesitamos escribir el vector velocidad
angular en funcién de los angulos de Euler en la base 1,2, 3. Sabiendo que

Q=¢7 +9¢3 (12)

y, usando la ecuacién (10), obtenemos

Q(¢,0,7) = psinfsinh 1 + ¢psinb cost) 2 + (dcos + 1)) 3.

Esta expresion es un caso particular ((9 = 0) de la velocidad angular escrita en la base del cuerpo
como funcion de los dangulos de Euler que ya vimos las clases pasadas.

Nota: Vamos a demostrar que qb y 1/1 son constantes.

La condicién de rodadura implica

Y = d=—sinay (13)

en donde R es el radio maximo del trompo y D es el largo de la recta OP. El signo se debe a
que cuando uno de los angulos crece el otro disminuye. Para verlo piensen en la regla de la mano
derecha para ¢ y 1 durante la rodadura.

La ecuacién (12) se puede escribir como
Q= éi' + 1/1 (cosafc’ + sinai’) .
Reemplazando la condicién de rodadura para ¢ = qﬁ(w) que acabamos de obtener queda

in/}cosozfc': Q% = ¢ =

= constante = ¢ = —Qtan o = constante. (14)
cos «

En la segunda igualdad usamos que £ = Qqespuss dado por la ecuacion (7).



Volviendo a la ecuacién para (¢, 0,1) y usando la condicién de rodadura llegamos a la siguiente
expresion para la velocidad angular!

. COS2 a A

Q((b,a,w):écosasinwi—i—écosacoswﬁ—i- 3

sin @

Como ¢ = 1) = 0 entonces

Qe =M1+02+033=dcosa(cosypl —sinyh2) = [Q3 =0

Finalmente, ya podemos escribir las ecuaciones de Euler que estdbamos buscando. Teniendo en cuenta
que I1 = Is = I obtenemos

6% = I + (Is — 1) 203 (15)
8% =IO + (I — I3) 213 (16)
T8 = I3 (17)

Les queda a ustedes de ejercicio terminar de escribir las ecuaciones (15) y (16) que involucran el
peso y la normal en términos de los dngulos de Euler y demds pardmetros del problema (solo tienen que
reemplazar). Para determinar la fuerza de rozamiento que piden en el ejercicio usamos el torque (11) y
que Q3 = 0 en la ecuacién (17):

lpFrtana =0 <

e En el ultimo punto piden calcular cuanto tarda el trompo en dar una vuelta completa alrededor
del punto O. La cuenta ya estd practicamente hecha. Les queda a ustedes terminar los detalles. Ayuda:
vean la ecuacién (14).

'Recordar que sinf = cos o y cos @ = sin .



