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En 4dngulo-accién los nuevos momentos P seran los J.

Como x e y son ciclicas, p; y py son constantes. Como el movimiento no es periédico en (z,y),
elijo como variables de accién J, = py = as y Jy = p, = a3 (no son las usuales variables de accidn,
tienen otras unidades). Podemos pensarlo como que cortamos el diagrama de fase de p, y p, en 27
para respetar la conservacién del drea (Figura 1). Entonces J, = § ppda/(27) = py2n/(27).

x=2pi y=2pi

(a) pa- (b) py-

Figura 1: Momentos asociados a = e y.

Para el diagrama de fases en z, dado que H = E puede despejarse p, en funcién de z:

P, = :I:\/QmE —J2—J2 - 2m%gz

La parte positiva corresponde a la mitad superior de la curva que se ve en la Figura 2 y la parte
negativa a la inferior.

Pz

Figura 2: Diagrama de fases donde se impuso una barrera de potencial en z=0, ya que la pelota no puede seguir
después de este punto.



El punto de retorno zg se da cuando p, = 0:

E JI+J;
p=———-—2
07 g 2mZ2g

(1)

Para sacar el area total voy a calcular el area superior que se ve en la Figura 2 y luego multi-
plicarla por 2. Esta queda:

1 1 zo
Jzzﬂfpzdz:%2/o \/QmEfJ%nyZme?gzdz <

b=2mBE—J2—J2
2

a=2m2g
1[ 2 0
=— [—(—az + b)?’/ﬂ
m 3a 0
Como zp =b/a
_ 1 2 _ 7243/2
Despejando E de (2):
1
E=— [Jg + 2+ (3rm2gJ.)%3 (3)

Dado que el nuevo hamiltoniano es K = E(J), las frecuencias del movimiento son:

OF
Y
En particular:
Iz
m
Jy
wy = — Oy = wyt + vy (4)
1 (3mm?2g)?/3

Viendo las unidades de estas frecuencias, si se reemplaza J, y J, por muvg, y mug, respecti-
vamente puede verse que tanto w, como w, quedan en unidades de velocidad. Esto tiene sentido
porque en estas coordenadas las pelota aumenta su posicién indefinidamente, lo cual puede consi-
derarse un caso limite de rotacién. Por el otro lado, w, queda en unidades de frecuencia. En esta
coordenada el movimiento es de libracién, ya que va de 0 a 2y y de zg a 0 periédicamente.

Una vez resuelto el problema en las nuevas variables, para antitransformar debo hallar primero la
funcién generatriz Fs(q, J) = Wy(q, J), que puedo calcularla sabiendo que la derivada respecto de las
variables de posicién viejas debe darme los momentos p(g, J) escritos en funcién de z,y, z, Jy, Jyy, J>.



Proponiendo Wy (q, J) = Wy (z,J) + Wy(y, J) + W.(z,J)

ox

ow,

ayy =py=Jy = Wy =Jyy
% =p, = :I:\/(37rm2ng)2/3 —2m2gz

A partir de esto puedo ver que W es:

3/2
((BWmZgJZ)% - 2m2gz)

W J)=J J,
J((L ) =T+ Jyy F 3m29

Si la comparamos con la generatriz de H-J:

2 3/2

(2ma1 —a3—a} - 2m2gz)

S(q, o, t) = g + a3y F —agt

3m2g
vemos que lo que hicimos para pasar de H-J a A-A fue reescribir «(J). El dltimo término a4t era
el responsable en H-J de que K = 0. En A-A no aparece porque el nuevo hamiltoniano no se anula,
sino que es la energia K = E(J).

Ahora si, antitransformo usando que las variables nuevas de dngulo son las derivadas de la
generatriz respecto de las variables de accién:

oWy
HCE = =
0J,
oW
0, = -
v = 37,
4. — oWy _ :FW% \/(37Tm29J2)2/3 —2m2gz
T AL

Igualando con las expresiones 6(t) que se hallaron en (4) resolviendo el nuevo hamiltoniano,
puede volverse a las variables originales y verificar que queda la misma forma funcional que antes:

J:c (6%)
z(t) = —t+ v, = —t+ 7 = Vot + V2
m m

(t) = Lt + P4 t+
= — = — =
Yy Yy Yy 0y Yy

2
3L\, Grmgl )
m2mg? s 2m2g

g
z(t) = -5

Si comparamos con las constantes de H-J, 7, = B4, 7, = B, v (3.J./7%mg?)Y/3, = py.



