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Ejercicio 4

November 4, 2020

1 Consigna

El sistema de la figura estd formado por tres masas, dos de masa m unidas
por un resorte de constante k y longitud natural [y enhebradas en una varilla
horizontal lo mismo que el resorte. Ambas masas estan unidas a una tercer masa
M que cuelga de estas mediante resortes de constante & y longitud natural nula.
El sistema se halla bajo gravedad.

a) Elija un conjunto de coordenadas generalizadas y escriba el Lagrangiano.

b) Determine las posiciones de equilibrio estable y escriba el Lagrangiano en
la aproximacion de pequenas oscilaciones en un entorno de la configuracién de
equilibrio encontradas. Escriba las matrices de masa y de potencial. Se sugiere
usar 74 = yay20 (Y2 coordenada vertical de la masa M).

c¢) Encuentre las frecuencias y los modos normales de oscilacién y grafique
cualitativamente el movimiento del sistema correspondiente a cada modo.

2 Resoluciéon

a) Las masas m ambas pueden moverse solamente en el eje horizontal, y la masa
M en el plano (las condiciones de vinculo son 5 y1 = y3 =0, 21 = 20 = 23 = 0).
El subindice 2 es para referirse a la masa M. Por lo tanto voy a necesitar
4 coordenadas generalizadas para describir al problema. Utilizo coordenadas
cartesianas: x1, T2, T3, y2. La energia cinética queda:

1 . 1 ) . 1 .
T = imxf + iM(:cg +92) + imxg (1)

El potencial consta de tres potenciales elasticos y del potencial gravitatorio
de la masa M:

1 1 1
V= Skl — $1)2+y22]+§k‘[($3 - $2)2+y22]+§k‘($3 — 21 —1l,)° = Mgy, (2)
Finalmente el Lagrangiano queda:

L=T-V (3)



b) Para hallar las posiciones de equilibrio hago las derivadas parciales del
potencial V' respecto a cada coordenada generalizada y veo en que condiciones
se anulan.

%:_k(ng—xl)—k(xg—zl—lo)zO (4)
% — k(ws — 1) — k(25 — 22) = 0 (5)
g—;fg =k(zs —x2) + k(zs—21—1,) =0 (6)
%:2ky2—Mg=0 (7)

De la ecuacién (7) la posicién de equilibrio: ys, = %. De la ecuacién (5)
tenemos que el desplazamiento respecto a la posicion s, de la masa central M
es igual en magnitud. Es decir: —(z1, — T2,) = 30 — T2o = D. Algo esperado
dada la simetria de reflexién del problema en el plano vertical entre las masas
m. Por lo tanto la distancia entre las masas m es x3, — 1, = 2D. Con la
ecuacién (4) y (6) tenemos la misma informacién: kD + 2kD — kl, = 0, entonces
queda determinado D = %" Finalmente las posiciones de equilibrio en x quedan
en funciéon de la posicién de equilibrio de alguna de las masas, pongamos de la
masa M en x2, = Zo:

S

Tio = Lo — 3
T20 = To
. . .oy . lO
Posiciones de equilibrio ¢ z;, = z, + £
_ Mg
Y20 = Sf.

Estas posiciones de equilibrio son estables, las derivadas segundas respecto
a cada coordenada generalizada son positivas (puede verse luego con la matriz
V).

Con estas posiciones de equilibrio, defino los desplazamientos: 7; = x; — ;0
y desarrollo el Lagrangiano en estas nuevas variables.

La energia cinética queda:

1 . 1. . 1 .
T = Smift + 5 M3 +112) + 5 mi; (8)
Y el potencial:
_ 1 2 2 2 2
V—Vo+§k[(772—?71) + (3 —m2)" + (3 —m)” + 2m47] 9)

Como el potencial original (ec 2) ya es cuadratico hay dos formas de obtenerlo
en funcién de los desplazamientos 7;: (1) reemplazar los ; por 1;+;, directamente
en la ec 2 y desarrollar los términos 6 (2) desarrollar Taylor de V' en funcién de
. entorno a la posiciones de equilibrio ;,. Recordamos que el potencial puede



quedar definido a menos la constante V, ya que no modifica la dindmica del
problema.
Defino al vector:

T
T2
= 10
=1, (10)
N4
Defino las matrices:
m 0 0 O
0O M 0 O
T= 0 0 m O (11)
0O 0 0 M
2 -1 -1 0
-1 2 -1 0
V=Fkl_1 1 2 0 (12)
0 0 0o 2

Chequeamos que las matrices obtenidas son simétricas.

El Lagrangiano en aproximacién de pequenas oscilaciones:
1
2

1
L= 5n"Tn— Skn"Vn (13)
c)
Para resolver Euler-Lagrange proponemos que 7 es un oscilador arménico
1 = Acos(wt), con A matriz con autovectores a en su columnas y w del problema:

Va = w?Ta (14)

La solucién general de 7 serd una combinacién de los modos normales.

Resolver (14) es ver para que w se anula el determinante de (V — w?T).

Antes de ponerse a realizar esa cuenta, conviene analizar como podemos de-
sacoplar los modos usando las simetrias del problema. De esta forma buscamos
primero los autovectores. Existe una simetria de reflexion en el plano vertical
entre las masas m con el plano vertical en la posicion de equilibrio de la masa
M. Esta reflexién deja invariante al Lagrangiano, y por lo tanto existen modo
simétrico y antisimétrico de esa reflexién S.

0o 0 -1 0
0 -1 0 O

S= -1 0 0 0 (15)
o 0 0 1

Los modos simétricos son los que al aplicar la matriz S nos devuelve el
autovector con igual signo. Los modos antisimétricos los cambian de signo.
Modo simétrico:



El caso trivial de la masa M moviéndose solo en la direcciéon vertical cumple
con esta simetria:

ayp = (16)

= O O O

y esta frecuencia es wy = 1/2—]\’;.

Si tenemos dudas podemos plantear el determinante, sin necesidad de fac-
torizar esta frecuencia se ve sencillo porque el problema ya esta desacoplado en
Xey.

El siguiente modo simétrico, que es ortogonal a a1, es el de las masas m
moviéndose en contrafase y dejando quieta la masa M:

1
0
ag = 1 (17)
0
Aplicando (14) queda el sistema:
3k m
0 21 0
36| =Y | -m (18)
0 0
La frecuencia de este modo es wy = %}f
Modo antisimétrico:
Planteamos el autovector con las masas m moviendose en fase:
1
a= ? (19)
0
Nos queda:
k(1 —a) m
2k(-14+a)| o aM
El—a) | Y1 m (20)
0 0
Que d& la ecuacién cuadratica:
Ma? +a(2m — M) —2m =0 (21)

Una raiz es a = 1, que da w3 = 0, que es el modo de traslaciéon donde todas
las masas se mueven rigidamente, este autovector es:



O R =

az = (22)
. _ _om . . k (2m s .
La otrarafz es « = =7, nos dd wy = /= (57 + 1), es el modo antisimétrico

donde todas las masas m se mueven a igual fase y la masa M a contra fase con
distinta magnitud, el autovector es:

aq = M (23)

Otra forma de resolver el problema es buscando primero las frecuencias con el
determinante y con esas frecuencias conseguir los autovectores. El determinante
debe quedar factorizado en:

det(V — w?T) = w?(2k — Mw?)(3k — mw?)(k(2m + M) — w?*mM) =0 (24)

M

Figure 1: Esquema del ejercicio 4



