














Ejercicio 4

November 4, 2020

1 Consigna

El sistema de la figura está formado por tres masas, dos de masa m unidas
por un resorte de constante k y longitud natural l0 enhebradas en una varilla
horizontal lo mismo que el resorte. Ambas masas están unidas a una tercer masa
M que cuelga de estas mediante resortes de constante k y longitud natural nula.
El sistema se halla bajo gravedad.

a) Elija un conjunto de coordenadas generalizadas y escriba el Lagrangiano.
b) Determine las posiciones de equilibrio estable y escriba el Lagrangiano en

la aproximación de pequeñas oscilaciones en un entorno de la configuración de
equilibrio encontradas. Escriba las matrices de masa y de potencial. Se sugiere
usar η4 = y2y20 (y2 coordenada vertical de la masa M).

c) Encuentre las frecuencias y los modos normales de oscilación y grafique
cualitativamente el movimiento del sistema correspondiente a cada modo.

2 Resolución

a) Las masas m ambas pueden moverse solamente en el eje horizontal, y la masa
M en el plano (las condiciones de v́ınculo son 5 y1 = y3 = 0, z1 = z2 = z3 = 0).
El sub́ındice 2 es para referirse a la masa M . Por lo tanto voy a necesitar
4 coordenadas generalizadas para describir al problema. Utilizo coordenadas
cartesianas: x1, x2, x3, y2. La enerǵıa cinética queda:

T =
1

2
mẋ21 +

1

2
M(ẋ22 + ẏ22) +

1

2
mẋ23 (1)

El potencial consta de tres potenciales elásticos y del potencial gravitatorio
de la masa M :

V =
1

2
k[(x2 − x1)

2
+y2

2]+
1

2
k[(x3 − x2)

2
+y2

2]+
1

2
k(x3 − x1 − lo)

2−Mgy2 (2)

Finalmente el Lagrangiano queda:

L = T − V (3)
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b) Para hallar las posiciones de equilibrio hago las derivadas parciales del
potencial V respecto a cada coordenada generalizada y veo en que condiciones
se anulan.

∂V

∂x1
= −k(x2 − x1) − k(x3 − x1 − lo) = 0 (4)

∂V

∂x2
= k(x2 − x1) − k(x3 − x2) = 0 (5)

∂V

∂x3
= k(x3 − x2) + k(x3 − x1 − lo) = 0 (6)

∂V

∂y2
= 2ky2 −Mg = 0 (7)

De la ecuación (7) la posición de equilibrio: y2o = Mg
2k . De la ecuación (5)

tenemos que el desplazamiento respecto a la posición x2o de la masa central M
es igual en magnitud. Es decir: −(x1o − x2o) = x3o − x2o = D. Algo esperado
dada la simetŕıa de reflexión del problema en el plano vertical entre las masas
m. Por lo tanto la distancia entre las masas m es x3o − x1o = 2D. Con la
ecuación (4) y (6) tenemos la misma información: kD+2kD−klo = 0, entonces
queda determinado D = lo

3 . Finalmente las posiciones de equilibrio en x quedan
en función de la posición de equilibrio de alguna de las masas, pongamos de la
masa M en x2o = xo:

Posiciones de equilibrio


x1o = xo − lo

3
x2o = xo
x1o = xo + lo

3

y2o = Mg
2k

Estas posiciones de equilibrio son estables, las derivadas segundas respecto
a cada coordenada generalizada son positivas (puede verse luego con la matriz
V).

Con estas posiciones de equilibrio, defino los desplazamientos: ηi = xi − xio
y desarrollo el Lagrangiano en estas nuevas variables.

La enerǵıa cinética queda:

T =
1

2
mη̇21 +

1

2
M(η̇22 + η̇24) +

1

2
mη̇23 (8)

Y el potencial:

V = Vo +
1

2
k[(η2 − η1)

2
+ (η3 − η2)

2
+ (η3 − η1)

2
+ 2η4

2] (9)

Como el potencial original (ec 2) ya es cuadrático hay dos formas de obtenerlo
en función de los desplazamientos ηi: (1) reemplazar los i por ηi+io directamente
en la ec 2 y desarrollar los términos ó (2) desarrollar Taylor de V en función de

i entorno a la posiciones de equilibrio io. Recordamos que el potencial puede
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quedar definido a menos la constante Vo ya que no modifica la dinámica del
problema.

Defino al vector:

η =


η1
η2
η3
η4

 (10)

Defino las matrices:

T =


m 0 0 0
0 M 0 0
0 0 m 0
0 0 0 M

 (11)

V = k


2 −1 −1 0
−1 2 −1 0
−1 −1 2 0
0 0 0 2

 (12)

Chequeamos que las matrices obtenidas son simétricas.
El Lagrangiano en aproximación de pequeñas oscilaciones:

L =
1

2
ηtTη − 1

2
kηtVη (13)

c)
Para resolver Euler-Lagrange proponemos que η es un oscilador armónico

η = Acos(ωt), con Amatriz con autovectores a en su columnas y ω del problema:

Va = ω2Ta (14)

La solución general de η será una combinación de los modos normales.
Resolver (14) es ver para que ω se anula el determinante de (V − ω2T).
Antes de ponerse a realizar esa cuenta, conviene analizar como podemos de-

sacoplar los modos usando las simetŕıas del problema. De esta forma buscamos
primero los autovectores. Existe una simetŕıa de reflexión en el plano vertical
entre las masas m con el plano vertical en la posicion de equilibrio de la masa
M . Esta reflexión deja invariante al Lagrangiano, y por lo tanto existen modo
simétrico y antisimétrico de esa reflexión S.

S =


0 0 −1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1

 (15)

Los modos simétricos son los que al aplicar la matriz S nos devuelve el
autovector con igual signo. Los modos antisimétricos los cambian de signo.

Modo simétrico:
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El caso trivial de la masa M moviéndose sólo en la dirección vertical cumple
con esta simetŕıa:

a1 =


0
0
0
1

 (16)

y esta frecuencia es ω1 =
√

2k
M .

Si tenemos dudas podemos plantear el determinante, sin necesidad de fac-
torizar esta frecuencia se ve sencillo porque el problema ya esta desacoplado en
x e y.

El siguiente modo simétrico, que es ortogonal a a1, es el de las masas m
moviéndose en contrafase y dejando quieta la masa M :

a2 =


1
0
−1
0

 (17)

Aplicando (14) queda el sistema:
3k
0

−3k
0

 = ω2


m
0

−m
0

 (18)

La frecuencia de este modo es ω2 =
√

3k
m .

Modo antisimétrico:
Planteamos el autovector con las masas m moviendose en fase:

a =


1
α
1
0

 (19)

Nos queda: 
k(1 − α)

2k(−1 + α)
k(1 − α)

0

 = ω2


m
αM
m
0

 (20)

Que dá la ecuación cuadrática:

Mα2 + α(2m−M) − 2m = 0 (21)

Una ráız es α = 1, que dá ω3 = 0, que es el modo de traslación donde todas
las masas se mueven ŕıgidamente, este autovector es:
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a3 =


1
1
1
0

 (22)

La otra ráız es α = −2m
M , nos dá ω4 =

√
k
m ( 2m

M + 1), es el modo antisimétrico

donde todas las masas m se mueven a igual fase y la masa M a contra fase con
distinta magnitud, el autovector es:

a4 =


1

−2m
M
1
0

 (23)

Otra forma de resolver el problema es buscando primero las frecuencias con el
determinante y con esas frecuencias conseguir los autovectores. El determinante
debe quedar factorizado en:

det(V − ω2T) = ω2(2k −Mω2)(3k −mω2)(k(2m+M) − ω2mM) = 0 (24)

Figure 1: Esquema del ejercicio 4
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