Repaso Parcial 2

ECUACIONES DE HAMILTON Y TRANSFORMACIONES
CANONICAS

Enunciado

P2. (3 puntos) Dado el siguiente hamiltoniano:

[pe —at?(@ —y)I* | [py+at(@ -y
2 2

H= 2

at(x —y)

a) Plantear las ecuaciones de Hamilton correspondientes (no las resuelva).

b) Usando los corchetes de Poisson pruebe que la siguiente transformacion dependiente del tiempo es candnica:
g==z, p=p.—at’(x-y), @=y, p=py;+at’(z—y)

¢) Encuentre la funcién generatriz F5 de la transformacién canénica propuesta.
d) Escriba el nuevo hamiltoniano y resuelva las nuevas ecuaciones de Hamilton. Emplee esto para encontrar la solucién
general del problema original.

Resolucion

Inciso (a)

No hay mucha vuelta que dar en este primer inciso, simplemente planteamos las ecuaciones

de Hamilton sin resolverlas

Derivamos entonces para cada par de coordenadas conjugadas



e = af [(pe — ) + 2a — (1 — at?)]

ox
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7 =i =p,—at(x—vy)
oH .
=Ty = a5 — )+ 2o — )1 — )
OH B 9
a—py y—py—l—ozt(x—y)

Inciso (b)

En este segundo item, lo inico que debemos hacer es aplicar los corchetes de Poisson al nue-

vo par de coordenadas conjugadas con respecto al viejo par y ver que se satisfacen las relaciones

{{%‘,C]j} = {pi:pj} =0
{gi,pi} = 6

Para ello, veamos lo siguiente

0q1 Opy Oq1 Opr Oq1 Opy 0q1 Opy

top} =505, Jy Op, Op, 0r  Op, dy (4)

Como ¢q; = x, es facil ver que todos los términos salvo el primero se anulan, resultando en que

3]71
Op

{Q1,p1} = =1 (5)

que es precisamente lo que esperamos de una transformaciéon canénica. De forma analoga, se

obtiene también que

_Opa
{Q27P2} = (3py =1 (6)

Por otro lado, también es facil ver que

{01, 2} = {z,9} =0 (7)



ya que el par x,y son las coordenadas canoénicas originales.

Por ultimo, aprovechando a linealidad de los corchetes y los resultados ya obtenidos, se

puede reescribir el que nos queda como

0
{p1.p2} = {pu. 02} — at*{zpsT+ at*{y, po}

0
= {pery T+ o | {pa, 7} | — 0t {pryy+ of” | {y,py} |+ o’ v

Con estos resultados, verificamos que la transformacion es efectivamente canoénica.

Inciso (c)

Ahora debemos hayar la fucnion generatriz Fy(q;, P;) de la transformacion propuesta. Para

ello, recordamos las propiedades que deben satisfacer sus derivadas

o, _
oF,
op, '

Entonces, debemos reescribir los momentos viejos en términos de las nuevas variables y

obtenemos que

( OF:
(D =pe = p1 + ot (x —y)
OF:
(11)8_; =Py = P2 — atz(a: - y)
g s 1o
or, o
\ (Iv)a—p? = =y

Integrando la ultima ecuacion (IV) por ps, tenemos que



Fy =yps+ C(z,y,p1) (11)

Si derivamos esta expresion, obtenemos en la anteudltima igualdad (III) que

O0F, 80(%%1’1) /
— =z = C(z,y, =ap + C'(x, 12
Opy Ipy ( Yy pl) D1 ( ?J) ( )

Tenemos entonces que Fy = xp;+yps+C'(x,y). Ahora, derivamos F; con respecto a x y usamos

la primer ecuacion (I)

oF;

oC (x,
%:plﬂLatQ(iﬂ—?J):pﬁ'M

= C'(1,y) = at?(2?/2 —y2) + C"(y)  (13)

Y por ultimo, derivamos la ecuacién que nos queda (II) obtenemos

OF: oc” oc”
8_; =py —at?(x —y) = py — at’x + % at’y = % — C"(y) = at?y?/2 (14)
Por lo tanto, llegamos a que
at?
Fy :xp1+yp2+7($—y)2 (15)

Inciso (c)

Por tltimo, nos piden escribir el nuevo Hamiltoniano y resolver sus ecuaciones. Para ello,

basta recordar que

a2
H—H=— (16)



Por lo tanto

I
H’=H+ozt(x—y)2:§l+§2 (17)

Nota: es importante que el nuevo Hamiltoniano esté escrito en las nuevas coordenadas!

El Hamiltoniano que nos qued6 es mucho mas simple!. Con sélo verlo, sabemos que p; y po

seran constantes ya que

(ZZ =—p; =0=p;, =cte (18)

Por otro lado, se tiene que el movimiento de las coordenadas ¢; e g2 sera un MRU

OH’ -
Ip; B

G =pi = ¢ =pit +9; (19)

Donde las constantes d; son precisamente las condiciones iniciales de ¢ = x e ¢o = y (es
decir, z(t =0) =6, y y(t = 0) = d2).

Por lo tanto

T =pit+06 — pr=p1+at’(p—p)t+ A (20)
y=pot+ 0 — p, =po— at’(p1 — p2)t + A

con A = §; — 09.



