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Gúıa 5b - Cuerpo Rı́gido

Grados de libertad

Llamamos cuerpo ŕıgido (CR) a toda colección de part́ıculas que mantiene invariante sus
distancias relativas, es decir, que cumple que rij = |~ri − ~rj| = cte ∀ i 6= j. Esas ecuaciones
imponen v́ınculos sobre el sistema. Se puede ver que el número de grados de libertad (#g.d.l)
resultante es #g.d.l = 6.
Podemos descomponerlos en: 3 de traslación (fijo al espacio) + 3 de rotación (fijo al cuerpo).

Cinética del CR

Cinética del CR

Si elegimos como sistema de referencia solidario al cuerpo O al CM o un punto fijo
entonces

T = TTrasl + TRot =
M

2
~v 2

O +
1

2
~Ωt.I.~Ω , ~LO = I.~Ω

Iij =

∫
ρ(~r )

[
~r 2δjk − rjrk

]
dV (1)

donde ~r (y por tanto I) son medidos desde O.

Tensor de Inercia

En la enerǵıa cinética de rotación (1) apareció la matriz del tensor de inercia I, una matriz
real y simétrica de 3x3. En general esta matriz posee elementos no diagonales, pero si elegi-
mos los ejes de forma astuta podemos diagonalizar la matriz. Estos ejes vienen dados por los
autovectores de la diagonalización

I. ~R = λ ~R, con det(I− λ1) = 0 ⇒ I(d) = R.I.RT =

I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

 (2)

donde R es una matriz ortogonal (y por lo tanto de rotación), RT .R = 1, que tiene a los

autovectores ~R en sus filas. Los autovalores son los denominados ejes principales de inercia. Es
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decir que si rotamos los ejes entonces ~Ω′ = R~Ω y la enerǵıa cinética de rotación se diagonaliza

TRot =
1

2
~ΩT .I.~Ω =

1

2
~Ω′T .R.I.RT .~Ω′ =

1

2
~Ω′T .I(d).~Ω′

=
1

2
I1 Ω2

1 +
1

2
I2 Ω2

2 +
1

2
I3 Ω2

3 (3)

Vemos que la matriz de inercia transforma en cierta manera particular frente a transforma-
ciones ortogonales (por eso se la llama tensor de rango 2, ver apéndice). Por ejemplo si trans-

formaramos mediante una transformación general ortogonal O el momento angular ~L = I.~Ω

~L′ = O.~L = O.I.

=1︷ ︸︸ ︷
(OT .O) .~Ω = (O.I.OT ).(O.~Ω) = I′.~Ω

′

⇒ I′ = O.I.OT

(4)

Teorema de Steiner

Los tensores de inercia calculados desde un punto O y desde el CM se relacionan según

I (O)

jk = I (CM)

jk +M
[
~a 2 δjk − ajak

]
, ~a = ~rO − ~rCM (5)
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Problema 1

n) Mostrar que si un cuerpo tiene un eje de si-
metŕıa, entonces el centro de masa está conte-
nido en dicho eje y además es un eje principal
de inercia.

Que un cuerpo tenga un eje de simetŕıa significa que la densidad de masa del CR permanece
invariante ante una rotación alrededor de ese eje. Si definimos dicho eje como ẑ y usamos coor-
denadas ciĺındricas, este hecho se expresa matemáticamente como que la densidad no depende
del ángulo

ρ(r, ϕ, z) = ρ(r, z) (6)

Veamos dónde está ubicado el CM con esta densidad

M ~rCM =

∫
ρ(~r)~r dV =

∫
ρ(r, z) (r cosϕ, r sinϕ, z) rdrdϕdz

=

∫∫
ρ(r, z) r

r ∫ 2π

0

cosϕdϕ︸ ︷︷ ︸
=0

x̂+ r

∫ 2π

0

sinϕdϕ︸ ︷︷ ︸
=0

ŷ + z

∫ 2π

0

dϕ︸ ︷︷ ︸
=2π

ẑ

 drdz

⇒ ~rCM = zCM ẑ (7)

Es decir que el CM está ubicado en el eje de simetŕıa ẑ.

Otra forma más simple de demostrarlo seŕıa haciendo mediante simetŕıas, reflejando en x̂ o
ŷ. Piénsenlon.

Nos falta mostrar que el eje de simetŕıa es un eje principal de inercia. Matemáticamente, esto
significa que el vector ẑ = (0, 0, 1)T debe ser un autovector [con autovalor I3, ver Eq. (2)]Ixx Ixy Ixz

Ixy Iyy Iyz
Ixz Iyz Izz

 0
0
1

 =

IxzIyz
Izz

 =
↑

Si z es
eje ppal

I3

0
0
1

 (8)

donde ya usé explićıtamente el hecho de que la matriz de inercia es simétrica. Es decir que el
eje de simetŕıa es un eje principal si los elementos fuera de la diagonal que involucran a z se
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anulan: Ixz = Iyz = 0. Calculemoslos

Ijk =

∫
ρ(~r)

[(
x2 + y2 + z2

)
δjk − rjrk

]
dxdydz

Ixz = −
∫
ρ(~r)xz dxdydz = −

∫
ρ(r, z) rz cosϕ rdrdϕdz = 0

Iyz = −
∫
ρ(~r) yz dxdydz = −

∫
ρ(r, z) rz sinϕ rdrdϕdz = 0

Ixy = −
∫
ρ(~r)xy dxdydz = −

∫
ρ(r, z) r2 cosϕ sinϕ rdrdϕdz = 0 (9)

Como Ixz = Iyz = 0, probamos que z es un eje principal de inercia. De hecho, podemos ver que
también Ixy = 0. Aún más, Ixx = Iyy (pruébenlon). Entonces la matriz de inercia es totalmente
diagonal

I =
↑

Si z es
eje ppal

Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz

 =

I1 0 0
0 I1 0
0 0 I3

 (10)

Fijense que ni siquiera dijimos cómo estaban ubicados x̂ e ŷ. Debido a la simetŕıa rotacional
alrededor de ẑ, cualquier par de versores perpendiculares a ẑ es igual de bueno; la matriz
de inercia es diagonal en cualquiera par de ellos. Como todos son igual de buenos, podŕıa
intercambiar x ↔ y y obtendŕıa lo mismo; por eso Ixx = Iyy ≡ I1. No podemos distinguirlos;
decimos que sus momentos principales de inercia en x− y están degenerados.
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m) Mostrar que si un cuerpo tiene un plano
de simetŕıa, entonces tanto el centro de
masa como dos de los ejes principales de
inercia están contenidos en dicho plano, y
el tercer eje es perpendicular.

Que la tortuga tenga un plano de simetŕıa x̂ − ŷ en su masa significa que su densidad es
invariante ante cambiar z → −z

ρ(x, y,−z) = ρ(x, y, z) (11)

Calculemos la posición z del CM aplicando esta transformación

zCM =

∫
S

∫ f(x,y)

−f(x,y)
ρ(x, y, z) z dz dS

=

∫
S

[∫ 0

−f(x,y)
ρ(x, y, z) z dz +

∫ f(x,y)

0

ρ(x, y, z) z dz

]
dS

=
↑

z → −z en el
primer término

∫
S

[∫ 0

f(x,y)

ρ(x, y, z) (−z) (−dz) +

∫ f(x,y)

0

ρ(x, y, z) z dz

]
dS = 0 (12)

Por lo que el CM se encuentra en el plano de simetŕıa. Haciendo el mismo procedimiento se
puede ver que Ixz = Iyz = 0, por lo que ẑ es un eje principal.
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Hay otra forma más rápida pero abstracta de demostrarlo, usando simetŕıas. La ecuación (6)
implica que la densidad es invariante ante una reflexión en el plano x − y, la cual se escribe
como

R =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 (13)

Esta es una matriz ortogonal (R.RT = 1 y mantiene la norma invariante), aunque con det(R) =
−1. Como la masa distribución de masa es la misma frente a esa transformación, el tensor de
inercia también debe serlo. Es decir, pedimos que I′ = R.I.RT = I. Entonces

I′ =

 Ixx Ixy −Ixz
Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz

 =
↑

pido

I =

Ixx Ixy Ixz
Ixy Iyy Iyz
Ixz Iyz Izz



⇒ I =

Ixx Ixy 0
Ixy Iyy 0
0 0 Izz

 (14)

Por lo tanto Izz = I3 es momento de inercia principal con eje principal ẑ. Lo mismo sucede con
la posición del CM, pedimos que ~rCM

′ = R.~rCM = ~rCM y entonces

~rCM
′ =

 xCM

yCM

−zCM

 =
↑

pido

~rCM =

xCM

yCM

zCM

 ⇒ zCM = 0 (15)

r) Mostrar que cuando el tensor de inercia es totalmente degenerado, sus momentos princi-
pales de inercia son invariantes frente a cualquier rotación.

Que sea totalmente degenerado significa que todos sus momentos principales de inercia son
iguales; no puedo distinguirlos. Es decir I = I1. Frente a un rotación R

I′ = R.(I1).RT = IR.RT = I1 = I (16)
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Problema 3

a) Queremos calcular el momento de inercia de un
cono de altura h y radio R, alineado como en la fi-
gura. Nos piden I(CM). Sin embargo parametrizar el
cono desde el CM es una tarea casi imposible. Lo
más sensato seŕıa elegir un punto donde la parame-
trización sea simple, el punto O, y desde alĺı usar
Steiner para ir al CM.

Usando ciĺındricas tenemos las siguientes cotas para el volumen del cono

0 ≤ r ≤ z tanα , 0 ≤ θ ≤ 2π , 0 ≤ z ≤ h (17)

(podŕıamos acotar z en función de r también). Notar que R = h tanα.
Si la densidad es constante entonces ρ = M/V . El volumen del cono es

V =

∫ h

0

∫ 2π

0

∫ z tanα

0

rdr dθ dz =
πR2h

3
(18)

Antes de calcular I(O) pensemos que podemos esperar en base a las simetŕıas. Recuerden que
el tensor de inercia es simétrico, aśı que no hay que calcular las 9 componentes sino solo 6,
y usar que Iij = Iji. En el cono además hay simetŕıa de revolución respecto del eje ẑ, es un
eje de simetŕıa, y vimos en el 1.n) que entonces ~rCM está en dicho eje y que este es un eje
principal de inercia. Además, todos los elementos fuera de la diagonal se anularán, y también
hay degeneración en el plano: Ixx = Iyy. Eso es lo bueno de las simetŕıas; nos ahorran cuentas
(igual pueden hacerlas para convencerse). Usando simetŕıas pasamos de 9 integrales a 2

I (O)

xx = ρ

∫
(y2 + z2) dV =

3M

πR2h

∫ h

0

∫ 2π

0

∫ z tanα

0

(r2 sin2 θ + z2) rdr dθ dz

I (O)

zz = ρ

∫
(x2 + y2) dV =

3M

πR2h

∫ h

0

∫ 2π

0

∫ z tanα

0

r2 rdr dθ dz (19)

Haciendo las integrales...

I (O)

xx = I (O)

yy =
3M

20
(R2 + 4h2) , I (O)

zz =
3M

10
R2 (20)

Una vez que tenemos I(O), usando Steiner (5) podemos calcular I(CM). Para ello primero
necesitamos ~rCM . Ya preveńıamos que iba a estar en ẑ por la simetŕıa de revolución

~rCM =

∫ h

0

∫ 2π

0

∫ z tanα

0

(rr̂ + zẑ) rdr dθ dz =
3h

4
ẑ ≡ dẑ (21)
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Como ~rO = 0 entonces ~a = −~rCM , con ax = ay = 0 y az = −d. Usando Steiner

I (CM)

jk = I (O)

jk −M
[
~a 2 δjk − ajak

]
⇒

{
I (CM)
xx = I (O)

xx −Md2 = I (CM)
yy

I (CM)
zz = I (O)

zz

(22)

Como la matriz es diagonal, x, y, z son los ejes principales de inercia; solemos llamarlos
Ixx ≡ I1, Iyy ≡ I2, Izz ≡ I3. Resumiendo

I =

I1 0 0
0 I1 0
0 0 I3

 (23)

donde las componentes en ambos sistemas son
I (O)

1 = I (O)

2 =
3M

20
(R2 + 4h2)

I (O)

3 =
3M

10
R2

,


I (CM)

1 = I (CM)

2 =
3M

20

(
R2 +

h2

4

)
I (CM)

3 =
3M

10
R2

(24)

A este tipo de objetos que tienen dos momentos principales de inercia iguales se los suele llamar
trompos simétricos.

b) Calcular I(CM) para un anillo plano circular de radios r1 y r2.

Solo quiero hacer un comentario técnico sobre distribuciones superficiales. En general uno lo
que hace es poner una densidad superficial σ imponiendo a mano que z = 0, por ejemplo

Ixx =

∫
σ (y2 + 0) dxdy (25)

Esto es como pasar diferenciales dividiendo; técnicamente está mal pero como el resultado es
el mismo lo usamos. Sin embargo, formalmente la manera correcta seŕıa incluir una delta de
Dirac en la densidad volumétrica:

ρ(~r) = σ δ(z) ⇒ Ixx =

∫
σδ(z) (y2 + z2) dxdydz (26)

Como
∫
δ(z − z0)f(z) = f(z0), la delta anula la integral en z y el resultado es el mismo.
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Problema Extra (sobre Steiner y la cinética)

Supongamos que tenemos un péndulo f́ısico
dado por un disco como se observa en la fi-
gura. Dijimos que la cinética se simplifica si
la describimos desde un punto fijo o desde
el CM. Hagamoslo desde ambos sistemas.

El tensor de inercia del disco es diagonal en los ejes (1,2,3) dibujados (hay simetŕıa en 3̂). El

único grado de libertad es θ. La velocidad angular será ~Ω = θ̇2̂.

Desde O, la velocidad es fija (~vO = 0) por lo que no hay cinética de traslación, solo de rotación
respecto de O

T (O) =
1

2
I (O)

2 θ̇2 (27)

Desde el CM śı hay que agregar enerǵıa cinética de traslación (del CM), con ~rCM = d3̂ y
~vCM = dθ̇1̂

T (CM) =
M

2
d2θ̇2 +

1

2
I (CM)

2 θ̇2 (28)

Ambas cinéticas son iguales; lo único que cambió fue el punto de referencia desde donde
describir la rotación. El teorema de Steiner nos corrobora esto

~a = d3̂ ⇒ I (O)

2 = I (CM)

2 +Md2 (29)
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Problema 7: Ángulos de Euler

Para trabajar en los ejes principales es conveniente utilizar la convención de los ángulos de
Euler (ver caṕıtulo 4.4 del Goldstein), donde elegimos los tres ángulos de rotación siguiendo los
tres pasos de la figura 1.

Figura 1: Ángulos de Euler.

Los ejes principales estarán fijos al cuerpo. Podemos escribir estos pasos en forma matemática
como la sucesión de tres rotaciones

Rφ =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1


Rθ =

1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ


Rψ =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

 (30)

Aplicando cada rotación vamos obteniendo los nuevos versores

Rφ

x̂ŷ
ẑ

 =

n̂φ̂
ẑ

 −→ Rθ

n̂φ̂
ẑ

 =

n̂2̂′
3̂

 −→ Rψ

n̂2̂′
3̂

 =

1̂

2̂

3̂

 (31)

(1) (2) (3)

Finalmente

1) + 2) + 3) :

1̂

2̂

3̂

 = Rψ .Rθ .Rφ

x̂ŷ
ẑ

 (32)
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Aśı obtenemos la velocidad angular, que podemos descomponer en los ejes del cuerpo o en los
cartesianos (usando que R−1 = RT )

Angulos de Euler

~Ω = φ̇ ẑ + θ̇ n̂+ ψ̇ 3̂
Ω1 = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

Ω2 = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

Ω3 = φ̇ cos θ + ψ̇

,


Ωx = ψ̇ sin θ sinφ+ θ̇ cosφ

Ωy = −ψ̇ sin θ cosφ+ θ̇ sinφ

Ωz = ψ̇ cos θ + φ̇

(33)

Por ejemplo, de (31) es fácil descomponer a la nodal en ambos sistemasn̂φ̂
ẑ

 = Rφ

x̂ŷ
ẑ

 ⇒ n̂ = cosφ x̂+ sinφ ŷ

n̂2̂′
3̂

 = RT
ψ

1̂

2̂

3̂

 ⇒ n̂ = cosψ 1̂− sinψ 2̂ (34)

Aplicando estas descomposiciones en ~Ω obtenemos algunas componentes de (33). El resto
les queda para ustedes.

Observación: Los ángulos de la figura 1 fueron definidos respecto de los ejes (x̂, ŷ, ẑ). En
este caso, la ĺınea de nodos coincide con la dirección de ρ̂ en polares. Pero (x, y, z) son solo
etiquetas. Si para un ejercicio nos queda más cómodo cambiar estas etiquetas, podemos hacerlo.
Por ejemplo si un cuerpo rota con φ̇ = cte pero alrededor del eje x̂ en vez de ẑ, entonces conviene
cambiar etiquetas (OJO, siempre manteniendo una terna de mano derecha): (x, y, z)→ (z, x, y).
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Apéndice: Tensores

Prop 1: Si dos bases x̂ = {x̂1, x̂2, x̂3} y x̂′ = {x̂′1, x̂′2, x̂′3} son ortonormales, x̂Ti · x̂j = (x̂′i)
T · x̂′j =

δij, entonces están relacionadas por una transformación ortogonal. Veamoslo. La nueva base
puede escribirse en función de la vieja mediante una transformación lineal

x̂′1 = a11x̂1 + a12x̂2 + a13x̂3 ⇒ x̂′i =
∑
j

aijx̂j (35)

debido a que las expresiones son similares para x̂′2 y x̂′3. Metiendo esta transformación en la
propiedad de ortonormalidad

δij = (x̂′i)
T · x̂′j =

∑
k,`

aikaj` (x̂Tk · x̂`)︸ ︷︷ ︸
=δk`

=
∑
k

aikajk

⇒ A.AT = 1 (36)

Prop 2: Ante una transformación ortogonal los vectores preservan la norma. Veamoslo. Primero
veamos como transforma un vector. Escrito en dos bases diferentes tenemos

~x = x1x̂1 + x2x̂2 + x3x̂3 = x′1x̂
′
1 + x′2x̂

′
2 + x′3x̂

′
3 (37)

Como la base es ortonormal, podemos obtener una componente x′i multiplicando ambos lados
por ese vector base x̂′i

x′i = x1(x̂
′
i · x̂1) + x2(x̂

′
i · x̂2) + x3(x̂

′
i · x̂3) (38)

Llamando aij = x̂′i · x̂j podemos reescribir esto en notación matricial

x′i =
∑
j

aijxj ⇒ ~x ′ = A.~x (39)

Sabiendo como transforma un vector, vemos que la norma ||~x||2 = ~x T .~x se preserva si A es
ortogonal

(~x ′)T .~x ′ = ~x T .AT .A.~x = ~x T .~x ⇔ AT .A = 1 (40)
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Tensor

En V = R
3 un tensor de rango N es un arreglo multidimensional de 3N componentes que

transforman ante una transformación ortogonal A según

T
′

ijk...(~x
′) =

∑
`mn...

ai`ajmakn ... T`mn...(~x ) (41)

N = 0: El tensor es representado por un escalar, T ′ = T .

N = 1: El tensor es representado por un vector, ~T ′ = A~T .

N = 2: El tensor es representado por una matriz de 3x3, T ′ = A.T.AT .

Ejemplo: Dados dos vectores ~c y ~d me fabrico el tensor B tal que bij = ci dj. Este producto se
conoce como diádico y al ente resultante como diada. A veces se lo escribe con el śımbolo de
producto tensorial B = ~C ⊗ ~D. En representación matricial

B =

c1d1 c1d2 c1d3
c2d1 c2d2 c2d3
c3d1 c3d2 c3d3

 (42)

Para chequear que es un tensor veamos como transforma

b′ij = c′i d
′
j =

∑
`m

ai`c` ajmdm =
∑
`m

ai`ajm b`m (43)

13



Grupo Ortogonal O(n)

Es el conjunto de matrices O de n× n que cumplen

O.OT = 1 (44)

Tomando el determinante de ambos lados, vemos que se clasifican en dos tipos

det(O)2 = 1 ⇒

{
det(O) = +1 , propias (rotaciones)

det(O) = −1 , impropias (reflexiones)
(45)

En 3D, las rotaciones vienen dadas por

Rx =

1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 , Ry =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 , Rz =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 (46)

Grupo: Un grupo (G, ◦) es un conjunto G en el que se ha definido una operación binaria
interna ◦ , que satisface los siguientes axiomas:

Cierre. ∀ a, b ∈ G : a ◦ b = c ∈ G

Asociatividad. ∀ a, b, c ∈ G : a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c ∈ G

Neutro. ∃! e ∈ G : e ◦ a = a ◦ e = a , ∀a ∈ G

Inversa. ∀ a ∈ G ,∃ a−1 ∈ G : a ◦ a−1 = e

Los grupos pueden ser abelianos (conmutativos) o no-abelianos (no-conmutativos).

Por ejemplo para O(n), la operación binaria interna es el producto matricial. Es no-abeliano.

Otro ejemplo es el conjunto R
+ − {0} de los números reales excluido el cero, que forman un

grupo respecto a la multiplicación común. Es abeliano. En cambio R no es un grupo para la
multiplicación común porque el elemento 0 no tiene inversa.
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