Guia 7 - Ejercicio 10

ANGULO ACCION

Enunciado

10. Considere una particula con hamiltoniano H = % + V(q) para cada uno de los siguientes casos:
V(g) = —=k*/q+12/2mq® y V(q) = imw?q* + I*/2mg*.

(a) Dibuje los diagramas de fases, escriba las ecuaciones de las curvas separatrices e indique las

regiones que corresponden a movimientos de libracion y rotacion.

(b) Para los movimientos de libracion exprese a la variable de accién como funcién de la energia
y halle la relacién 1) = (g, J), donde v es la variable de dngulo. ;C6émo es la frecuencia del
movimiento?

(c) Encuentre la energia de las trayectorias que satisfacen las relaciones J = nhy [ = ph (con n,p

nimeros naturales y / constante). Discuta este punto con su docente.

Resolucion

Inciso (a)

Lo primero que tenemos que hacer para describir los diagramas de fases es poder escribir al

momento en funcién de la coordenada generalizada q. Para cualquier Hamiloniano de la forma

=L v 0
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se tiene que H no depende explicitamente del tiempo, por lo que se conserva. Por analogia de
los potenciales con el oscilador arménico y Kepler, vamos a asumir que F = H. Aporvechando

esta conservacion, podemos reescribir a p(q) como se muestra a continuacion

plg) = £vV2m\/E =V (q) (2)
Vamos a mirar en detalle el primer potencial que nos proponen V(q) = =% +

l2
- T (el

segundo queda como ejercicio, pero se resuelve de forma anéaloga). Lo primero que deberian ser

capaces de notar es el paralelismo entre este potencial y el potencial Kepleriano. En principio,



no sabemos a qué magnitud corresponde la variable ¢ junto con los parametros k y [, por lo que
no podemos asumir que se trata de un problema de fuerzas centrales. Sin embargo, todos los

resultados que ya conocemos van a aplicar para este Hamiltoneano. Ya sabemos que la forma

de este potencial tiene un minimo global en ¢ = anQk (se consigue pidiendo que 8\3’_{(;) =0)y

presenta movimiento acotado siempre que F < 0. Luego, siempre que la energia sea negativa,

el diagrama de fases presentard una forma de orbitas cerradas. La curva definida por £ = 0
marca la bifurcacion entre el movimiento acotado (6rbitas cerradas en el espacio de fases) y el no
acotado (no hay orbitas cerradas), es por esto que esta curva es la separatriz del sistema.
Por lo tanto, la region en el interior de la separatriz se corresponde con un movimiento de
libracion (6rbitas cerradas en el espacio de fases). Por fuera de la separatriz, el movimiento no
es periodico en ninguna coordenada, asi que tampoco hay rotacion. En la figura [1] se presenta
el diagrama.
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Figura 1: A la izquierda, el potencial V(q) en funcion de ¢, con distintos niveles de energia
marcados. A la derecha, el diagrama de fases correspondiente (los colores de las curvas coinciden
con los de las energias correspondientes). La linea punteada indica la separatriz.

Observaciones

A la hora de dibujar el diagrama de fases, es posible obtener una intuicién acerca de la
forma que va a tener el mismo. Lo méas importante es darse cuenta de la existencia de orbitas
y/o periodicidad (recuerden que sin orbitas cerradas, no vamos a trabajar con las variables
de Angulo - Accién). En este caso, como el potencial tiene un minimo global, sabemos que
va a existir alguna regiéon para energias cercanas al minimo donde el Hamiltoneano pueda
aproximarse por el de un oscilador armoénico

2 10%V
M=ot g, (0= ) (3)
Fijense que cualquier hamiltoneano que posea esta forma describe orbitas elipticas en su
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diagrama de fases (como V' (g.,) es un minimo, nos garantizamos de que a—qQIqeq > 0).

A medida que incrementamos la energia, podemos ver del grafico del potencial en la figura



que la energia cinética (ox p?) tiende a cero de forma mucho méas abrupta cuando ¢ — ¢_
que cuando ¢ — ¢4 (donde g_ es el punto de retorno mas cercano a cero, y ¢4 el méas ale-
jado del origen). Este efecto aumenta a medida que incrementa la energia razon por la cual
la orbita eliptica se deforma hacia una forma similar a una gota. Por tultimo, una vez que
E > 0 siempre vamos a tener un punto de retorno ¢_ dado que el potencial diverge en el origen,

pero desaparece el punto ¢, razén por la cual las curvas en el espacio de fases dejan de cerrarse.

Observen que la curva que describe la separatriz no es més que tomar la ecuacion [2] e igualar

E = 0. En este caso, la separatriz ps(gs) se define como

= +v2m a (4)

g 2mq?

Inciso (b)

Nos piden encontrar la variable accién en funciéon de la energfa. Llamando J a la accion,

recordamos que
1

J=o- p(q)dgq (5)

Partiendo de esta definicion, tenemos que para V(q) = 2mq

e Ve %/J

donde {¢q_,q;} son los puntos de retorno. Es muy importante notar y entender que en los

puntos de retorno se satisface la siguiente igualdad

SR (7)
@  2mgi

Esta relacion nos va a ser ultil al momento de evaluar las integrales que tenemos que hacer
(si, hay mas de una). Vamos entonces a resolver esta integral, que en principio no es nada trivial
(en la pagina 468 del Goldstein - 3° edicion, resuelven el problema de Kepler usando variables
de angulo-accion, pero al momento de resolver esta integral, usan un método mas elegante en
el que pasan la integral al plano complejo. No va a ser la tultima vez que vean una resolucion asi
en la carrera, asi que para aquellos interesados o curiosos, sepan que ahi tienen otra alternativa

para mirar. En esta clase, vamos a resolverlo de una forma mas elemental).

Empezamos por notar que cualquier raiz se puede reescribir como V= (\/)2 / V- Reescribi-

mos entonces la ecuacién

dq (8)

Y ahora la separamos en las siguientes 3 integrales
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Vamos a empezar por la primera

dq (10)

/‘ E+q /%1 2Eq + k
VE+E—am e 2Ee ek -
Notamos que la reescribimos de forma tal que se pueda expresar como [ f'/+/fdt donde

la funcién es un polinomio de grado dos f(q) = Fq¢* + kq — +. No hace falta entonces hacer

ninguna cuenta mas. El resultado es el siguiente

l2
qu —i—kq— %

Si recordamos la relacion [7] el argumento se la raiz se anula en ambos puntos de retorno,

9+

(11)

q—

por lo que el resultado es cero.

Vamos con la segunda integral. Nuevamente, vamos a reescribirla de forma conveniente

dg (12)
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Antes de seguir, explico un poco que quiero hacer con esta ultima expresion. Lo que hice
fue recalcar que la energia tiene un valor negativo (puesto que, como ya explicamos, estamos
trabajando en movimiento de libraciéon, y para este potencial, éste solo se da si la energia es
negativa). jPor qué es conveniente avivarse de esto? Basicamente, quiero poder llevar la integral

a una expresion de este tipo, cuyo resultado ya conocemos (ver tablas)

dx = arcsen (Iiﬁ) (13)

«
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Por eso es importante notar que el coeficiente que acompaiia a ¢* es negativo. De otra forma,

no seria posible llegar a esta expresion (en realidad se puede, pero van a tener niimeros imagi-

narios que van a llevar sus soluciones trigonométricas a hiperbolicas). Dicho esto, completamos

cuadrados en el radicando de la integral

k
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Efectuando el cambio de variable z = /| E|q llegamos a la expresion , y nuestro resultado
queda

dg  (14)
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Parece que quedo algo bastante complicado de evaluar, sin embargo, no deberia serlo si

(15)
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recordamos nuevamente la ecuacion [7] Dicha condicion se puede reexpresar de la siguiente

manera

LAy Y L — /1Blgs - —: (16)
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Lo que quiere decir que nuestro resultado es

k km

2- arcsen(1l) = (17)
2¢/|E| 2/|E|
i Ya casi terminamos! Nos queda una tltima integral que otra vez vamos a reescribir
q+ # l2 q+ 1/q2
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Se puede nuevamente llevar la integral a la expresion [I3] En este caso, conviene usar el

siguiente cambio de variables

1
x — —
q
1
dr = ——2dq (19)
q
Ty = 1/(&

Con ese cambio y un par de arreglos més obtenemos

2 [ 1 2 [ 1
% / dr = 3 / - dx (20)
M Bt ke =g e (B (e — k2
Siguiendo un procedimiento al caso anterior, pueden chequear que el resultado es
l
- — (21)

V2m

Escribimos entonces a la variable accion en funcion de los resultados obtenidos

m
— ke —— 22
J =tk (22)

Y por lo tanto, la expresion de la energia en funcion de la accion

k*m
E= —m (23)



Ya encontramos la variable accién, s6lo nos queda encontrar la variable angulo. Para ello,
podemos pensar al cambio de variables angulo-accién como una transformacion canénica usando
la funcion caracteristica de Hamilton (W). Para refrescar un poco, recordemos que la transfor-

macién candnica de Hamilton-Jacobi era tal que el nuevo Hamiltoneano era nulo

o (q, 05 (‘é’qp’ t)) + aS(‘gtP’ ) _ K@Q.P)=0 (24)

En un sistema conservativo (como en el que nos encontramos), la funciéon principal de

Hamilton (S) puede separar en un término temporal y otro que depende de las variables

S(q,E,t) = W(q,E) — Et (25)

En sistemas de este tipo, es posible efectuar una transformacién canoénica usando solo

W (q, E) como funcién generatriz de tipo 2. En este caso, sucede que

owW(q, E
(s

Y por lo tanto, se puede obtener la variable (Q derivando

)-E-K@QD (26)

LB _ Q. ) (27)

Ahora bien, todo esto explicado recién se obtiene si usamos como nuevo momento (P) a la
energia (E). Sucede que lo que querriamos usar es la variable acciéon (J), por lo que nuestra
funcion generatriz tiene en realidad una pinta de tipo W (g, E(J)). De esta forma, la variable

angulo se obtiene aplicando la regla de la cadena a la ecuacion

oW (q,E(J))0E(J)
oE oJ

. Pero conocemos a W(q,E)? En principio, s6lo conocemos su derivada

w(g, J) = (28)

2
%‘;’m:p:i%\/ﬂrg—%f (29)

Uno estaria tentado a integrar esta expresion con respecto a ¢, como ya lo hicimos. Sin
embargo, dicha integral estaba evaluada en puntos estratégicos (¢+) de forma tal que la expre-
sion dificil que nos quedaba era manejable. Ahora, la integral esta indefinida (se hace hasta
un punto arbitrario de ¢), razon por la cudl la operacion se complica. De hecho, en este caso
particular la expresion para la variable angulo es bastante dificil de obtener, pero como regla

general se puede efectuar siempre la ecuacion 28

En cuanto al periodo de movimiento, tenemos que

&) dq dq Op d dJ
FE) = = — = Pl — = — = 21—
T(F) /0 dt jI{ p ]{%_7; }{8qu dEjl{pdq WdE (30)



Por lo tanto, el periodo nos queda

m

2|E?

T =7k

Hint para el caso V(q)= ﬂq + 2mq

Este potencial se resuelve de forma analoga al caso anterior. Les dejo una ayuda de como

tienen que separar las integrales.

Tenemos que la accién podra expresarse de la siguiente forma

Vom [T mw2 [2
J = / E— q* — 5
T 3 2mgq
2 (32)
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Donde hicimos el mismo truco de escribir una raiz como /= ( \/)2 //- Noten que ahora £ > 0

(;Por qué?). El consejo es separar la integral de la siguiente manera

mw2 2
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q
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Por los mismos argumentos ya usados, vemos que la integral (I) se anula. En la integral
(IT) habra que completar cuadrados y hacer el cambio de variables ¢> = z. En la integral (III)

habra que sacar factor comtn ¢* del radicando y hacer el cambio de variables 1/¢? = x.

Inciso (c)

Lo altimo que nos piden es encontrar las energias de trayectorias que satisfacen las relaciones
J =nhy | = ph. De la expresion [23| se obtiene facilmente
k*m

P “"”



Resulta que en los comienzos de 1900, surgieron los primeros intentos de cuantizar la fisica.
La mecéanica cuéntica atin no habia sido desarrollada pero se comenzaba a fabricar herramien-
tas que permitian comprender fendémenos que la teoria clasica no explicaba. Entre ellas, la
més importante fue la cuantizacién de Bohr-Sommerfield. Basicamente, lo que hacia esta
cuantizacion era tomar un conjunto discreto de estados de un movimiento clasico como estados
permitidos. La idea entonces es que el sistema obedece a la mecanica clasica pero no puede
estar en cualquiera de los estados posibles (dentro de un rango continuo), sino que sélo puede

encontrarse en algin estado dentro de un conjunto discreto que obedezca a la siguiente relacion

1
o ?{pdq =nh (35)

Con p el momento del sistema, n un namero entero (posteriormente llamado niimero cuan-
tico) y h la constante de Plank reducida. Lo que se estaba haciendo era cuantizar la accion de
forma tal que su unidad de medida fuese la constante de Plank (por esta razon, se la conoce

también como cuanto de accion).

El modelo del Atomo de Bohr recurri6 a la cuantizacion del momento angular (I = ph)
para poder explicar que las 6rbitas de los electrones en los dtomos eran estables. Describia a
un atomo como un pequeno sistema planetario, donde el electréon giraba en torno al nicleo en
una orbita circular estable. Era importante el postulado de que en estas 6rbitas, los electrones
no irradiaban energia, razén por la cual sus 6rbitas no decajan hasta colapsar con el nicleo.
Ademas, predecia la emision de energia correspondiente a frecuencias determinadas (espectro de
emision de atémos) cuando los electrones saltaban de una 6rbita a otra. Este modelo funcionaba
bien para el 4tomo de hidrégeno, pero tenia sus fallas cuando trataba de explicar fenémenos
de atomos mas complejos. Una de las fallas era que el iinico nimero cuantico del que dependia
la energia era aquel vinculado con el momento angular. Mas adelante, Sommerfield perfeccioné
este modelo dandole libertad a las érbitas para que fueran levemente elipticas. Asi, la energia
pasaba a depender tanto del momento angular como del momento radial. Lo que vemos en este
ejercicio es justamente una cuantizaciéon del momento angular y radial que define las energias

posibles.



