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Ejercicio 1
En este ejercicio se pide analizar el movimiento de una particula sometida a una fuerza
F(z) = (—kz + — ) %
(z) = (— x—i-ﬁ)x,

en donde a,k > 0. Mas adelante, en la Guia 4, veremos que existe motivacién fisica para una fuerza
efectiva de este tipo cuando estudiemos fuerzas centrales y escribamos el potencial efectivo de un oscilador
armonico isétropo. Por ahora, simplemente, analicemos qué podemos decir sobre el movimiento de la
particula en todo el dominio de la coordenada z. Para fijar ideas, podemos pensar que estamos en
presencia de un oscilador arménico unidimensional perturbado por el término az 3.

En el primer inciso nos piden, entre otras cosas, hallar el potencial U(x) y discutir los tipos de
movimiento posibles. Sabemos que hallar el potencial de una fuerza implica encontrar una funcién

escalar U tal que F(z) = —VU. Es facil ver que el siguiente potencial cumple con lo pedido
a ka?
U ($) 271_2 + 7 + C,

en donde C es una constante de integracion la cual, sin pérdida de generalidad, se puede elegir igual a
cero. En consecuencia, podemos decir que el campo de fuerza en cuestién es conservativo y que la energia
mecanica de la particula permanecera constante. El potencial que estamos analizando tiene la siguiente
forma:

U(z)

T Teq1 T2 0 T3 Teq2 T4

Figura 1: La particula se mueve entre z1 <z < x5 0 23 < z < 24.



Este potencial tiene dos puntos de equilibrio estable que corresponden a los valores de = en donde se
anula la fuerza, es decir, aquellas posiciones tal que

oU(z an 1/4
F(wqu,z) = — a; ) = —U/(xe%l,g) =0 Teq,1,2 = + (E) .
Teq,1,2

Del gréfico se ve claramente que los equilibrios son estables por ser minimos del potencial, lo cual
se puede verificar facilmente evaluando la derivada de la fuerza en los puntos de equilibrio, es decir
F'(%eq,1,2) <0 0, lo que es lo mismo, U”(2eq,1,2) > 0.

La energia total de la particula se puede escribir como

E:T(x)—i-U(a:):%a'cz—i-gx —i—%, (1)

en donde T'(x) es su energia cinética. Sabemos que los puntos de retorno se obtienen cuando se anula la
energia cinética. Si planteamos esa condicién en la ecuacién anterior se obtienen 4 puntos de retorno:

xi:i\/f <1i,/ —g‘;) (i=1,2,3,4).

Nota importante: Para una dada energia F, no todas las posiciones son fisicamente aceptables.
Si E = T(x) + U(xg) < U(xp) = T(zg) < 0, lo cual es imposible porque la energia cinética es
cuadratica en la velocidad. En ese caso, xg serd una posicion inaccesible.

e Esto nos permite definir dos regiones disconexas (ver Figura 1) en donde la particula podra moverse
y permanecera ligada. De qué lado del eje y estard la particula dependerd de cudl sea su posicién inicial.
Para este potencial no existen érbitas no ligadas ya que para cualquier nivel de energia siempre hay dos
puntos de retorno.

e Para encontrar la ecuacién horaria z(t) hay que despejar! & de la ecuacién (1) e integrar la ecuacién
diferencial resultante. Eso les queda de tarea ®. Prueben con el cambio de variables v = 22. Igualmente,
volveremos a ver este tipo de integrales cuando estudiemos fuerzas centrales en la Guia 4. Les doy el
resultado para las condiciones iniciales z(tg) = 0y x(t9) = 1 (0 x(to) = x4):

xz(t):§{1+ 1—%005 (2\/5(75—750))} (2)

De esta ecuacién se puede ver que el movimiento serd periédico y de frecuencia w = 24/k/m. El
periodo se obtiene de la relacién 7 = 27 /w = wy/m/k.




e También nos piden interpretar lo que ocurre en los limites: i) E2 > ka y i) E? — ka. Veamos qué
se obtiene en cada caso:

i)E2>>k‘a<:>%<< 1:

En primer lugar notemos que U(Zeq,1,2) = Vka. Esto equivale a la condicion E > U(Zeq1,2), s decir
que la energia de la particula serd mucho mayor que el minimo del potencial. Los 4 puntos de retorno
resultantes son

2F 2F
Ir1 = — T,$2:$3:0,x4:+ * -

Resolviendo la ecuacién horaria (2) se obtiene

2F
t) =44/ 2=
o) =/~

o (Ew)

Observando la Figura 2 podemos concluir que, cuando la particula llega a = = 0, rebota sin variar
el médulo de su velocidad. Esto se debe a que en ese punto se forma una barrera de potencial infinita.
Notar que, debido al médulo que aparece en z(t), la frecuencia en este caso es también w = 24/k/m, en
lugar de /k/m, que es lo que sugeriria el argumento del coseno a primera vista.

z(t)

Figura 2: Evolucién temporal de la posicién de la particula en el limite E > U(%eq,1,2) = Vka.



ii) E? — ka < E — Vka:

En este caso, la energia de la particula se acerca al valor minimo del potencial. Efectivamente, si
tomamos este limite en la ecuacién (2) se obtiene

|E a\1/4
.%'(t) — =+ E =+ (%) = Teq,1,2-

Por otro lado, sabemos que si nos acercamos lo suficiente a un punto de equilibrio estable, el potencial
podréa aproximarse mediante una parabola; es decir, que se comportara como un oscilador arménico libre
de perturbaciones.

,Cuanto vale la frecuencia de las oscilaciones? Para responder a esta pregunta escribimos la ecuacién
de movimiento:

k
F(x):mi':—kx+%<:> jé+—x—i:() (3)
x m mx

Dado que el movimiento de la particula va a ser alrededor del equilibrio podemos escribir

T = Teq,1,2 + 0T = I = dx,

ox
Teq,1,2”

en donde dx es el apartamiento respecto de los minimos del potencial. Si definimos la cantidad € =
entonces T = Teq,1,2 (1 + €). Sustituyendo en la ecuacién de movimiento (3) se obtiene

-k a s i
ox + - Teq2 (1+e€)— Teq 12 (I+¢) 7 =0.

Como € < 1 podemos aproximar (1 + e)_3 ~ 1 — 3e en el ultimo término de la ecuacién anterior. Les
queda a ustedes sustituir y llegar a la ecuacién del oscilador arménico:

DALY U DI L
m m

La frecuencia en este caso serd también w = 2/k/m.



Ejercicio 14

.-

Figura 3

Este es el tipico problema plano de cuerpo rigido (CR) que se ve en Fisica 1, en donde tenemos un disco
que rueda sin deslizar sobre un plano inclinado. Las fuerzas aplicadas sobre el disco son la fuerza de
vinculo normal al movimiento (N), la fuerza de rozamiento estdtico (Fyoze) v €l peso (mg), tal como
muestra la Figura 3. Recuerden que en un CR Ila resultante del peso de cada uno de los diferenciales de
masa que lo conforman estd aplicada en el centro de masa (CM). Analicemos primero qué magnitudes
se conservan durante el descenso. Claramente, el CM del disco esta acelerado, por lo que el momento
lineal del mismo no se conservara:

dP
Z Fext,i =N+ Froz,e +mg = E 7é 0.

]

El momento angular tampoco se conserva ya que la sumatoria de torques externos no es nula,

dL
Z TeXt7i =N + 7-Froz,e + ng - E # 0
7

Sin embargo, la energia mecanica si se conserva ya que, tanto la normal como la fuerza de rozamiento
(que son fuerzas no conservativas), no realizan trabajo, es decir

N1ldl = WN:/N-dl:O,

leroz,e =0 = WFroz,e = /Froz,e : leroz,e =0.

Recordemos que para resolver los problemas de CR habia que plantear la ecuacién de Newton para el
centro de masa (Fext = macy), la ecuacién de los torques externos respecto de un punto fijo o del CM
(Text =1 Q ~ momento de inercia - aceleracién angular) y las ecuaciones de vinculo correspondientes. En
la Guia 5 volveremos a ver todo ésto mas formalmente.

Desde el punto fijo O, en contacto con el plano inclinado, los torques de la normal y la fuerza de
rozamiento son nulos, pero no el torque debido al peso, entonces

Z Tg(m = Ry Amgsina (—%) = mgRsinaz = 15, (4)
%



en donde la ultima igualdad corresponde a la ecuacién de rotacién del disco respecto de O e Ip =
. . . 7 2
Icn + mR? (teorema de Steiner o de los ejes paralelos). Para un disco homogéneo Icn = mEZ Por otro

2
lado, la ecuacion de movimiento del CM serd
micm = Froze — mgsina. (5)
En total tenemos 3 incégnitas (Zcm, Q, Froze) y solo dos ecuaciones. Nos queda entonces plantear la

ecuacion de vinculo que relaciona la velocidad del CM con la velocidad angular del disco usando el hecho
de que rueda sin deslizar, es decir

ver = Vo + QA (rom —ro) = |acu| = |QR. (6)
Ry

A partir de estas ecuaciones es posible calcular la aceleracién del CM y la aceleracién angular del
disco. Les queda a ustedes terminar las cuentas. Los resultados son:

2gsina
acMm = —TX
. 2g sin «
Q=——172
3R

Nota: Como ejercicio les sugiero que repitan las cuentas tomando como centro de momentos el
CM en lugar del punto O y que verifiquen que los resultados son equivalentes. ;Cuanto vale el
moédulo de la fuerza de rozamiento?

e A continuacién nos piden calcular cudnto valen la velocidad lineal y angular del disco al llegar al
suelo asumiendo que la altura inicial del centro del disco es h. La condicion para que el disco toque el piso
serd, entonces, que la altura del CM respecto de éste sea R (ver Figura 3). La solucién puede encontrarse
integrando la aceleraciones lineal y angular que calculamos mas arriba. Sin embargo, aprovechando que la
energia se conserva, lo resolveremos utilizando esa conservacién. Para hacer la cuenta, lo que tenemos
que recordar es como escribir la energia cinética de un CR. Si consideramos un punto O’ del disco que
puede estar fijo, o bien ser el CM, vale que

IO/

2
QQ.

m
2

TCR - Ttraslacién + Trotacién = EIVO" +

Si no se acuerdan bien ésto no se preocupen, lo vamos a volver a ver en la Guia 5. La energia potencial

gravitatoria es facil de escribir. Si tomamos un eje de coordenadas ¥’ que apunte hacia arriba:

dUg ~/ ~/
dy/ y = _mgy N

Ug(y') = +mgy = mg = —

En lo que sigue elegimos el CM para hacer el cdlculo (aunque también podriamos hacerlo desde O).



La energia mecénica escrita en los instantes inicial y final es entonces

Einicial = Tdisco,inicial +U, ,inicial = mgh’
—_———
0

I
%QQ + mgR.

m
2
Eﬁnal = Tdisco,ﬁnal + U, ,final = EIVCM,suelo‘ +

e e
2 (QR)?

De igualar estas dos expresiones, usando que |Vom, suelo| = SR, se obtiene

49 (h— R) .
quelo = J (3R2 ) z
4g(h—R) .
VCM, suelo = — 3

Nota: Fijense que si h = R, el resultado es cero en ambos casos, tal como uno esperaria. Adema4s,
por construccion, ninguna de las dos velocidades depende del angulo « de inclinaciéon del plano
inclinado, ja qué se debe ésto?

Ejercicio 17

Ky

Figura 4

Este ejercicio es también uno de los problemas clasicos que vieron en Fisica 1. La bolita se mueve, sin
friccién, dentro de un tubo que es forzado a girar con velocidad angular w constante en ausencia de
gravedad. Primero nos piden analizar las conservaciones. La tnica fuerza de interaccion que siente la
bolita es la normal, cuya direccién es perpendicular al tubo en todo instante. Obviamente, el impulso
lineal no se conserva ya que la normal (que es una fuerza externa) es distinta de cero, es decir

dpP
Feoxii = N=— #£0.
; ext, dt 7é



El momento angular tampoco se conserva porque el torque externo entre entre la posicién de la
bolita y la normal no es nulo,

dL
ZText,i:TN:I'/\N:N’I”Z:E#O.

(2
De hecho, 7y es el torque necesario para que la bolita, empujada por el tubo, gire. Por tdltimo, la
energia mecanica no se conserva porque la normal, que es una fuerza no conservativa, hace trabajo.
Usando coordenadas polares ésto lo podemos escribir como

WN:/N-dl:/N§-<de+rd95>:/NrdH;éO.

La ecuaciéon de movimiento de la bolita se puede escribir desde un sistema inercial usando, por
ejemplo, coordenadas polares (%, é) Para ello hay que recordar la expresion del vector aceleracion, el
cual posee una componente centripeta y otra tangencial. Sin embargo, este problema también lo podemos
plantear desde un sistema rotante (no inercial) fijo al tubo en donde los versores no dependan del
tiempo. Llamaremos a estos versores ' y g'. Seguramente recordaran de Fisica 1 que en un sistema
rotante aparecen fuerzas ficticias que, en realidad, son el resultado de efectos inerciales asociados a la
rotacion. Para encontrar la forma explicita de estas fuerzas de inercia es necesario escribir la relacién
entre la derivada temporal de un vector visto desde un sistema de referencia S fijo al espacio y otro
rotante S’ (teorema de la derivada relativa). En particular, la derivada del vector posicién entre los dos
sistemas se puede escribir como

d d
a — + Q AT,
dt inercial dt rotante
v=v +QATr. (7)

Nota: Recordar que las velocidades desde los sistemas Sy S’ sonv=>,4;& y v =) . i €.

Si derivamos la expresién (7) respecto del tiempo y multiplicamos por la masa de la bolita podemos
obtener la fuerza observada desde el sistema no inercial S/, a saber

F =F+2mv AQ+m(QAT)AQ+mr' AQ,
y Eul
uler

Coriolis centrifuga

en donde F = ma corresponde a las fuerzas reales de interaccién y los siguientes tres términos a las
fuerzas de Coriolis, centrifuga y de Euler, respectivamente. Dado que la velocidad angular de la barra es
constante (2 = wz), la fuerza de Euler no contribuira (Q = 0), a diferencia de las fuerzas de Coriolis y
centrifuga que pueden escribirse como

-/ Nl
FCoriolis = —2mwr’ 0

_ 2.1l
Fcentrifuga = f+muwrr,



en donde 1’ es la distancia de la bolita al origen. A partir de ésto, y usando que N = N ¢’ , las ecuaciones
dindmicas desde el sistema fijo a la barra quedan:

A ./ !/ 3 /
) mif = ' e [# —wPr' = 0]

0') N = 2muwr”’

La ecuacién diferencial en el recuadro corresponde a lo que intuitivamente podriamos llamar ecuacion
del anti-oscilador, en contraposicién con la ecuacién homogénea de un oscilador arménico simple (7 +
w?r’ = 0), ya que sus soluciones divergen con el tiempo. La solucién mas general puede escribirse como

r'(t) = Asinh(wt) + B cosh(wt).

Sabiendo que 7/(0) = a y 7/(0) = 0, es posible determinar el valor de las constantes A y B. Por otro
lado, la segunda ecuacién nos permite calcular la normal como funcién del tiempo a partir de la ecuacién
horaria r/(t). La misma serd tal que cancele la fuerza de Coriolis en cada tiempo. Haciendo las cuentas
finalmente queda:

r'(t) = acosh(wt) &’

N(t) = 2maw? sinh(wt) §'

Estas dos soluciones divergen con el tiempo. Desde el punto de vista de un observador parado en el
sistema rotante S’, ésto se debe a que la fuerza centrifuga, la cual aumenta con la distancia al origen,
“empuja” a la bolita hacia afuera. Desde el sistema S, sin embargo, este comportamiento se debe en
realidad al término de aceleracién centripeta (un efecto puramente inercial) que puede interpretarse como
una fuerza centrifuga al ser escrito del lado opuesto de la ecuacién de movimiento.

e Otra de las cosas que pedia el ejercicio era calcular las ecuaciones de movimiento en cartesianas.
Eso lo pueden hacer ustedes proyectando los versores # y 6’ (que vistos desde el sistema S no son més
que los versores polares usuales) en la base (X,¥) fija al espacio.



