Primera Guia - Ejercicios 2 y 4

Ejercicio 2

Para los casos siguientes, ;cuantos grados de libertad tiene cada sistema? Proponga

conjuntos adecuados de coordenadas generalizadas

Usualmente, al momento de descrbir la configuraciéon de un sistema de N particulas se utili-
zan las tres coordenadas cartesianas de cada una. Sin embargo, existen sistemas donde resulta
conveniente describir la posicién de cada particula en funciéon de otros parametros. Por ejemplo,
al momento de dar la ubicacién de un planeta girando en torno a su estrella conviene dar la
distancia a la misma y la fase que da la posicion en la 6rbita que describe. A estos parametros
que definen de forma univoca la posicion de las particulas que forman el sistema se las llama
coordenadas generalizadas. Se necesitan 3N de estas coordenadas {¢;} para poder describir de
forma completa al sistema. La posicion de la particula i-ésima x; sera funcion de las coordena-

das generalizadas

Xi:xi(QbQ%--wQSN) (1)

Nota: en la notacion de este PDF, los vectores se escriben en negrita.

Asimismo, puede suceder que el movimiento de las particulas esté ligado. En este caso, el
sistema sigue siendo descrito por 3N parametros, pero no seran independientes entre si. Se dice
que un vinculo es holénomo cuando el mismo puede describirse por medio de una ecuaciéon. Por
ejemplo, dadas dos particulas unidas por una soga inextensible de largo L, el vinculo que liga

la posicion de ambas particulas es holébnomo ya que puede escribirse como

X1 —X2| =L (2)

Se define al nimero de grados de libertad como al niimero de coordenadas generalizadas
independientes n que se necesitan para describir al sistema. El mismo est4 dado porn = 3N —m,

donde m es el nimero de vinculos holéonomos independientes.



a) En este inciso, m; y ms se mueven en el plano de la mesa. Si consideremos al sistema
inmerso en un espacio de tres dimensiones, el nimero de coordenadas que necesitariamos para
describirlo en ausencia de vinculos serian 6 (tres direcciones cartesianas por cada particula). Sin
embargo, sucede que el movimiento esté restringido a un plano, es decir que hay dos vinculos,

uno por cada particula. Los mismos pueden escribirse como:

2 = cte; 29 = cte (3)

Por lo tanto, el nimero de grados de libertad del sistema esn =3-2 -2 =4.

'rn2 \_Ll d12
k Yewm (d;Z

mq

Xem

Figura 1

En este caso, elegir la posicion del centro de masa Renr = (X, Your) v la distancia entre

las dos particulas dja = (di2, ¢12) desacopla la energia del sistema en dos términos (un uno

mimsg
m1+m2

elegir las posiciones cartesianas de las particulas nos deja con un potencial que acopla todas las

correspondiente al centro de masa y otro al de una masa efectiva p = ). Mientras que,

coordenadas. Ambos conjuntos de coordenadas generalizadas son validos y la elecciéon de uno

o de otro dependera de qué convenga, dado un problema.

Podemos calcular la energia cinética y potencial en ambos casos. Usando que

mi1Xq + moXo

R =
CM mi + Mo
diz = [x1 — Xo (4)
P12 = arctan (M)
Ty — I1

Vemos que



my+ Mo, g ‘9 m1me 0 2 39 2 . N
T = X Y —=(d d - 2 2\
5 (Xen + You) + 2(my + m2)( 12 + di207,) H T Zi_l (&7 +4;) 2

_ koo k:_

(5)
(e) En el caso donde P esta fijo, tenemos nuevamente 2 particulas, por lo que necesitamos

asociarles 3 coordenadas a cada una para describir su movimiento en ausencia de vinculos. Si

asumimos que el movimiento se da en el plano xy, podemos escribir los siguientes vinculos:

z1 =0 ry = l; = cte ©)

25 =10 ry = lyg = cte

Notemos que es equivalente preestablecer que el espacio es bidimensional. En este caso, lo
que tenemos es que necesitamos 2 coordenadas para describir la posicion de cada particula,
y que ademas, éstas se encuentran en presencia de solo un vinculo cada una (largos de sogas
constantes). El numero de grados de libertad es igualmente 2. La tnica diferencia fue reempla-
zar la informacion de los vinculos por una reducciéon en la dimension del espacio en la que se

encuentra el sistema.
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Figura 2

En este caso, una eleccién conveniente de las dos coordenadas generalizadas necesarias pue-

de ser los angulos que forman cada masa con respecto a la vertical {6y, 605}.

f) En este caso, la particula posee un tnico grado de libertad, dado que, si bien su
movimiento se encuentra contenido en un plano, podemos notar que la coordenada radial en
polares se encuentra parametrizada por la ecuacion de una elipse (y por lo tanto, es un vinculo

hol6nomo). El vinculo es:



x(6) = Acos(0)x + Bsen(0)y (7)

donde A es el radio mayor de la elipse, y B el menor (ver figura . Por lo tanto, basta

utilizar el angulo 6 con respecto al eje x como coordenada generalizada.
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Figura 3

g) Tenemos una Maquina de Atwood que consta de dos masas m; y ms unidas por una

soga de largo [ y una polea de masa M.
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Figura 4

Si consideramos que el movimiento se da en el plano, necesitamos dos coordenadas para
dar la posicion de cada masa. Ademaés, necesitamos otras tres coordenadas para describir la
posicion de la polea: 2 coordenadas para ubicar a su centro de masa y 1 coordenada para indi-
car el angulo de rotacién con respecto a algin eje. En total, son necesarias 7 coordenadas. Si
consideramos que las particulas solo se mueven a lo largo del eje y, que la polea se encuentra
fija y que la longitud de la soga es constante, se restan 5 grados de libertad. Dichos vinculos

sSon



xr, = cte yp =10 y1+y2+ Rr=1

Existen dos casos posibles. Si la soga desliza, entonces necesitamos dos coordenadas ge-
neralizadas, dado que los vinculos son los de la ec. [§] En ese caso, resulta conveniente elegir
{y1,0}. En el caso en que la soga no desliza, se suma un vinculo més, que es la condicion de
rigidez:

Vo=vp+wx (r,—r,) — {j=—0%x Ri (9)

Entonces, basta utilizar {y; }.

Ejercicio 4

La idea de este ejercicio es hallar las aceleraciones de las masas del sistema de poleas que

puede verse en la figura [bh, utilizando distintos métodos:

» Ecuaciones de Newton y condiciones cinématicas
» Principio de Trabajos Virtuales (PTV)

= Ecuaciones de Lagrange

En este PDF vamos a resolver (o al menos plantear) el problema utilizando los dos primeros

métodos (el método de Lagrange lo dejamos para las proximas clases).

Inciso (a)

Para calentar motores, arranquemos por lo que ya sabemos hacer. Tratemos de encontrar
las aceleraciones de las masas utilizando todas las herramientas que ya tenemos de Fisica 1. En
la practica usual, fijamos un sistema de referencia a partir del cual describiremos la dinamica

del sistema y realizamos un diagrama de cuerpo libre (como se observa en la figura 1b).

(Observacion: se asume que el movimiento es unidireccional a lo largo del eje vertical, y que la

orientacion del mismo coincide con la de la aceleracion gravitatoria)
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Figura 5: a) Esquema del problema con sistema de referencia. b) Diagrama de cuerpo libre del
sistema

Identificadas todas las fuerzas, ya estamos en condiciones de escribir las ecuaciones de New-

ton correspondiente a cada masa,

yimy = myg — T}
Yomg = mag — T (10)

ysmg = mazg — 13

las ecuaciones de Newton para el centro de masa de cada polea,

Upmy, = gmy, — T, + Ty + T
yp D g D p 2 3 (11)

Ypompo = 0= gmpo — Tpo + 11 + T},

y las ecuaciones para los torques con respecto al centro de masa de cada polea,

CcM M
dlc‘it => 1 xF, (12)
=1



2

Iinz =Y 1 x Fy = Ri x (T — Ty)j
i=1

, (13)
Iinoz =Y 1 x Fy = Ri x (T1 — T,)j

=1

2 . . 2
Donde I = M es el momento de inercia de ambas poleas (con M = my, 6 myy).

Fijense que conseguimos un sistema de 7 ecuaciones con 11 incognitas, dentro de las cudles

podemos clasificar a:

1. Las 6 coordenadas que describen al sistema: {y1, Y2, y3, Yp, 6p, Opo}

2. Las b fuerzas de vinculo asociadas: {11, Ty, T3, T}, Tyo}

No podremos resolver el sistema hasta que demos 4 ecuaciones mas. La carta que nos queda
usar viene dada por las condiciones de vinculo. Por un lado, asumimos que las sogas son inex-

tensibles, por lo que cada una aporta su ecuacién de vinculo correspondiente,

L—-7mR=y +y l—7R=(y2—yp) + (y3 — Up) (14)

Por el otro lado, suponemos también que la soga no desliza por la polea, por lo que podemos
usar la condicion de rigidez de ésta tltima para vincular la rotacion de las poleas con la posicion

de las masas. La condicion de rigidez y vinculos asociados vienen dados por:

Yo = Yp — Rw
V, =V, +wz X (r,—rp,) — _2 pR P (15)
Y1 = —1po

Ahora si, ya tenemos toda la informacion que necesitamos para conocer las aceleraciones
de las masas. Lo tinico que queda es arremangarse y resolver el tan agradable sistema de 11
ecuaciones con 11 incégnitas. Les dejo a ustedes como ejercicio resolver el sistema. En el
problema se sugiere resolver primero tomando la masa de las poleas como despreciables. Des-
pués de resolver todos los incisos siguientes, ahi proponen volver a plantearlo considerando que
la masa no es despreciable. Fijense que el planteo hecho hasta acé es sumamente general, dado
que dejamos a las masas de las poleas (y por ende sus momentos de inercia asociados) como
parametros en las ecuaciones. Dado que el sistema es bastante extenso, conviene amigarse con

el mismo resolviendo primero para my,, = m, = 0. En este caso, uno llega a las siguientes



relaciones (usando los vinculos y la ecuacion de Newton para la polea p):

_2?/1 :y2+y3 1’11 :Tp
Y1 .
TR T Yo T =13 (16)
Y1+ 4o 2Ty, =T
S =9
Con estas relaciones y las ecuaciones obtenidas, pueden chequear los siguientes resultados:
mM1Moms3
T, =4 17
2 g (mlmg + msmq + 4m2m3) ( )
L —4meoms + mime + msmy (18)
n=9 mimg + mamy + 4moms
. —3mims + mims + dmoms
Y2=9 (19)
mi1Mmeo + M3my + 4m2m3
. —3mamy + myms + 4mams
Ys =g (20)
mimg + mamy + 4moms

Siempre esta bueno utilizar los resultados a los que uno llega para analizar casos limite
en los que uno sabe o al menos tiene una idea de como deberia comportarse el sistema. Por

ejemplo, para que todas las masas queden quietas, resulta razonable pedir que

mq = ng = 2m3 (21)

Vemos que de la ecuacion (18] igualando el denominador a cero e igualando my = m3 = m

llegamos a la siguiente relacion

my = Amams om, (22)
me +ms3

Pueden chequear las otras dos aceleraciones reemplazando el resultado en [19]y

Lo otro que se puede chequear facilmente es el limite en el que la masa m; es muy grande

con respecto al resto, y por ende, su aceleracion positiva.

my >> Mo, M3 — gl >0 (23)

Si en la ecuacion sacan factor comun m, y toman el limite, veran que la particula se

acelera como en una caida libre.

1~ g (24)



Inciso (b)

En esta seccion se pide resolver exactamente el mismo problema pero utilizando el Principio

de Trabajos Virtuales (PTV). Repasemos un poco qué nos dice este principio:

El conjunto de fuerzas que actiian sobre un sistema se puede separar en dos grupos: fuerzas
aplicadas y fuerzas de vinculo. Una fuerza aplicada se determina de forma independiente de
cualquier otra fuerza, mientras que las fuerzas de vinculo no. Estas se ejercen para forzar el
cumplimiento de la ligadura. La caracteristica fundamental de las fuerzas de vinculo es que sus

trabajos virtuales son nulos, de manera que

N N

N
oW => Fior; = FPor;+ )

i=1 i=1

(25)

Utilizando la segunda Ley de Newton llegamos a que

Z (Fjp —~ Pi> or; =0 (26)

=1

La idea aca es poder reemplazar los desplazamientos virtuales dr; por desplazamientos vir-
tuales independientes dg;. Si recapitulamos la definiciéon de coordenada generalizada, uno
las puede pensar como el conjunto minimo de variables a partir del cual se puede conocer la
posicion de cada elemento del sistema. Es muy importante entender que este conjunto de va-

riables son independientes, por lo que podemos reescribir la ecuaciéon [26| como

n

Z (F?p(qla -'-7Qn) - Pi(ql, 7%1)) %] 5qj =0 (27)

j=1 Li=1

Como cada variable dg; es independiente, cada término de la primer sumatoria tiene que
anularse, obteniendo un niimero de ecuaciones igual al niimero de grados de libertad del sistema

(n). Dicho todo esto, vamos al ejercicio

Lo importante a la hora de utilizar esta herramienta es que podamos identificar las coorde-
nadas generalizadas (que serda importante en todo lo que hagamos en esta materia de ahora en

més). Recapitulando un poco, identificamos en el sistema

1. Las 6 coordenadas que definen la posicion (y rotacion correspondiente en las poleas) de

9



los cuerpos del sistema: {y1, Y2, Y3, Yp, 0p, Opo}

2. Los 4 vinculos holonomos (dos sogas tensas e inextensibles y que ambas cuerdas no deslizan

de la polea).

Repasamos los vinculos escritos ya como desplazamientos virtuales:

dy1 = —0Yy, 0y = oy, — RoOp

(28)
20y, = 0ya + dy3 dyr = —Roby

Por lo tanto, necesitamos solo 2 coordenadas generalizadas. Elegimos entonces y, y 6,. Lo
importante de esta eleccién es que sean realmente independientes. Se puede ver facilmente que
una rotacion de la polea p puede darse independientemente de la altura y, a la que se encuentre.
Por ejemplo, no seria correcto elegir {y1,y,} dado que no nos dan informacion de las posiciones

de las masas 2 y 3.

Bésicamente, tenemos que reescribir la ecuacion [26] Resulta facil escribir los términos del
principio de D’Alambert correspondientes a las masas jPero qué hay de las poleas? ;So6lo consi-
dero los desplazamientos virtuales de su centro de masa? La respuesta es no, hay que tener en
cuenta el torque (si lo hay) sobre cada una, sino estamos tirando informacion y los resultados
van a ser erroneos. Dado un trabajo virtual, éste debe ser la variacion de energia cinética en
el correspondiente desplazamiento virtual. Calculemos el trabajo virtual de una polea que se

desplaza en el plano y rota sobre su eje

(Nota: estoy asumiendo que el torque, si lo hay, se dara en la direccién normal al plano que

contiene a la polea, dadas las consideraciones que tomé en cuenta)
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Usando las relaciéones que ya conocemos, podemos escribir

(F — MAcy) 6Xc + (1 — 10) 66 = 0 (30)

Donde 7 es el torque sobre la polea y F la resultante sobre el centro de masa. En el anexo
dejo una forma alternativa de llegar a la ecuacion 29 partiendo del principio de D’Alambert

aplicado a cada particula fundamental que conforma el disco..

La expresion [30|es valida para un sistema compuesto por un disco rigido que rota en el plano
que lo contiene (casos mas complejos hay que analizarlos en detalle, pero no sera necesario en
esta guia). Entonces, dada la caracteristica aditiva de la ecuacion , la forma de escribir el
principio de trabajos virtuales es sumando las expresiones correspondientes a masas puntuales
(ecuacion y la expresion de la ecuacion por cada cuerpo rigido. Consecuentemente, la

ecuacion para PTV nos queda

Z [m (4 — 9)] 0yi + [my (G — 9)] 0yp + [Lpp] 66 + [Lpotwpo] 66p0 = 0 (31)

=3

Notamos que en la ecuaciéon no incluimos a las tensiones (ni a los torques) dado que éstos
son (o dependen de, respectivamente) las fuerzas de vinculo del problema. En este punto, para
terminar de convencerse de que la teoria funciona, pueden calcular el trabajo virtual corres-

pondiente a las fuerzas de vinculo y notar que éste suma cero.

Solo nos queda escribir los desplazamientos y coordenadas en funcién de y, y 6,. De las
ecuaciones de vinculo (ec. podemos derivar las relaciones siguientes
Sy = —0y, dys = 0y, + RO,

Sys = Oy — RO, 80,0 — ‘%

A partir de acé, pueden hacer la cuenta y verificar que se llega a la siguiente ecuaciéon si

tomamos myy =m, =M y Lo =1, = I:

I
Up(my + ma + ms + M + ﬁ) + g(my — mg —ms — M) + w,R(mg — ma) | dy,+

(33)
[GpR(m3 — ma) + gR(ma — m3) + wy(R*mz + R*ms — 1)] 66, = 0

Pueden ver que, usando PTV, llegamos a un conjunto de solo 2 ecuaciones con 2 incognitas
a partir del cual podemos describir la dinamica de todo el sistema. Estaria bueno chequear que
el resultado al que llegamos es el mismo que obtenemos utilizando Newton.

En este PDF solo les deje las aceleraciones para el caso en el que M = 0, I = 0, asi que

11



podemos tomar ese limite y ver que las aceleraciones son las mismas. Recordemos que cada
término de la ecuacion |33 esta multiplicado por un desplazamiento independiente, por lo que
deben anularse por separado. Si de cada término despejamos w, e igualamos ambas ecuaciones,

se obtiene

gp(ma +ma +ms) + g(my —ma —mg) _ Gjp(ma —ms) + g(ms — my)

= (34)
mo — M3 ma +ms3
Usando que
{ ,U = m.l.mg + mims + 4m2m3 (35)
Y1 = —Yp
Legamos a que
. dmamg — mima — myms
ih=-g ( ; (36)

Es momento de volver a la ecuacion [18| y comparar...
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Anexo

Deduccién del trabajo virtual para un disco que rota en el plano que

lo contiene y se acelera en y

Consideramos que el disco de radio R y masa M se encuentra formado por N particulas
elementales de masa Am (tal que 3.~ Am = M). Recordemos que dado un sistema de referencia
inercial, siempre podemos reescribir las coordenadas de cada particula elemental que forma al
disco en funcién de la suma del vector posicion del centro de masa y la posicion relativa de

cada particula con respecto al centro de masa. Por lo tanto

r, = RCM + I‘g (37)

vV, = VCM 4+ wZ x I'; (38)

Donde v, = wz x r; dado que las particulas solo pueden tener un movimiento de rotacion a

radio constante (condicion de rigidez) con respecto al centro de masa.

A partir de acé, y recordando que el trabajo virtual puede reescribirse como 6W = Pér,

calculemos P

N N N
P= E pi:MVCM—i- E E(wéxré)Am:MVCM%—E [wéxr;—l—wéx(u}éxr;)]Am
=1

i=1 =1

(39)
Recordamos que
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B) (40)
Entonces 0
w2 X (wz x 1)) :M— riw? = —riw? (41)
Ahora bien

N N N
Zi:l r;Am _ Zi:l (Rem +17) Am — Reyy + Zi:l r;Am — Z

Row = M M M

Esto nos deja con lo siguiente

N N
Poys = MV + Am S % x 1l - QAm/ 3)
i=1 i=1

Ahora, escribrimos al desplazamiento virtual de la particula elemental dr; (recordando las

ecuaciones |37| y de la siguiente forma

13



Y a partir de aca tenemos que por la ec. 42| podemos tachar los siguientes términos

N N N
Zpi(Sri = ZVCM (0¥ s + 002-<T;) + Amez« X 1} (Oy a7 + 002 x 1))
i=1 i=1 i=1

N N
— Vordyon +© ' 12 x 11200 = Veardyen + &> Am [ = (2x))*] 60
i=1 =1

= VCM&UCM +wldo

En realidad, el momento de inercia de un disco se define considerandolo como un continuo de

particulas elementales de tal forma que Am — 0, N — 0o (es decir 32" AM — [ pdV = M).

i Am [r? — (ér;)Q] ~ /p [T'Q — (ér')ﬂ dedy =1 (46)

y por lo tanto, el momento de inercia del disco es

R fom 2
/ / pr’?r'dr'd§ = MR (47)
o Jo 2
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