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Lagrangiano de pequenas oscilaciones

()

En la Figura 1 se puede ver como tomamos la coordenadas.De esta Figura podemos ver que
habran 4 grados de libertad, lo cual implica que tendremos 4 coordenadas generalizadas. Es
decir, habra 4 modos normales para esta configuracion.

Figure 1: Diagrama del sistema de estudio y las coordenadas generalizadas a ser utilizadas.

Para el lagrangiano de pequenas oscilaciones y calcular las matrices T y 'V es necesario
primero escribir el lagrangiano normal. El mismo queda como:

Sabemos que la energia cinética sera:

- m+M , m+M,

1 . . . .
T 51 502 + §[ml293 + ml?05 4 2ml cos (61)a101 + 2ml cos (61)i20s] (1)

Y el potencial sera:

o

V =V, +V, = —mgl(cos (1) + cos (61)) + 5(3:3 + 2%) — kxoxy + klozo — kloz, (2)

(e e kl2 . .
Donde en la expresién de V aparecia una =* = cte que tiramos pues el lagrangiano es
invariante a esa constante.

L=T-V (3)
Donde T'y V toman las expresiones desarrolladas en (1) y (2), respectivamente.

Ahora, buscamos el punto de equilibrio que sera el minimo de potencial = lo que necesitamos
es que g—; = 0 donde ¢; es cada una las coordenadas generalizadas 61,05, x1, x5. Es decir, la
derivada del potencial respecto a cada una de estas coordenadas debe anularse para obtener
el punto de equilibrio que buscamos.

v =mlgsin(f;) =0< 6, =0 (4)
06,
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ov
— =mlgsin () =00, =0 (5)
004
a—VIkIL’l—kIQ—/{ZZOIO<Z>$1—LL’2:l0 (6)
3x1
V
—a :kasg—kzx1+kl020<:)x2—x1:lg (7)
81'2

Y la tinica menra en que se cumplan las ecuaciones (6) y (7) es si | xg — 21 |= ly. Lo cual me
genra cierta libertad respecto de las posiciones de las masas: no me importa su posiciéon en
si, sino la distancia entre las mismas. Por este motivo, poniendo el cero en z; es que llegamos
a que el equilibrio esta en:

eq = (017,05 2\, 27) = (0;0;0; 1) (8)

Ahora si, podemos calcular el lagrangiano para pequenas oscilaciones. Definimos las coorde-
nadas generalizadas de pequenos desplazamientos alrededor del equilibrio como:

m =0 — 01 =0, (9)
o =0y — 659 =6, (10)
m=a -2 =2, (11)
Ny = Ty — xgeq) =19 — Iy (12)

Luego, dado que T' es de orden cuadratico ya, solo reemplazamos por los valores de 7); que
corresponda y desarrollo a orden 0 (evalio en el punto de equilibrio) a las funciones que
acompanan a los 7;.

T(QQ)gn§m+M 2m+M

1 ) ) . .
5 + 5 + é[ml%]f + ml?n3 + 2130, + 20n0470) (13)

2V ‘

Calculamos la aproximacién de V' como 000
1 J

eq Mi7; ¥ asi obtenemos que:

VD ~ Imgn? + mlgn? 4+ kn2 + kn? — 2kn,ns (14)

Luego, con (13) y (14) podemos obtener el lagrangiano de pequenas oscilaciones como:
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1
L~ T §V(GQ) (15)

Finalmente, las matrices T y V quedan escritas como:

ml®> 0 Im 0

0 mil? 0 m
Im 0 m+M 0

0 Im 0 m+ M

Img 0 0 0

1 0 Img O O
V=10 0o & —k (17)
0 0 -k k

Modos normales

(b)

El modo de frecuencia cero serd una traslacién rigida = queremos que todo el sistema se
desplace como "un bloque” = las masitas m del péndulo deben ir a una posicion en g = cte
y vayan siguiendo a la masa a la que estan sujetas en .

Sabemos que las masas M se moveran con igual amplitud (planteamos 1) para que el resorte
no se comprima. Es decir,para las masas grandes tenemos que:

X1 =1z Xo =1z (18)
Y para las masas chicas tenemos:

Oy =1lcos(6h)y + (Isin(61) + x1)z Oy = [ cos (62)y + (Isin (02) + x2) (19)
Luego, para conseguir lo que dijimos:
cos(f)=1y sin(th)=0 = 6, =0 (20)
Anélogamente para la otra masita:
cos(fy) =1y sin(fy))=0 = 6,=0 (21)

Finalmente, el modo normal para w = 0:

ag = (22>

— = O O
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(c)

Usando la simetria proponemos los otros 3 modos normales restantes y por medio de la
ortogonalidad respecto de T refinamos estas propuestas.

En la Figura 2 se ve cémo se plantea el plano de reflexién y como se define el ”autovector de
muestra” para ver ver como es el modo debido a esta simetria.

Figure 2: Diagrama para plantear modos debido a la reflexién. a es el autovector de prueba.
a’ es el autovector pasado por la reflexién respecto del plano B que da la matriz S.

Sabemos que:

Donde:

—
a = :g (25)
~1

0 -1 0 O
-1 0 0 0
=10 0o 0o 1 (26)
0 0 -1 0
A partir de esto, podemos relacionar los modos siméttricos y antisimétricos como:
Say = +a/, (27)

Donde + representa modo simétrico y - representa antisimétrico.
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Comenzamos con el caso antisimétrico donde Sa_ = —a’ . Es decir, planteamos:
- 8
Bl _ _ |~
ol =11 (28)
—1 «

De donde obtenemos el modo normal antisimétrico como:

a)p =

— =

Pedimos la ortonormalidad respecto de T entre ag y el a; obtenido:

mi® 0 Im 0 v
0 mi? 0 Im vl
OO0ty o mem o | |1]=0
0 Im 0 m+ M 1

Y de ahi sacamos que:

m+ M
ml

fy:

_m+M

ml
_m+M

:’(Il: {nl

1

(30)

(31)

Por otro lado y de manera andloga planteamos el caso simétrico como Sa_, = +a’ . Obten-

€maos:

- B
-6 _ Y
—a| t 1
—1 a

De donde nos queda que el modo normal simétrico es:

-
o = '1}/

-1

(32)
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Planteamos la ortonormalidad con ag respecto de T:

mi? 0 Im 0 —
0  mi? 0 Im y

OO0 DN 0 mem o |1 |70 (34)
0 Im 0 m + M -1

De donde en este caso obtenemos la ecuacion:
—yml+~yml+m+M —m—-M =0

Lo cual se cumple para cualquier valor de ~. Luego, no es posible refinar mas esta
definicién utilizando la ortonormalidad respecto de T.

(d)

Vamos a cacular las frecuencias w; de cada modo normal de los hallados en el punto anterior
por medio de la ecuacién de autovectores y autovalores:
V.a=w?T-a (35)

Resolveremos la ecuacion (35) para los valores hallados de a; (ecuacion (31)) y ay (ecuacién
(33)).

En el caso de a; (31) vamos a tener:

Img 0 0 0 —mtl ml* 0 Im 0 —mtl
0 Img 0 O —mEL L 0 mi? 0 Im —mtHd
0 0 k& —k| im0 omem oo || 10| B9
0 0 —k k 1 0 Im 0 m+ M 1
De donde obtenemos las siguientes 2 ecuaciones LI:
M M
_mT glm:wl(—m+ mi® + ml) (37)
ml
M
ozwf(—m+ ml +m + M) (38)
m

De la ecuacién (37) sabemos que:



Gina A. Alongi ,
Gastén De La Rosa Entrega Guia 4 October 2, 2021

Luego, para verificar que este valor sea correcto lo reemplazamos en la ecuacién (38) y
llegamos a que 0 = 0 = el valor hallado para w; en la ecuacién (39) es correcto.

Por otro lado y de manera andloga planteamos la ecuacién de autovectores (35) para el vector

ag (33)

Img 0 0 0 —y mi> 0 Im 0 —y
0 Img 0 O vyl o 0 m? 0 Im v
0 0 k k| |1 [T m o mem 0 1 (40)
0 0 —-k k —1 0 Im 0 m—+ M —1

En este caso, vamos a obtener el siguiente sistema de 2 ecuaciones LI que nos va a permitir
no solo fijar wy sino también el valor de v para esa frecuencia.

ymgl = wi(ymil? —ml) (41)

2k = wi(—mly +m + M) (42)

Despejando wy de ambas ecuaciones ((41) y (42)) e igualando esos valores llegamos a una
cuadratrica para el valor de v de la forma:

g(m+ M) — 2kl 2k
N2 ( ) -y (43)

ml ml

De donde obtenemos las siguientes dos soluciones para +:

M) —2 M) —2
7(1):g(m+ ) M+¢@m+ ) MP+%_ (44)
mil mil mil
g(m+ M) — 2kl g(m+ M) —2kl 8k
yo - AT jomr M) 22, | SR (4
ml ml ml

Y debido a que de la ecuacion (42) vemos que wo depende del ¥ = tendremos 2 valores de
w, uno para cada 7y obtenido.

2k
wém _ (46)
_ml(g(m+rj\n4l)—zkz +\/(g(m+%)—2kz)2+%)+m+M
2k
w§2)2 _ (47)
_Wd@wﬁﬁ?JM__vamgy—%§z+§§)+nm+A4

Resumiendo, tenemos 4 modos normales:
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0 i T T
0 — e 1 74 2 Y
ao = | 4 ay = 1ml aé): 1 aé): 1 (48)
1 1 -1 —1

Cuyas frecuencias en el mismo orden son:

g(m + M) (1)2 2k (2)2 2k
o 1 Ml “2 Tl m M2 —mly® +m+ M (49)

Donde vV es el valor de la ecuacién (44) y v es el de la (45).

Solucién general y coordenadas normales

(e)

La solucion general del problema es:

T 0 _m;iM
T2 , 0 _mrth
== (v+1v-t)- T [Bicos(wit) + Cysen(wit)] - ;
yz 1 1
—~M
1)
+[B§1)COS(W§1)75) + C’él)sen(wél)t)] . '71
-1
—~®@
(2)
+ [352)003(@2)15) + Cz(z)sen(wgz)t)] : 71 (50)
-1
Y para encontrar las coordenadas normales & vamos a plantear:
£ = AT . T. n (51)

Donde A es la matriz con los vectores a; que se ven en la ecuacién (48) como columnas.
Haciendo la cuenta que indica la ecuacién (51) llegamos a que:
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0 0 1 1 mi®2 0 Ilm 0
—mtM o mdtM 0 m* 0 Im
_ mi [ . .
&= —yD ”y{{S 1 -1 Im 0 m+M 0 K (52)
—~@ A1 1 0 Im 0 m—+ M

Haciendo el desarrollo llegamos que:

&1 Im(m +n2) + (m + M)(n3 + 1)

¢ = 3 _ Ml(nl + 772) (53)
&3 (—yBmi? +ml) (g, — ny) + (—yVIm +m + M) (03 — ns)
&4 (—=y@ml? + ml)(m — n2) + (=Pl 4+ m + M) (13 — n4)

(f)

En este caso debemos fijar las constantes B;, C; vy V' que se ven en la ecuacién (50) para
las condiciones iniciales que dice el enunciado.

El enunciado nos dice que el resorte lo estiramos una magnitud A = podemos suponer
que desplazamos la masa grande de la derecha en A. Ademds, por enunciado sabemos que el
sistema parte del reposo una vez estirado el resrote en A. Luego, tenemos que las condiciones
iniciales seran (tomando en cuenta las definiciones de 7; que se ven en las ecuaciones 9, 10,
11y 12):

Mo (54)

I
Do oo
-

o
|
oo oo

Basta imponer condiciones iniciales (54) en la ecuacién (50) y su derivada. Haciendo esto
llegamos a siguiente sistema de 8 ecuaciones con 8 incégnitas:

m+ M

0=—— B —1VBY B (55)
0= _m;zMBl +1 B + 4By (56)
0=v+ B+ B" + By (57)
A=v+B — B - BY (58)
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0= -TEM 6 PO e 59)

0= —m;lM wi1C1 + Vet + @@ (60)

0="1 4w + e +wPcl? (61)

0=20+wCy —wCf — P (62)

Resolviendo este sistema llegamos a que:

Bi=C=C"=cP =1 =0

A~2)
By = 3 - @
2y — 2+
A~
Bél) _ 2
27(1) — 27(2)
A
V= —
2

(2)

Andlogo al punto anterior, debemos fijar las constantes B;, C; v y /' de la ecuacién (50) con
las condiciones iniciales que nos dan en este caso. Las mismas expresadas en funcién de 7
seran:

(63)

Mo

o O OO
~
oo o
S

Donde en la expresion para 1, = 0, = lvy usamos que la velocidad de la masa m de la
izquierda descripta en coordenadas polares sélo tendréd componente angular pues [ = cte.

Luego, con las condiciones iniciales de (63) llegamos al siguiente sistema de 8 incégnitas y 8
ecuaciones:

m+ M

BB 0B (64)

0=—

10
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0= _m;;lM By + By + 7By (65)

0=v+ B+ B" + By (66)

0=v+ B, - B’ - BY (67)

lvg = —m;lelCl — fy(l)wél)Cél) — 7(2)w( Jor (68)

0= —m;lM w,C1 + 7DV + PP o) (69)
0="1+uwC+uwPcl + Pt (70)

0=1 4w — il — PP (71)

Donde resolviendo el sistema obtenemos que:

B =B =B"=v=0

C(l) _
T (0 —4®)
o lvo
2
2w (41 — )

;o Pmg
2(m + M)

11



