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1. Solución del Problema 17

1.1. (a) Conservación de la componente radial de LO

Planteamos la ecuación de Newton para la variación del momento angular
con respecto al punto fijo O:

dLO

dt
= τO

Figura 1

Las fuerzas aplicadas en O no producen torque con respecto a O. Calculemos
el torque del peso, −mgẑ, aplicado en el centro de masas que dista una distancia
d de O sobre el eje del trompo, y el torque de la fuerza de reacción del piso, R =
Rr êr+Rφ+̂eφ+Rz êz, que en principio consideramos posee tres componentes y se
aplica a la distancia D del punto O (en el punto de contacto P ). La componente
vertical es la conocida fuerza de reacción normal (Rz = N), la componente
tangente a la curva del punto de contacto es la fuerza de rozamiento (Rφ = frz),
la componente radial (Rr) sumada a una componente aplicada en el punto O
evita el movimiento del centro de masas en la dirección radial.

τO = d3̂× (−mgêz) +Dêr ×R (1)

= mgd cosαêφ +DRφêz −DRz êφ (2)

Verificamos que el torque no posee componente êr (a lo largo de OP )

d(LO · êr)
dt

= 0

Por lo que LO · êr se conserva.
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1.2. (b) Cálculo de la velocidad angular en rodadura

Calculemos la componente radial del momento angular con respecto a O,
antes y después de que pasa a rodar sin deslizar.

1.2.1. LO antes

Usamos que Ω0 = Ω03̂, que es un eje principal del cuerpo (eje de simetŕıa,
se desprecia precesión y nutación de trompo pesado) por lo que

LO = I · Ω03̂

de donde obtenemos

LO · êr = I3Ω0 cosα

1.2.2. L′
O después

Usamos que el cuerpo empieza a rodar sin deslizar, por lo que la dirección
de la velocidad angular ha cambiado a Ω = Ωêr, que descompuesta en ejes
principales Ω = Ωcosα3̂−Ωsinα2̂′, pues por simetŕıa 2̂′ es un eje principal del
cuerpo. El momento angular es

L′
O = IΩ

de donde obtenemos

L′
O · êr = I3Ωcosα 3̂ · êr − IΩsinα 2̂′ · êr (3)

= Ω(I3 cos
2 α+ I sin2 α) (4)

Por lo que Ω es constante de movimiento luego de que empieza a rodar sin
deslizar.

1.2.3. Cálculo de Ω

Usando la conservación de LO · ŷ obtenemos

Ω =
I3 cosα

I3 cos2 α+ I sin2 α
Ω0

1.3. (c) Ecuaciones de Euler

Habiendo tomado al eje de simetŕıa del cuerpo como el eje 3̂, podemos iden-
tificar al eje de nodos como la intersección del plano perpendicular a eje 3̂ con
el plano espacial x− y, de donde n̂ = êφ. Por consiguiente el ángulo de Euler ϕ
es el que hace el eje de nodo n̂ con el eje espacial x. El ángulo de Euler θ es el
ángulo entre el eje 3̂ y el eje espacial z, en este caso θ = π

2 − α, es constante.
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(a) (b)

Figura 2: (a) Vectores en el planos 1̂− 2̂. (b) Vectores en el plano 3̂− êz

1.3.1. Cálculo del torque con respecto a O

Usaremos la expresión (2) pero en término de los ejes fijos al cuerpo. Para
ello expresamos los versores n̂ (eje de nodos) y n̂⊥ (perpendicular a n̂ en el plano
1̂ − 2̂) en función de los ejes fijos al cuerpo. Usando el plano perpendicular al
eje 3̂,

n̂ = cosψ1̂− sinψ2̂

n̂⊥ = cosψ2̂ + sinψ1̂

Usando el plano 3̂− êz,

êr = sin θ3̂− cos θn̂⊥

êz = cos θ3̂ + sin θn̂⊥

usando estas relaciones obtenemos:

τ3 =DRφ cos θ

τ1 =DRφ sin θ sinψ + (mgd sin θ −DRz) cosψ

τ2 =DRφ sin θ cosψ − (mgd sin θ −DRz) sinψ

1.3.2. Cálculo de dΩ
dt |c

En este problema θ̇ = 0 y tenemos

Ω = ϕ̇ẑ + ψ̇3̂ = (ϕ̇ cos θ + ψ̇)3̂ + ϕ̇ sin θ cosψ2̂ + ϕ̇ sin θ sinψ1̂

Por rodadura Ω× êr = 0 de donde sale que Ω · êz = ϕ̇+ ψ̇ cos θ = 0, por lo que

ψ̇ = − ϕ̇

cos θ
= − ϕ̇

sinα

Obteniendo para Ω:

Ω = ϕ̇

(
−cos2 α

sinα
3̂ + cosα cosψ2̂ + cosα sinψ1̂

)
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Calculemos el módulo del vector Ω que es constante de movimiento por lo visto
en el inciso (a).

Ω = ϕ̇ cotα

por lo que se deduce que ϕ̇ es constante. Entonces

dΩ

dt
|c =ϕ̇ψ̇(− cosα sinψ2̂ + cosα cosψ1̂) = −ϕ̇2 cotα(− sinψ2̂ + cosψ1̂)

Las ecuaciones de Euler para el caso simétrico son:

IΩ̇1 + (I3 − I)Ω2Ω3 =τ1 (5)

IΩ̇2 − (I3 − I)Ω1Ω3 =τ2 (6)

I3Ω̇3 =τ3 (7)

Remplazando las expresiones anteriores se obtienen las ecuaciones de Euler en
el sistema de ejes fijos al cuerpo. Esta parte se deja a les alumnes.

Dado que conocemos las velocidades constantes ϕ̇ y ψ̇, las ecuaciones sólo
establecen relaciones para las fuerzas que actúan sobre el cuerpo.

En particular, usando la componente en la dirección 3̂ tenemos:

0 = DRφ sinα =⇒ Rφ = Frz = 0

Por lo que la fuerza de rozamiento es nula en rodadura horizontal.
Se puede pedir a les alumnes que escriban las ecuaciones de Euler en el

sistema {1̂′, 2̂′, 3̂} (equivale a hacer ψ = 0 en las ecuaciones anteriores).

1.4. (d) Peŕıodo de precesión

El peŕıodo de precesión del eje 3̂ del trompo es:

τ =
2π

ϕ̇
=

2π

Ω
cotα

si α es pequeño, el peŕıodo aumenta, lo cual es razonable de esperar.
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