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1. Breve introduccién tedrica

Este problema es interesante para identificar los angulos de Euler, luego de
una eleccién de ejes principales (en este caso necesariamente fijos al cuerpo). El
dngulo 0 de Euler es el que hace el eje 3 con el eje espacial 2. El eje de nodos
en la interseccién del plano 1 — 2 (perpendicular al eje f’)) con el plano espacial
x—y. El 4ngulo ¢ de Euler es el que hace el eje de nodos 7 con el plano z —y. Se
rota un angulo @ alrededor del eje de nodos. Finalmente se rota en 1 alrededor
del eje 3.

Para expresar la velocidad angular €2 componemos las tres velocidades an-
gulares: . ) .

Q= pz 400+ 43

En muchos casos es posible encontrar facilmente las proyecciones §2;, ¢ = 1.,3,
en forma alternativa se puede recurrir a la férmula ya obtenida.

La velocidad del centro de masa se puede obtener, usando coordenadas car-
tesianas o polares y encontrando o usando las velocidades correspondientes.
Alternativamente, si se conoce la velocidad de un punto P en el cuerpo rigido
se puede usar el campo de velocidades:

Veu = Vp +Q x (rczvf - rP)

La energia potencial (tipicamente gravitatoria) se calcula usando la coordenada

ZC]VI N

Finalmente el Lagrangiano se escribe:

m 2
E’UC’IW

1
L= + 5(IIQ% + IQQ% + I3Q§) —Mygzcnm



2. Solucion del Problema 8

Figura 1: Dos placas articuladas, una de ellas horizontal, rotando con velocidad angular
constante.

La primera placa sélo aporta una energia cinética y potencial constantes,
por lo cual la ignoramos en el Lagrangiano. Elegimos el eje 3 perpendicular al
plano de la segunda placa, el eje 2 perpendicular al lado b y saliente, con lo que
el eje 1 =2 x 3 queda definido.

En este caso es conveniente usar en lugar del ¢ de Euler el ¢ del CM en
cilindricas. Ambos se relacionan mediante: ¢ = ¢ + 5 = ¢ = ¢ como
no varfan las velocidades usaremos ¢ en lugar de ¢ (sélo importante para la
simulacién). En la figura por ejemplo es claro que el dngulo de Euler ¢ = 0,
mientras que el ¢ = 7.

Por vinculo ¢ = w y ¥ = 0, siendo el eje de nodos la bisagra que une las
placas.

Q=ws+ 00
usando que 2 = 1 y que 2 = cos 03 + sin 62:

Q=01 +wsinf2 + wcos 63

2.1. Energia cinética de traslacion del CM

Es posible identificar la velocidad del CM como suma de dos velocidades

perpendiculares:
a

Vou = 2(1+cos€)wi+%é§

Por consiguiente la energia de traslacién del CM queda:

ma2

_ ma~ 2 2, 42
Tom = 5 1 ((1+2cos€+cos (O)w —|—9>



2.2. Energia cinética de rotacion alrededor del CM
Usaremos el caso de placas delgadas:

m .2

Il = 12(1

_Myo _ _Mm 2 42
IQ— 12b 13 Il +IQ 12((1 +b)

con lo que usando la velocidad €2 hallada:

m 1

Tm:——(Q'Q 2 2 2 2 2 )
¢ 212a¢9+bw+awcos(9)

2.3. Sin gravedad

En este caso el Lagrangiano es la energia cinética:

1 . 1 1
L=T= EmaQG2 + gmaQwQ cos?(0) + Zmazw2 cos 6
Notemos que ma* se puede factorizar por lo que el movimiento es indepen-

diente de m y de a. La ecuacién de movimiento para 6 queda sin el factor comtun

ma?: )
o _ W2 sin(26) n sin 0
3 6 4

2

2.3.1. Conservacién del Hamiltoniano

Como el Lagrangiano no depende del tiempo se conserva el Hamiltoniano.
Pero en este caso la energia cinética no es funcion cuadratica homogenea, por
lo que deberemos calcular explicitamente el Hamiltoniano:

0L 1 . 1 5

1
H = 9£ - L= Ema%‘2 —gmew cos?(6) — ZmaQw2 cosd

que podemos expresarlo como:
Ly L 9 5 o Lo 5 9
gma 0“4+ Veyr(0)=H Verr(6) = — g/ w" cos (0) — gmaw cosd

Podemos ver que los valores de equilibrio hallados corresponden a valores ex-
tremos del potencial efectivo Vs 7(6). En el caso de equilibrio estable Vi (8) es
minimo, en el caso de equilibrio inestable V,;7(#) es un maximo.



10
W veff
H H
5 |
0
5 =5
>
-10
-15
-20
-3 =2 -1 0 1 2 3

theta

Figura 2: Forma funcional del potencial efectivo sin gravedad. El equilibrio estable es en
0 =0 y theta = w. En 0 = 2,41 hay un mdzximo.

2.4. Con gravedad

En este caso el Lagrangiano es la energia cinética menos la potencialV (6) =
mgg sin 0:

1 . 1 1 a
L=T= éma292 + EmaQw2 cos?(0) + ZmaQw2 cosf — mgs sin 0
Notemos que m se puede factorizar por lo que el movimiento es independiente
de m. La ecuaciéon de movimiento para 6 queda sin el factor comin m:

é 2 (sin(29) N sin@) L9

cos 6

3 6 4 2a

2.4.1. Conservacién del Hamiltoniano

Como el Lagrangiano no depende del tiempo se conserva el Hamiltoniano.
Pero en este caso la energia cinética no es funcién cuadratica homogénea, por
lo que deberemos calcular explicitamente el Hamiltoniano, basta con agregar el
potencial gravitatorio al caso anterior.

. 1 : 1 1
H= 9% —L= 6ma26‘2 — Ema2w2 cos?(0) — Zma2w2 cosf + mg% sin ¢

que podemos expresarlo como:

%ma292+veff(9) =H Verr(8) = —%maQw2 cos? (9)—ima2w2 cos 0+mgg sin @



Podemos ver que los valores de equilibrio hallados corresponden a valores ex-
tremos del potencial efectivo V. ¢f(6). En el caso de equilibrio estable Vz¢(0) es
minimo, en el caso de equilibrio inestable V.;;(#) es un maximo. La gravedad
deplaza el minimo de § = 0 a un valor negativo. El potencial efectivo no es
simétrico alrededor de 6§ = 0.
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Figura 3: Forma funcional del potencial efectivo con gravedad. El equilibrio estable se des-
plaza hacia menores valores de 0 = 0

3. Solucién del Problema 11

Figura 4: Una varilla rota y desliza sobre el plano con un punto sobre el eje z.

Una eleccién de coordenadas del problema son: 6 (en el dibujo) y ¢, la
coordenada polar del punto de la barra en contacto con en el plano. Si elegimos



el eje 3 de la barra a lo largo de la misma, el eje de nodos lo elegimos 71 = —Ep.
Al ser una varilla delgada, no tenemos en cuenta una posible rotacién alrededor
del eje 3 por lo que 9 no es una coordenada del problema. Finalmente 2 = 3 x 1.

En este caso es conveniente usar en lugar del ¢ de Euler el ¢ del CM en
cilindricas ya mencionado. Ambos se relacionan mediante:

™ 5 .
p=0+3 = ¢=¢

En la figura por ejemplo es claro que el angulo de Euler ¢ = 0, mientras que el
¢ = 5. Como no varfan las velocidades usaremos la notaciéon ¢ en lugar de ¢
(s6lo importante para la simulacién).
Usamos la expresion _ )
Q=0pz+6n
teniendo en cuenta que 7 = 1 y que 2 = cos 03 + sin 62:
Q =01+ ¢sin62 + ¢ cos 63

3.1. Energia cinética de traslacion del CM

Para evaluar la velocidad del CM usamos el campo de velocidades (P es el
punto de la barra en contacto con el eje z):

Veuw = Ve +Q x (rCM - rP)

i — I cos _ 1 .
teniendo en cuenta que z, =lcosf y r,,, — T, = —53, obtenemos

v, = —Isin00(cos 03 + sin 62)

L, P R R l. PO U
Qx(ro, ——r,) = —5(91 + ¢sinh2 4 ¢pcosb3) x 3 = —§¢>Sin91 + 592
finalmente
l P . .
Veu =5 sin 6¢1 + 3 (1 —2sin*(A)) 0 2 — Isinhcos 63
— N~
cos 20 7““229

Por consiguiente la energia de traslacién del CM queda:

m [? 52 . 2 12
Tomv = EW (9 + sin“(0)¢ )

3.2. Enmergia cinética de rotacién alrededor del CM

Los momentos principales de inercia de la barra son:

m m
L=—1? L=—I” L=
D) T 12 3=0
con lo que usando la velocidad €2 hallada:
Ml g
Trot = 51 (9 + sin“(0)¢ )



4. Magnitudes conservadas

En este caso el Lagrangiano es la energia cinética menos el potencial gravi-
tatorio V = mgé cos

2. . l
L= %(92 +sin?(0)¢?) — % cos

4.1. Momento angular en 2

Dado que £ no depende del ¢ se conserva pg = L,:

ml?

usando las condiciones iniciales del problema (6p = 7, do = wo ), L= "-woy

podemos obtener:
3L,

wo
T« T
mi2 sin®(0)

= ~ 2sin?()

notar que como es usual, si # aumenta, w, disminuye.

4.2. Energia

Dado que £ no depende del tiempo se conserva el Hamiltoniano H, que en
este caso, puesto que T es cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas
H=T+V=E:

2 . l
%(92 +sin(6)?) + - cost = E

Notar que la energia constante para las condiciones iniciales del problema es:

ml? mgl
E=—uwi+—V2
12w0+ 4\f

4.3. Potencial efectivo

Usando el valor de ¢ obtenido en la conservacién de la energia

mi? . 1 mgl
—0?+V.4(0)=F Vepr(0) = ———w? + — 0
6 £5(0) 110) =5, n2(0) 0 cos
de donde se puede despejar 62
. w2 3w2 1
6? = 2+ —2V2 = 3w; cos b — ———wp
5 5 wy cos 4sin2(9)w0

donde hemos definido: wg = 4. Como verificacién, esta expresion satisface 6 = 0
s T
sif=7.



4.4. Ecuaciones de Lagrange

Calculemos primero las ecuaciones de Lagrange (para ambas coordenadas
pues se lo usa en la simulacién):

¢:
sin 2066 + sin? (¢ = 0
0:
mi?.. mi® w3 mgl .
30T e T2 Y

. 2
factorizando % y usando: w? = g

g
cos o 3 5 .
= mwo + 2% sin 6
4.5. Calculo de la fuerza normal en el punto de contacto
con el piso

Usemos la ecuacién de Newton para el movimiento de la coordenada z del
CM:

Mz, =N —mg
COMO Z,, = %cos@
: Lo g . ! o L
Zom :75511109 = Zom :7500509 fism@@
de donde N ) l |
o . -
T =YW 50059 0" — 5511199
luego de un poco de algebra obtenemos:
4N(0
# = wg(QCOSQ(Q) —3v2cosf + 1) — wicosb
m

Lo primero que podemos preguntarnos es cual es el valor maximo de wy
para que la barra no se despegue del piso en el instante inicial. Usando 6 = T

1
obtenemos que

AN(Z) 5 5, wo 5v/2
=-w——=>0 = <A\ —
mi 29 3 o 9
Ahora si buscamos el valor minimo de wy para el cual se despega del suelo,
buscaremos el minimo de N(f) y lo tomaremos como cero.

dN (6 wg + 3v2w?
J:O = 00890207“

do 18w§



Finalmente evaluamos la normal en este 8y y lo igualamos a 0.
N(0y) =0

obteniendo

wo > \/ 6 — 3V2w, ~ 1,325,

y el valor 0y para el cual se despega es:

1
cos by = 3 = 0y ~ 1,23
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