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1. Breve introducción teórica

Las transformaciones canónicas proveen una gran variedad de formas de des-
cribir un mismo problema. En cierto modo esta multiplicidad es en el formalismo
Hamiltoniano algo aśı como el cuadrado de la multiplicidad del caso Lagran-
giano donde sólo se admit́ıa las llamadas transformaciones puntuales Q(q, p, t)
dado que las velocidades no son independientes en este formalismo. En el for-
malismo Hamiltoniano, coordenadas y momentos son variables independientes
y podemos pensar en transformar cada uno por separado: Q(q, p, t) y P (q, p, t).
No todas las transformaciones satisfacen las ecuaciones canónicas (de Hamil-
ton) A las transformaciones que tienen una dinámica que deriva de ecuaciones
de Hamilton (preservan las forma de las ecuaciones de movimiento) se les llama
Transformaciones Canónicas.
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donde K es el nuevo Hamiltoniano resultado de la transformación.
Para encontrar la condición que deben cumplir las transformaciones para

ser canónicas se usa el hecho que las ecuaciones de Hamilton salen del principio
variacional que minimiza la acción S, variando las coordenadas y los momentos
en forma independiente, con extremos fijos. Recordando que H = q̇p − L, el
principio variacional demanda:

δS = δ

∫ 2

1

(pdq −Hdt) (3)

=

∫ 2

1

[δpdq + dpδq − ∂H

∂q
δqdt− ∂H

∂p
δpdt] (4)

=

∫ 2

1

[δp(dq − ∂H

∂p
dt︸ ︷︷ ︸

0

) + δq(−dp− ∂H

∂q
dt︸ ︷︷ ︸

0

)] + pδq
∣∣∣2
1︸ ︷︷ ︸

0

= 0 (5)

donde se usó una integral por partes puesto que pδ(dq) = d(pδq) − dpδq. La
anulación de los factores que acompañan δp y δq constituyen las ecuaciones de
Hamilton en las variables originales q, p.

Para obtener la misma forma de las ecuaciones en las variables nuevas Q,P
(con el Hamiltoniano K) queda claro que se debe usar el principio de mı́nima
acción:
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Ambas ecuaciones son compatibles si los integrandos difieren en una derivada
total con respecto al tiempo de una función F de coordenadas, impulsos y
tiempo. En este caso las variaciones de la acción serán iguales pues difieren en
la variación de F en los extremos fijos, que es nula.

dF = pdq − PdQ+ (K −H)dt (6)

podemos desarrollar el dF = dF1(q,Q, t) e identificar:
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∂Q
, K = H +
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∂t
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A la función F1(q,Q, t) se le llama función generatriz de la transformación
canónica del tipo 1.

Se pueden hacer transformaciones de Legendre para obtener otras formas
funcionales F , por ejemplo la que saca dQ de (6) y pone dP en su lugar

d (F1(q,Q, t) +QP ) = pdq +QdP + (K −H)dt = dF2(q, P, t) (8)

cuyas ecuaciones de transformación son:
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∂t
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La relación entre los Hamiltonianos no cambia. En (8) podemos sacar dq y poner
dp

d (F1(q,Q, t) +QP − qp) = −qdp+QdP + (K −H)dt = dF4(p, P, t) (10)

Encontrar las relaciones para F3(p,Q) quedan como ejercicio (para ello es mejor
volver a (6)).

Una primera forma de demostrar que una transformación es canónica es
encontrar una función generatriz Fn. No todas las transformaciones canónicas
tienen todas las Fn, pero śı al menos una de ellas. Por ejemplo, la transformación
identidad: Q = q, P = p, posee función generatriz F2(q, P ) = qP pero no posee
F1(q,Q). La forma de encontrar una función generatriz Fn dada, es resolviendo
las ecuaciones en derivada parciales que dan la correspondiente transformación.
Claramente deberemos llevar las ecuaciones de transformación disponibles para
llevarlos a las formas de transformación obtenidas usando Fn.

2. Problema ejemplo sencillo, 1 GL

Enunciado Problema ejemplo

a) Determine el valor de la constante C tal que la siguiente transformación
de variables q, p a nuevas variables Q,P sea canónica:

Q = C(p+ imωq) P = C(p− imωq)
i es la constante imaginaria.
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b) Encuentre la función generatriz F2(q, P ) correspondiente a dicha transfor-
mación.

c) Encuentre el Hamiltoniano del oscilador armónico de masa m y constante
k = mω2, en las nuevas variables Q,P , y resuelva las correspondientes
ecuaciones de Hamilton. Con este resultado obtenga la solución del pro-
blema del oscilador en las variables originales q, p.

Nota: En Mecánica Cuántica, esta transformación define los operadores de
subida y bajada (creación y destrucción), que se usan para resolver los niveles
de enerǵıa y los autoestados del oscilador armónico cuántico.

La solución de este Problema y del Problema 9 dado en clase, sigue con el
pdf del manuscrito (que es escrito a mano).
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