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Sea un Lagrangiano de la forma:

𝐿 = −𝑚𝑐2
√

1 −
(

⃗̇𝑥
𝑐

)2

− 𝑞 ⃗̇𝑥 ⋅ 𝐴 = −𝑚𝑐2
√

1 −
(

⃗̇𝑥
𝑐

)2

+ 𝑞�̇�𝐵0𝑦 (1)

Donde 𝐴 = −𝐵0𝑦�̂�. Esto describe el comportamiento de una particula relativista en un campo uniforme
�⃗� = 𝐵0�̂�.

Podemos pasar de la expresión Lagrangiana al Hamiltoniano si reemplazamos los valores de �̇� e �̇� por
los valores de 𝑝𝑥 y 𝑝𝑦.

𝜕𝐿
𝜕�̇�

= 𝑝𝑥 = 𝑚 �̇�
√

1 −
(

⃗̇𝑥
𝑐

)2
+ 𝑞𝐵0𝑦 (2)

𝜕𝐿
𝜕�̇�

= 𝑝𝑦 = 𝑚
�̇�

√

1 −
(

⃗̇𝑥
𝑐

)2
(3)

Usamos ambas expresiones para despejar los valores de �̇� e �̇�.

�̇�2 =
(𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2𝑐2(𝑚𝑐)2

(𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2)((𝑚𝑐)2 + 𝑝2𝑦) − 𝑝2𝑦(𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2
(4)

�̇�2 = 𝑐2𝑝2𝑦

(

(𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2) − (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2

(𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2)(𝑚2𝑐2 + 𝑝2𝑦) − (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2𝑝2𝑦

)

(5)

De esta forma podemos sumar las expresiones (4) y (5) para obtener �̇�2 + �̇�2

�̇�2 + �̇�2 = 𝑐2
((𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2 + 𝑝2𝑦)

𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2 + 𝑝2𝑦
(6)

Ahora, debemos expresar el Hamiltoniano y reemplazar allí el valor obtenido de �̇�2 + �̇�2.

𝐻 = 𝜕𝐿
𝜕�̇�

�̇� + 𝜕𝐿
𝜕�̇�

�̇� − 𝐿 = 𝑚
(�̇�2 + 𝑦2)

√

1 −
(

⃗̇𝑥
𝑐

)2
+ 𝑞𝐵0�̇�𝑦 + 𝑚𝑐2

√

1 −
(

⃗̇𝑥
𝑐

)2

− 𝑞�̇�𝐵0𝑦

𝐻 = 𝑚
(�̇�2 + 𝑦2 + 𝑐2 − �̇�2 − �̇�2)

√

1 −
(

⃗̇𝑥
𝑐

)2
= 𝑚𝑐3

√

𝑐2 − (�̇�2 + �̇�2)
(7)

Ahora, si reemplazamos la ec (6) en el Hamiltoniano de la ec (7) obtenemos H en función de las nuevas
coordenadas, 𝑥, 𝑦, 𝑝𝑥, 𝑝𝑦.

𝐻 =
𝑚𝑐3

√

𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2 + 𝑝2𝑦
√

𝑐2(𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2 + 𝑝2𝑦 − (𝑝𝑥 − 𝑞𝐴)2 − 𝑝2𝑦)
⟶

⟶ 𝐻 = 𝑐
√

𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + 𝑝2𝑦 = 𝑐
√

(𝑝 − 𝑞𝐴)2 + 𝑚2𝑐2 (8)
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B)

Para realizar los diagramas de fase tendremos en cuenta:

𝜕𝐻
𝜕𝑥

= 0 = ̇𝑝𝑥 ⟶ 𝑝𝑥 = 𝑐𝑡𝑒 (9)

Utilizamos la conservación de ℎ.

𝜕𝐻
𝜕𝑡

= 0 = ℎ̇ ⟶ ℎ = 𝑐𝑡𝑒 (10)

Usando ambas ecuaciones (9) y (10), podemos usar la propia ec. (8) para ver la relación entre 𝑝𝑦 e 𝑦.

(ℎ
𝑐
)2 = 𝑚2𝑐2 + (𝑝𝑥 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + 𝑝2𝑦 ⟶ 1 =

(𝑦 − (− 𝑝𝑥
𝑞𝐵0

))2

( ℎ𝑐 )
2−𝑚2𝑐2

(𝑞𝐵0)2

+
𝑝2𝑦

(ℎ𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2

(11)

Aquí podemos ver que esta es la ecuación de una elipse, centrada en 𝑦0= − 𝑝𝑥
𝑞𝐵0

, 𝑝𝑦0 = 0, y con radios
mayor/menor según el valor de 𝑞𝐵0,

Figura 1: Diagramas de fases para (𝑦, 𝑝𝑦) a la izquierda y (𝑥, 𝑝𝑥) a la derecha, donde 𝑝𝑥 es el valor de la recta
roja, constante para todo 𝑥.
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C)

Para el método de Hamilton-Jacobi debemos hallar una transformación canónica en la cual el nuevo
hamiltoniano (𝐻 ′) valga = 0. La transformación (𝑆) nos lleva de las coordenadas anteriores a unas nuevas,
𝛽𝑛, 𝛼𝑛, constantes, y cumple las siguientes relaciones.

𝜕𝑆
𝜕𝑥

= −𝑝𝑥 = −𝛼2

𝜕𝑆
𝜕𝑦

= −𝑝𝑦

𝜕𝑆
𝜕𝑡

= 𝐻 ′ −𝐻 = 0 − ℎ = −ℎ = 𝛼1

𝜕𝑆
𝜕𝛼1

= −𝛽1

𝜕𝑆
𝜕𝛼2

= −𝛽2

𝜕𝑆
𝜕𝛼3

= −𝛽3

Para esto proponemos una transformación del siguiente tipo:

𝑆 = 𝑊 (𝑦, 𝛼3, 𝛼2, 𝛼1) + 𝛼2𝑥 − 𝛼1𝑡 (12)

Ahora, reemplazamos los valores de ℎ, 𝑝𝑥 y 𝑝𝑦 en la ec.(8) obtenemos:

𝛼1 = 𝑐
√

𝑚2𝑐2 + (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + (𝜕𝑊
𝜕𝑦

)2 ⟶ 𝑊 = ±∫

√

(
𝛼1
𝑐
)2 − 𝑚2𝑐2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 𝑑𝑦 (13)

Ahora, otra relación que podemos aprovechar es 𝜕𝑆∕𝜕𝛼1 = −𝛽1

𝜕𝑆
𝜕𝛼1

= −𝛽1 =
𝜕
𝜕𝛼1 ∫

±
√

(
𝛼1
𝑐
)2 − 𝑚2𝑐2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 𝑑𝑦 − 𝑡

𝑡 − 𝛽1 = ∫ ±
2𝛼1
𝑐2

2
√

( 𝛼1𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2

𝑑𝑦 (14)

Realizamos la sustitución 𝑢 = 𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦 , 𝑑𝑢∕𝑞𝐵0 = 𝑑𝑦, y llamar 𝐴0 =
√

( 𝛼1𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2

𝑡 − 𝛽1 = ±
𝛼1

𝑞𝐵0𝑐2 ∫
𝑑𝑢

√

𝐴2
0 − 𝑢2

= ±
𝛼1

𝑞𝐵0𝑐2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

(

𝑢
𝐴0

)

𝐴0
𝑞𝐵0

𝑠𝑖𝑛
(

±
𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
(𝑡 − 𝛽1)

)

−
𝛼2
𝑞𝐵0

= 𝑦(𝑡) (15)

Luego, para obtener 𝑥(𝑡) podemos usar la expresión 𝜕𝑆∕𝜕𝛼2 = −𝛽2.

𝜕𝑆
𝜕𝛼2

= −𝛽2 = 𝑥 ± 𝜕
𝜕𝛼2 ∫

√

(
𝛼1
𝑐
)2 − 𝑚2𝑐2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 𝑑𝑦

−𝛽2 = 𝑥 ± ∫
−(𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)𝑑𝑦

√

( 𝛼1𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2

= 𝑥 ± 1
𝑞𝐵0 ∫

𝑑𝑓
𝑑𝑦

𝑑𝑦

−𝛽2 = 𝑥 ± 1
𝑞𝐵0

√

(
𝛼1
𝑐
)2 − 𝑚2𝑐2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2
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𝑥 = −(𝛽2 ±
1

𝑞𝐵0

√

(
𝛼1
𝑐
)2 − 𝑚2𝑐2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0(

𝐴0
𝑞𝐵0

𝑠𝑖𝑛
(

±
𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
(𝑡 − 𝛽1)

)

−
𝛼2
𝑞𝐵0

))2)

𝑥 = −
⎛

⎜

⎜

⎝

𝛽2 ±
𝐴0
𝑞𝐵0

√

1 − 𝑠𝑖𝑛2(±
𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
(𝑡 − 𝛽1))

⎞

⎟

⎟

⎠

𝑥 = −
(

𝛽2 ±
𝐴0
𝑞𝐵0

𝑐𝑜𝑠
(

𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
(𝑡 − 𝛽1)

))

(16)

D) Otra forma de hacer esto es usando el método de Ángulo-Acción, en el cual se reemplazan las variables
(𝑥, 𝑦, 𝑝𝑥, 𝑝𝑦) por (𝜃1, 𝜃2, 𝐽1, 𝐽2), donde

𝐽1 =
1
2𝜋 ∮

2𝜋

0
𝑝𝑥𝑑𝑥

𝐽2 =
1
2𝜋 ∮

2𝜋

0
𝑝𝑦𝑑𝑦

Además, este método es de gran utilidad para las soluciones de tipos armónicas ya que se obtienen las
frecuencias facilmente como

𝜕𝐸
𝜕𝐽1

= 𝜔1 =
1
𝜕𝐸
𝜕𝐽1

𝜕𝐸
𝜕𝐽2

= 𝜔2 =
1
𝜕𝐸
𝜕𝐽2

Para usar este método recordamos que 2 de las constantes que usaremos son 𝑝𝑥 = 𝛼2 y ℎ = 𝛼1. De este
modo nos queda:

𝐽1 =
𝛼2
2𝜋 ∮

2𝜋

0
𝑑𝑥 = 𝛼2 (17)

𝐽2 =
1
2𝜋 ∮

2𝜋

0
𝑝𝑦𝑑𝑦 (18)

Ahora, para obtener 𝐽2 recordamos lo realizado en la ec.(11) en la que se demostró que 𝑝𝑦 e 𝑦 forman
una elipse de radios 𝐴0∕𝑞𝐵0 y 𝐴0. Por esto podemos facilmente reemplazar la expresión de la integral para
𝐽2 por el área de la elipse, cuya ecuación es conocida.

𝐽2 =
1
2𝜋

𝜋𝐴2
0

𝑞𝐵0
=

𝐴2
0

2𝑞𝐵0
=

( 𝛼1𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2

2𝑞𝐵0
(19)

Ya teniendo 𝐽1 y 𝐽2 podemos hallar las frecuencias, para lo cual podemos usar la ec.(19) para despejar
y obtener las derivadas de 𝛼1 respecto a 𝐽1 y 𝐽2 (o visceversa y tomar la inversa).

𝜕𝛼1
𝜕𝐽1

=
𝜕𝛼1(𝐽2)
𝜕𝐽1

= 𝜔1 = 0 (20)

𝜕𝐽2
𝜕𝛼1

=
2𝛼1
𝑐2

2𝑞𝐵0
⟶ 𝜔2 =

𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
(21)

Reescribimos 𝐻 reemplazando 𝑝𝑥 y 𝑝𝑦 por sus nuevos valores y tenemos una ecuacion para hallar 𝑊 .
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𝛼1 = 𝑐
√

(𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + (𝜕𝑊
𝜕𝑦

)2 + 𝑚2𝑐2 ⟶ 𝑊 = ±∫

√

(
𝛼1
𝑐
)2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 − 𝑚2𝑐2 𝑑𝑦 (22)

Volvemos a aprovechar las relaciones usadas en las ecuaciones anteriormente para esta nueva transfor-
mación. Primero recordamos que 𝜕𝑆∕𝜕𝛼1 = −𝛽1

𝜕𝑆
𝜕𝛼1

= −𝛽1 =
𝜕𝑊
𝜕𝛼1

− 𝑡 = −𝑡 +
𝛼1
𝑐2 ∫

±𝑑𝑦
√

( 𝛼1𝑐 )
2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 − 𝑚2𝑐2

(−𝛽1 + 𝑡)
±𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦
√

( 𝛼1𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

𝑦(𝑡) =

√

( 𝛼1𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2

𝑞𝐵0
𝑠𝑖𝑛

(

±𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
(−𝛽1 + 𝑡)

)

−
𝛼2
𝑞𝐵0

(23)

Por otro lado 𝜕𝑆∕𝜕𝛼2 = −𝛽2.

𝜕𝑆
𝜕𝛼2

= −𝛽2 =
𝜕𝑊
𝜕𝛼2

+ 𝑥 = 𝑥 ± ∫
−(𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)𝑑𝑦

√

( 𝛼1𝑐 )
2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 − 𝑚2𝑐2

= 𝑥 ± 1
𝑞𝐵0 ∫

𝑑𝑓
𝑑𝑦

𝑑𝑦

−𝛽2 = 𝑥 ± 1
𝑞𝐵0

√

(
𝛼1
𝑐
)2 − (𝛼2 + 𝑞𝐵0𝑦)2 − 𝑚2𝑐2

𝑥(𝑡) = −
(

𝛽2 ±
𝐴0
𝑞𝐵0

𝑐𝑜𝑠
(

𝑞𝐵0𝑐2

𝛼1
(𝑡 − 𝛽1)

))

(24)

E) De las trayectorias obtenidas en incisos previos, sabemos que el redio esta dado por:

𝑅 =

√

(ℎ𝑐 )
2 − 𝑚2𝑐2

𝑞𝐵0
= 1

𝑞𝐵0

√

(𝑃𝑥 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + 𝑃 2
𝑦

Por otra parte, dado que 𝐸 = 𝑚𝑐3
√

1− (�̇�2+�̇�2)
𝑐2

y tomando la ecuación (7), entonces tenemos:

ℎ = 𝑐
√

(𝑝𝑥 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + 𝑝2𝑦 + 𝑚2𝑐2 = 𝐸 = 𝑚𝑐2𝛾 𝑐𝑜𝑛 𝛾 = 𝑐
√

𝑐2 − (�̇�2 + �̇�2)

Tomando que 𝛽 = |𝑣|
𝑐 y usando el resultado de la ecuación (6) se tiene:

𝛽 =
𝑐
√

(𝑃𝑥 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + 𝑃 2
𝑦

𝐸
Por lo tanto podemos llegar a lo siguiente:

𝛽𝐸
𝑐𝑞𝐵0

=
𝑐𝐸

√

(𝑃𝑥 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + 𝑃 2
𝑦

𝑐𝑞𝐵0𝐸
=

√

(𝑃𝑥 + 𝑞𝐵0𝑦)2 + 𝑃 2
𝑦

𝑞𝐵0
= 𝑅
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