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Sea un Lagrangiano de la forma:
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Donde A = — B yx. Esto describe el comportamiento de una particula relativista en un campo uniforme
B = 302

Podemos pasar de la expresion Lagrangiana al Hamiltoniano si reemplazamos los valores de x e y por
los valores de p, y p,,.
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Usamos ambas expresiones para despejar los valores de x e .
BN (py — qA)*c*(me)? @
(m2c? + (p, — qA)*)((me) + p3) — p(px — qA)?
P = (m’c® + (b, — gA)P) = (p, — gA)’ )
Y\ (mc? + (py — qA)(mPc? + p3) — (px — 4A)*P}
De esta forma podemos sumar las expresiones (4) y (5) para obtener x> + j2
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Ahora, debemos expresar el Hamiltoniano y reemplazar alli el valor obtenido de x> + j°.
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Ahora, si reemplazamos la ec (6) en el Hamiltoniano de la ec (7) obtenemos H en funcién de las nuevas
coordenadas, x, y, p,., py-

me3 \/mzcz +(px —qA? + 2

H = —

VPP + (b = 42 + 7 = (b — 4P = 1))

— H= C\/mzcz + (P + qBoy)? + p2 = ¢\ (5 — g A)* + m2c? (8)
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Para realizar los diagramas de fase tendremos en cuenta:

0H .

E:O:px — px=cte (9)
Utilizamos la conservacién de A.

6(3_1;1=0=h — h=cte (10)

Usando ambas ecuaciones (9) y (10), podemos usar la propia ec. (8) para ver la relacion entre p,, e y.
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Aqui podemos ver que esta es la ecuacién de una elipse, centrada en y,= —;’Ti‘, pyo = 0, y con radios
0

mayor/menor segtn el valor de ¢ B,

Px

Figura 1: Diagramas de fases para (y, p)) a la izquierda y (x, p,) a la derecha, donde p, es el valor de la recta
roja, constante para todo x.
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Para el método de Hamilton-Jacobi debemos hallar una transformacién canénica en la cual el nuevo
hamiltoniano (H") valga = 0. La transformacion (.5) nos lleva de las coordenadas anteriores a unas nuevas,

B, a,, constantes, y cumple las siguientes relaciones.
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Para esto proponemos una transformacion del siguiente tipo:

S=WOW, a3, 0y, 1) + apx — a;t

Ahora, reemplazamos los valores de &, p, y p, en la ec.(8) obtenemos:

a1=c\/m2c2+<a2+qBoy>2+<‘)a—W>2 — w-s \/<ﬂ)2—mzc2—<a2+qBoy)2 dy
y c

Abhora, otra relacién que podemos aprovechar es 0.5 /0a; = —f,
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Realizamos la sustitucion u = a, + qByy , du/qBy = dy, y llamar A, = (%)2 — m2c?
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Luego, para obtener x(¢) podemos usar la expresiéon 0.5 /da, = —f,.
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D) Otra forma de hacer esto es usando el método de Angulo—Acci()n, en el cual se reemplazan las variables
(xa yapx7py) por (01 s 025 J17 J2)7 donde
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Ademas, este método es de gran utilidad para las soluciones de tipos arménicas ya que se obtienen las
frecuencias facilmente como
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Para usar este método recordamos que 2 de las constantes que usaremos son p, = a, y £ = ay. De este
modo nos queda:
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Ahora, para obtener J, recordamos lo realizado en la ec.(11) en la que se demostr6 que p, e y forman
una elipse de radios A,/gB, y Ag. Por esto podemos facilmente reemplazar la expresion de la integral para
J, por el area de la elipse, cuya ecuacidon es conocida.
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Ya teniendo J; y J, podemos hallar las frecuencias, para lo cual podemos usar la ec.(19) para despejar
y obtener las derivadas de @, respecto a J; y J, (o visceversa y tomar la inversa).
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Reescribimos H reemplazando p, y p, por sus nuevos valores y tenemos una ecuacion para hallar W'.
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Volvemos a aprovechar las relaciones usadas en las ecuaciones anteriormente para esta nueva transfor-
macién. Primero recordamos que 9.5 /da; = —f;
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Por otro lado 05 /da, = —p,.
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E) De las trayectorias obtenidas en incisos previos, sabemos que el redio esta dado por:
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Por otra parte, dado que E = mc2 =y tomando la ecuacién (7), entonces tenemos:
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h=c\/(px+qB0y)2+p§+m2c’2=E=mc2y con y=—u>
¢z = (X2 +5?)

Tomando que f = |cﬂ y usando el resultado de la ecuacién (6) se tiene:

c\/(PX +qByy)? + Py2

= E

Por lo tanto podemos llegar a lo siguiente:

SE cE\/(P +qBoy)? + P2 \/(P + qByy)? + P2
chO cqByE qB

=R




