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El hamiltoniano relativista que describe el movimiento bidimensional de una part́ıcula de masa

m y carga q sujeta a un campo magnético se escribe:

H = c

√
|p⃗− qA⃗|2 +m2c2

donde B⃗ = ∇⃗ × A⃗. Suponga un campo magnético constante B⃗ = B0ẑ descrito en uno de los

gauges de Landau A⃗ = −B0yx̂.

a. Demuestre que el hamiltoniano es el dado partiendo del siguiente lagrangiano:

L = −mc2

√
1− | ˙⃗r|2

c2
+ q ˙⃗r · A⃗

b. Dibuje los diagramas de fases.

c. Usando el método Hamiltom-Jacobi halle x(t) e y(t), y encuentre la ecuación de la trayec-

toria en el plano x−y. ¿A qué trayectoria corresponde? Obtenga el radio y la frecuencia de

la trayectoria en el ĺımite no-relativista: (p⃗−qA⃗) ≪ m2c2. ¿Recupera los valores esperados?

d. Usando el método de ángulo-acción, proponga una generatriz F2(q, J) y halle las ’frecuen-

cias’. Compárelas con lo obtenido en el inciso anterior.

e. Muestre que R = β(E)E/(qB0c) (ayuda: use que definiendo β = |v⃗|/c, E = mc2√
1−β2

, de

donde puede despejar β(E)). Calcule el valor del campo magnético necesario para mantener

rotando en el acelerador LHC protones con E = 7 TeV en un radio de 4,3 Km.
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Solución

1. a) Demostrar que el hamiltoniano es el dado con el siguiente lagrangiano:

L = −mc2

√
1− | ˙⃗r|2

c2
+ q ˙⃗r · A⃗

En primer lugar, sabemos que el movimiento es bidimensional, con lo cual tomamos

r⃗ = xx̂+yŷ como coordenadas generalizadas. Luego, el potencial vector es A⃗ = −B0yx̂

y reemplazamos en la expresión del lagrangiano que nos brindan:

L = −mc2
√
1− ẋ2

c2
− ẏ2

c2
− ẋB0qy

Ahora, el hamiltoniano está dado por la siguiente expresión:

H(qi, pi, t) =
∑
i

piq̇i(qi, pi, t)− L(qi, q̇i(qi, pi, t), t) , donde pi =
∂L
∂q̇i

Calculamos los momentos pi asociados a las coordenadas {x, y} para aśı despejar

{ẋ, ẏ}:

py =
∂L
∂ẏ

⇒ py =
mẏ√

1− ẋ2/c2 − ẏ2/c2
⇒ m2ẏ2 = p2y(1− ẋ2/c2 − ẏ2/c2)

⇒ ẋ2
p2y
c2

= p2y − ẏ2

(
p2y
c2

+m2

)
⇒ ẋ2 = c2 − ẏ2

(
1 +

m2c2

p2y

)
(1)

px =
∂L
∂ẋ

⇒ px =
mẋ√

1− ẋ2/c2 − ẏ2/c2︸ ︷︷ ︸
=ẋpy/ẏ

−B0qy ⇒ ẋ =
ẏ

py
(px +B0qy) (2)

Si tomamos el cuadrado de (2) y lo igualamos a (1):

c2 − ẏ2
(
1 +

m2c2

p2y

)
=

ẏ2

p2y
(px +B0qy)

2 ⇒ ẏ2 =
p2
yc

2

(px+qB0y)2+p2
y+m2c2

⇒ Reemplazando en (1) ⇒ ẋ2 = c2(px+qB0y)
2

(px+qB0y)2+p2
y+m2c2

Una vez tenemos las velocidades en función de las coordenadas generalizadas y sus

momentos asociados, podemos escribir el hamiltoniano:∑
i

piq̇i(qi, pi, t) = ẋpx+ẏpy =
c(px + qB0y)px√

(px + qB0y)2 + p2y +m2c2
+

cp2y√
(px + qB0y)2 + p2y +m2c2

L(qi, q̇i(qi, pi, t), t) = −mc2
√

1− ẋ2(qi, pi, t)

c2
− ẏ2(qi, pi, t)

c2
− ẋ(qi, pi, t)B0qy =
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= − m2c3 + qB0yc(px +B0y)√
(px + qB0y)2 + p2y +m2c2

⇒ H =
∑
i

piq̇i(qi, pi, t)− L(qi, q̇i(qi, pi, t), t) =

=
c(px + qB0y)px + cp2y +m2c3 + qB0yc(px +B0y)√

(px + qB0y)2 + p2y +m2c2
=

= c

 (px + qB0y)
2 + p2y +m2c2√

(px + qB0y)2 + p2y +m2c2

 = c
√
(px + qB0y)2 + p2y +m2c2

⇒ H = c

√
|p⃗− qA⃗|2 +m2c2 , donde p⃗ = pxx̂+ py ŷ y A⃗ = −B0yx̂

Y mostramos que con el lagrangiano dado, llegamos al hamiltoniano original.

b) Diagramas de fases.

Para los diagramas de fases, tenemos que el hamiltoniano no depende expĺıcitamente

del tiempo, con lo cual ∂H
∂t = dH

dt = 0 ⇒ H = h = cte; además, x es ćıclica (el

hamiltoniano no depende de x) y entonces ṗx = −∂H
∂x = 0 ⇒ px = cte :

h = c
√

(px + qB0y)2 + p2y +m2c2 ⇒ (px + qB0y)
2 + p2y = h2

c2 −m2c2 (3)

A partir de la expresión (3) podemos graficar el diagrama de fase para {y, py} como

se muestra en la Figura 1.

Figura 1: Diagrama de fase para y vs py.

Del gráfico del diagrama de fases vemos que se corresponde con elipses, lo que nos

anticipa que tendremos un movimiento periódico. Estas elipses van a estar corridas en

el eje ŷ según el valor de − px

qB0
y tendrán como semieje mayor ( el paralelo a p̂y) a =√

h2/c2 −m2c2, y semieje menor (paralelo a ŷ) b = a
|qB0| ; de esto podemos observar
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que las elipses serán menos excéntricas (mas redondeadas) cuanto más cercano a uno

sea |qB0|.

c) Hallar x(t) e y(y) con el método de Hamilton-Jacobi.

En primer lugar, tenemos un sistema conservativo, con lo cual podemos separar la

función generatriz S(q, α, t) en la variable t y entonces S(q, α, t) = W (q, α) + f(t).

Usando esto en la ecuación de Hamilton-Jacobi:

H(q,
∂S

∂q
(q, α, t), t)+

∂S

∂t
(q, α, t) = 0 ⇒ h+f ′(t) = 0 ⇒ f(t) = −α1t , donde tomamos α1 = h

⇒ H(q,
∂W

∂q
(q, α), t) = −∂S

∂t
(q, α, t) = α1

Además tenemos a {x} como coordenada ćıclica, por lo cual podemos separar la

función principal de Hamilton W (q, α) también en esa variable como W (q, α) =

W1(q1, α) +W2(q2, α):

S(x, y, α1, α2, t) = W1(x, α1, α2)+W2(y, α1, α2)−α1t , y como
∂S

∂x
=

∂W1

∂x
= px = cte = α2

⇒ W1(x, α1, α2) = α2x ⇒ S(x, y, α1, α2, t) = α2x+W2(y, α1, α2)− α1t

Y a partir de esto volvemos a la ecuación de H-J:

H(x, y, α2,
∂W2

∂y
, t) = α1 ⇒ c

√
(α2 + qB0y)2 +

(
∂W2

∂y

)2

+m2c2 = α1

⇒ W2(y, α1, α2) = ±
∫ √

α2
1

c2
−m2c2 − (α2 + qB0y)2dy

⇒ S(x, y, α1, α2, t) = α2x− α1t±
∫ √

α2
1

c2
−m2c2 − (α2 + qB0y)2dy

Como S es una función generatriz de tipo 2, cumple que ∂S
∂αi

= βi, con βi = cte:

∂S

∂α1
= β1 ⇒ − t± ∂

∂α1

(∫ √
α2
1

c2
−m2c2 − (α2 + qB0y)2dy

)
= β1

No estamos integrando en la variable α1, y entonces podemos derivar dentro de la

integral:∫
∂

∂α1

(√
α2
1

c2
−m2c2 − (α2 + qB0y)2

)
dy =

∫
α1dy/c

2√
α2

1

c2 −m2c2 − (α2 + qB0y)2
= ±(t+β1)

De tabla:

∫
α1dy/c

2√
α2

1

c2 −m2c2 − (α2 + qB0y)2
= − α1

qB0c2
arc cos

(
α2 + qB0y√
α1/c2 −m2c2

)
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⇒ arc cos

(
α2 + qB0y√
α1/c2 −m2c2

)
= ∓qB0c

2

α1
(t+ β1)

⇒ y(t) =

√
α2
1/c

2 −m2c2

qB0
cos

[
qB0c

2

α1
(t+ β1)

]
− α2

qB0

Donde consideramos que cos (∓x) = cosx.

Por otro lado, para la otra coordenada tenemos:

∂S

∂α2
= β2 ⇒ x± ∂

∂α2

(∫ √
α2
1

c2
−m2c2 − (α2 + qB0y)2dy

)
= β2

Notar que si hacemos el cambio de variable u = α2 + qB0y ⇒ du = qB0dy; además,

derivar respecto de u es lo mismo que hacerlo respecto de α2 ⇒ ∂/∂α2 = ∂/∂u :

∂

∂α2

(∫ √
α2
1

c2
−m2c2 − (α2 + qB0y)2dy

)
=

1

qB0

∫
∂

∂u

(√
α2
1

c2
−m2c2 − u2

)
du

⇒ 1

qB0

√
α2
1

c2
−m2c2 − (α2 + qB0y)2 = ±(β2 − x) = ∓(x− β2)

⇒ (x− β2)
2
+

(
y +

α2

qB0

)2

=

(
α2
1

c2
−m2c2

)
1

q2B2
0

⇒ (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2

Y obtenemos la ecuación de una trayectoria circular, con centro en (x0, y0) y radio

R =

√
α2

1/c
2−m2c2

|qB0| . De aqúı despejamos x:

x(t) = ±
√
α2
1/c

2 −m2c2

qB0

∣∣∣∣sen [B0qc
2

α1
(t+ β1)

]∣∣∣∣+ β2

Podemos deshacernos del ± si usamos que py = ∂W2

∂y :

py = ±
√

α2
1/c

2 −m2c2
∣∣∣∣sen [B0qc

2

α1
(t+ β1)

]∣∣∣∣⇒ x(t) = β2 ±
1

qB0
|py|

Tomamos ’+’ cuando py > 0 ∧ senx > 0 y ’−’ con py < 0 ∧ senx < 0; de esta forma

±|py| = py y podemos dejar el coseno sin el módulo. Finalmente, llegamos a:

x(t) = R sen [ω(t+ t0)] + x0

y(t) = R cos [ω(t+ t0)] + y0

Donde x0 = β2, y0 = −α2

qB0
, t0 = β1 y ω = qB0c

2

α1
. Al radio lo podemos reescribir

recordando que α1 = h = c

√
|p⃗− qA⃗|2 +m2c2 ⇒ R = |p⃗−qA⃗|

|qB0| .
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Si vemos como es la solución en el limite clásico, es decir |p⃗ − qA⃗|2 ≪ m2c2 ⇒ α1 =

h ≈ mc2 ⇒ ω ≈ qB0

m . De esta forma, recuperamos los valores esperados del cálculo sin

tener en cuenta los efectos relativistas (como hab́ıamos obtenido en el ejercicio 19 de

la gúıa 1).

d) Resolver utilizando el método de ángulo-acción.

Como este es un problema conservativo, entonces h = cte y proponemos como función

generatriz F2(q, J) a la función principal de Hamilton W (x, y, α1, α2) que hallamos

en el ı́tem anterior, pero cambiando de las variables {αi} a las {Ji}. Aśı, obtenemos

un nuevo hamiltoniano K(Jx, Jy) = E = cte = h, donde los Ji son las variables de

acción y los θi las variables de ángulo (notar que K no depende de θi, lo que implica

Ji = cte). Podemos hallar estas nuevas coordenadas de la siguiente manera:

Ji =
1

2π

∮
pidqi ∧ θi =

ωi︷︸︸︷
∂E

∂Ji
t+ θi0

La variable de acción se corresponde con el área bajo la curva en el gráfico del diagrama

de fase. Por lo tanto, para Jx como px es constante (seŕıa una linea constante en el

diagrama de fases px vs x) integramos en un peŕıodo hasta 2π (es arbitrario, y lo

elegimos aśı para que se simplifique) y entonces Jx = px. Para Jy en el diagrama de

fases teńıamos elipses, con lo cual su área es πab ⇒ Jy = E2/c2−m2c2

2|qB0| .

Ahora necesitamos E en función de las variables de acción; como Jx no depende de

E, entonces este tampoco depende de esa variable ⇒ E(Jx, Jy) = E(Jy):

ωx =
∂E

∂Jx
= 0 ⇒ θx = θx0 = cte

Para la otra variable de ángulo necesitamos despejar E de la expresión de Jy:

Jy =
E2/c2 −m2c2

2|qB0|
⇒ E = c

√
2Jy|qB0|+m2c2 ⇒ ∂E

∂Jy
= ωy =

c|qB0|√
2Jy|qB0|+m2c2

⇒ θy =
c|qB0|t√

2Jy|qB0|+m2c2
+ θy0

Podemos reescribir está frecuencia si reemplazamos Jy por su valor en función de E

y obtenemos ωy = |qB0|c2
E . Como E = h = cte, la frecuencia que obtenemos con este

método es la misma que la obtenida en el ı́tem anterior (a menos del módulo en qB0),

lo cual era algo esperable, pues estamos resolviendo un mismo problema de diferentes

formas.

e) Mostrar que R = β(E)E
qB0c

.
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Para demostrar esto, usamos la ayuda que nos dan para despejar β en función de la

E:

E =
mc2√
1− β2

⇔
√
1− β2 =

mc2

E
⇔ 1− β2 =

m2c4

E2
⇔ β2 =

c2(E2/c2 −m2c2)

E2

⇔ |β| = c

√
E2/c2 −m2c2

|E|

Como β = |v⃗|/c ≥ 0 ⇒ |β| = β, y si tomamos E = h ≥ 0 ⇒ |E| = E y además√
E2/c2 −m2c2 = R|qB0|:

β(E) =
cR|qB0|

E
⇔ R = β(E)E

|qB0|c

Necesitamos calcular el campo magnético necesario para mantener rotando en el ace-

lerador LHC protones con E = 7TeV en un radio de 4,3Km; con ello en mente

despejamos |B0| de la expresión anterior ⇒ |B0| = β(E)E
|q|cR . Usamos como datos la car-

ga de un protón q = 1,602 · 10−19C, su masa mp = 9,383 · 102MeV/c2 y la velocidad

de la luz en el vaćıo c = 2,998 ·108m/s. En primer lugar, reescribimos β de la siguiente

forma:

β2 =
c2(E2/c2 −m2c2)

E2
= 1− (mc2)2

E2
⇒ β(E) =

√
1− (mc2)2

E2

⇒ β =

√√√√√√1−
(9,383 · 102MeV

�c2 ��c2 )2

( 7,000TeV︸ ︷︷ ︸
7,000·106MeV

)2
=

√
1− 8,804 ·��105���

MeV 2

4,900 · 10�138���
MeV 2

=
√
1− 1,797 · 10−8

⇒ β ≈ 1 ⇒ |B0| ≈
E

|q|cR
=

cE/c2

|q|R
=

(2,998 · 108��m/s)(7,000 · 106
=1,783·10−30kg︷ ︸︸ ︷
MeV/c2 )

(1,602 · 10−19C)(4,300 · 103��m)
=

=
3,742 · 10−15

6,889 · 10−16

kg

sC
⇒ |B0| ≈ 5,432 T
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