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El hamiltoniano relativista que describe el movimiento bidimensional de una particula de masa

m y carga ¢ sujeta a un campo magnético se escribe:

H = eyf|5— A2 + m2c?

donde B = V x A. Suponga un campo magnético constante B = B2 descrito en uno de los

gauges de Landau A= —Byyz.

a. Demuestre que el hamiltoniano es el dado partiendo del siguiente lagrangiano:

b. Dibuje los diagramas de fases.

c. Usando el método Hamiltom-Jacobi halle 2(t) e y(t), y encuentre la ecuacién de la trayec-
toria en el plano = —y. /A qué trayectoria corresponde? Obtenga el radio y la frecuencia de

la trayectoria en el limite no-relativista: (p'— q/f) < m?2c?. jRecupera los valores esperados?

d. Usando el método de dngulo-accién, proponga una generatriz Fy(q, J) y halle las ’frecuen-

cias’. Comparelas con lo obtenido en el inciso anterior.

. hrd mC2
e. Muestre que R = B(E)E/(¢Boc) (ayuda: use que definiendo 8 = |¥|/¢c, E = A de

donde puede despejar B(E)). Calcule el valor del campo magnético necesario para mantener

rotando en el acelerador LHC protones con E =7 TeV en un radio de 4,3 Km.
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Solucién

1. a) Demostrar que el hamiltoniano es el dado con el siguiente lagrangiano:

.2 o
Ez—mc%/l—%—l—qf’-A

En primer lugar, sabemos que el movimiento es bidimensional, con lo cual tomamos
R
7 = xZ+yy como coordenadas generalizadas. Luego, el potencial vector es A = —ByyZ

y reemplazamos en la expresién del lagrangiano que nos brindan:

Ahora, el hamiltoniano estd dado por la siguiente expresion:

oL

H(QHP’Ht) = Zplql(Qﬂplat) - E(Qm@i(%‘api’t%t) ) donde Di = %

Calculamos los momentos p; asociados a las coordenadas {x,y} para asi despejar

{#,9}:

oL my 2.9 2 2,92 .99
py—afy:‘py—\/1_562/62_2)2/62:‘771@/ =p,(1—@"/c” =y /)
2 2 2 2
=>9'62p—g:p3—y2 p—g—l—mQ = i? =2 — P 1—|—m2c (1)
c c P2
oL m . Y
Pe= 57 = Px= , - —Boqy = & = —(p= + Boqy 2
9% ‘ \/1—x2/02—y2/02 Py( ! ) @
:ipy/y
Si tomamos el cuadrado de (2) y lo igualamos a (1):
2.2 2 2 .2
2 .92 m-c Yy 2 2o P,C
c =Yy (1 + p‘% ) = E(pm + Boqy)® = |9° = (pw+q30y)y2+p§+mzcz
. 2 " Bou)2
= Reemplazando en (1) =|i? = o fq g; y;qu;gylm?c?

Una vez tenemos las velocidades en funcién de las coordenadas generalizadas y sus

momentos asociados, podemos escribir el hamiltoniano:

. . c(pz + qBoy)ps cp}
> pidi(ai pist) = dpatipy = +
; \/(pw +¢Boy)? + py + m?c? \/(px +¢Boy)? + p; + m?c?
. 1-2 qi;p’ivt y2 Qi7pi7t .
L(qi,4i(qi, pi 1), 1) = _mc2\/1 Bl 2 ) 2 ) (i, pi, t) Boqy =
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m?c + qBoyc(ps + Boy)
\/(pm +qBoy)? + p3 + m?c?

=H= Zpidi(Qi,Pi,t) — £(4i, Gi(qi, pis 1), t) =

_ c(ps + qBoy)ps + cpy +m>c® + qBoyc(ps + Boy)
\/(px +qBoy)? + pj +m?c?

P2 + qBoy)® + pj + m*c?
=c ( 0 ) Y = C\/(Pm + (]Boy)2 + p% + m?2¢?
\/(p +qBoy)? + pj +m?c?
x )

=|H= C\/|ﬁ— qff|2 +m2c? , donde = py& +pyy y A= —Byyi

Y mostramos que con el lagrangiano dado, llegamos al hamiltoniano original.

b) Diagramas de fases.

Para los diagramas de fases, tenemos que el hamiltoniano no depende explicitamente

del tiempo, con lo cual %—t‘ = ‘% =0 = H = h = cte; ademds, = es ciclica (el
hamiltoniano no depende de z) y entonces p, = —% =0=p, =cte:

2
h= C\/(px + qBoy)? + p2 + m2® = | (pr + qBoy)? + p = b — m?c? (3)

A partir de la expresién (3) podemos graficar el diagrama de fase para {y,p,} como

se muestra en la Figura 1.

p!/(U) ,"-~~\ Py
U

~
-~ -
i e

Figura 1: Diagrama de fase para y vs p,.

Del gréfico del diagrama de fases vemos que se corresponde con elipses, lo que nos

anticipa que tendremos un movimiento periédico. Estas elipses van a estar corridas en

el eje ¢ segtin el valor de fngo y tendrén como semieje mayor ( el paralelo a p,) a =

h2/c? — m?c?, y semieje menor (paralelo a §) b = 1g5,7; de esto podemos observar
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que las elipses serdn menos excéntricas (mas redondeadas) cuanto mas cercano a uno

sea |¢Bo].
c¢) Hallar z(t) e y(y) con el método de Hamilton-Jacobi.

En primer lugar, tenemos un sistema conservativo, con lo cual podemos separar la
funcién generatriz S(q, o, t) en la variable ¢ y entonces S(q,a,t) = W(q, ) + f(¥).

Usando esto en la ecuacion de Hamilton-Jacobi:
oS oS ,
H(q, a—(q,a,t),t)—i—a(q,a,t) =0= h+f(t) =0= f(t) = —ait , donde tomamos o; = h
q

ow

oS
= H(Q7 aiq(qaa)vt) = _67

77t:
t(qa ) Q

Ademads tenemos a {x} como coordenada ciclica, por lo cual podemos separar la
funcién principal de Hamilton W (g, a) también en esa variable como W(q,a) =
Wi(qr, @) + Wa(ge, a):

os oW,
S(x,y,a1,a2,t) = Wi(x, 01, a2)+Wa(y, a1, az)—ait , y como e 8;

= Wiz, a1, a0) = asz = S(z,y, 00, 00,t) = avx + Waly, a1, a2) — aat

=p, = cte = Qg

Y a partir de esto volvemos a la ecuacién de H-J:

10)i% AW\ 2
H(.’E, Y, 2, ijt) =m = C\/(a2 + qBoy)2 + (a;) +m2c2 = aq

= Wa(y, a1, az) / \/ —m?2c? — (g + qBoy)%dy

2
o
= S(x,y, 1,0, t) = agx — oyt £ / \/021 —m2c? — (ag + qBoy)3dy

Como S es una funcién generatriz de tipo 2, cumple que 52~ = 3;, con j3; = cte:
95 2.2 2
Do *51:>*ti —m?2c? — (a2 + qBoy)?dy | = B
1

No estamos integrando en la variable a;, y entonces podemos derivar dentro de la

integral:

2 2
/% <\/(z21 m?2c? — (ag + qBoy)? )dy = / \/a ardy/c = +(t+051)

— m2e — (ay + qBoy)?

dy/c? B
De tabla: / — ondy/e = — gl 5 Arc cos <a2—&—2qoy22>
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B Byc?
Qg + qBoYy )ZZanOlc (t+ B1)

= arccos | ———
<\/a1/02 —m?2c?
272 2.2 2
Vvai/cd —m2e qByc }
cos t+p1)| — —
[ ai ( 1) qBo

= y(t) = 5o

Donde consideramos que cos (Fz) = cos x.

Por otro lado, para la otra coordenada tenemos:

0[2
</ \/1 —m?c? — (ag + qBoy)Qdy> =P

Notar que si hacemos el cambio de variable u = as + gBoy = du = qBydy; ademas,

derivar respecto de u es lo mismo que hacerlo respecto de ag = 9/0as = 9/0u :

0 2 1 5 5
@ (/ \/062 —m2c —(az + qBOy)Qdy> = q?() / 9 ( % —m2c2 — u2> du

2
—m?2c? — (az + qBoy)? = (B2 — x) = F(z — B2)

N 1 of
qBo V c?

2
_ af 2,2 1 = (z — 20)2 + (y — y0)? = R
c? ¢*B2

2 Q2
= (x—f2)" + (y—!—qBO

Y obtenemos la ecuacién de una trayectoria circular, con centro en (xg,yo) y radio

\/m , .
R = L‘mc De aqui despejamos x:

laBo

2 2 2.2 B 2
Lvai/e —m2c? Sen{ ch <t+,81>H+62
1

2lt) = qBo

—_ oW,
= o

Podemos deshacernos del & si usamos que p,

Boqgc? 1
py — et — it sen [ 208 (t+51)”él’(t)52iqBo|Py|

ay
Tomamos '+’ cuando p, > 0 Asenxz > 0y =’ con p, < 0 Asenz < 0; de esta forma

+|py| = py y podemos dejar el coseno sin el médulo. Finalmente, llegamos a:

sen |:

x(t) = Rsen [w(t + to)] + xo
y(t) = Rcos [w(t +to)] + yo

Donde zg = (2, yo = ;§§7 to =P yw= . Al radio lo podemos reescribir
lp—qA|

recordando que ay = h = C\/|]7_ q/ﬂQ +m?c? = R = [¢Bo]

qBoc®
ay
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e)

Si vemos como es la solucién en el limite cldsico, es decir [ — ¢A|*> < m?c? = a1 =
B . .

hame =>w 420 De esta forma, recuperamos los valores esperados del célculo sin

tener en cuenta los efectos relativistas (como habiamos obtenido en el ejercicio 19 de

la guia 1).
Resolver utilizando el método de dangulo-accion.

Como este es un problema conservativo, entonces h = cte y proponemos como funcién
generatriz Fy(q,J) a la funcién principal de Hamilton Wz, y, a1, as) que hallamos
en el item anterior, pero cambiando de las variables {«;} a las {J;}. Asi, obtenemos
un nuevo hamiltoniano K(J,,Jy) = E = cte = h, donde los J; son las variables de
accién y los 6; las variables de dngulo (notar que K no depende de 6;, lo que implica

J; = cte). Podemos hallar estas nuevas coordenadas de la siguiente manera:

Wi

1 OF
Ji:%%pidqi N 0= 8Jit+9i0
La variable de accién se corresponde con el area bajo la curva en el grafico del diagrama
de fase. Por lo tanto, para J, como p, es constante (serfa una linea constante en el
diagrama de fases p, vs z) integramos en un periodo hasta 27 (es arbitrario, y lo
elegimos asi para que se simplifique) y entonces J, = p,. Para J, en el diagrama de

E?/c?—m?2c?

fases teniamos elipses, con lo cual su area es mab = J, =
’ v 2[gBo|

Ahora necesitamos F en funcién de las variables de accién; como J, no depende de

E, entonces este tampoco depende de esa variable = E(J,, J,) = E(Jy):

wxza—Jw:Oéﬂzzng:Cte

Para la otra variable de 4ngulo necesitamos despejar F de la expresién de Jy:

L B2/ — m2c
v 2|qBo|

oFE clqgBol
:>E:c\/2J Byl + m2c2 = — =w, =
laBol aJy Y \/20,]qBo] + m2c2

_ clgBolt
V2JylqBo| + m2c?

Y y0

Podemos reescribir estd frecuencia si reemplazamos J, por su valor en funcién de

By|c? .
%. Como E = h = cte, la frecuencia que obtenemos con este

y obtenemos w, =
método es la misma que la obtenida en el item anterior (a menos del médulo en ¢By),
lo cual era algo esperable, pues estamos resolviendo un mismo problema de diferentes
formas.

B(E)E
gBpc *

Mostrar que R =
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Para demostrar esto, usamos la ayuda que nos dan para despejar 8 en funcién de la
E:
2 2 2.4 2012 /2 2.2
me me m<c c*(E?* /¢ — m*c?)
F=—< 1-2=—&1- 227@ 2=
g E p E? g E?

JI-7

/E2/02 — m2c2

& |Bl=c
|E|

Como f = |U|/c > 0 = |5| = B, y si tomamos E = h > 0 = |E| = E y ademds
E?/c? — m2c? = R|qBy):

cR|qBy| B(E)E
BE) = . = Iq(Bg\c

Necesitamos calcular el campo magnético necesario para mantener rotando en el ace-

lerador LHC protones con E = 7TeV en un radio de 4,3Km; con ello en mente

BE)E
lglcR

ga de un protén ¢ = 1,602 - 10719C, su masa m, = 9,383 - 102MeV/c? y la velocidad

de la luz en el vacio ¢ = 2,998-10%m/s. En primer lugar, reescribimos 3 de la siguiente

despejamos |By| de la expresién anterior = |By| = . Usamos como datos la car-

forma:
) 9 9 9 9 212 22
s CEC—w?) | (mc) (me)
6 — E2 =1- E2 :B(E): 1- E2
L, (9,383 - 10208L %)2 | B804 T MV e
- (7.0000eV )2 4,900 - 104° MevZ ’

7,000-106 M eV

=1,783-10"3Ckg

——
E cE/c? (2,998 - 1087 /5)(7,000- 106  MeV/c? )
> [8~1]= |5l R~ [aR (1,602 - 10-19C) (4,300 - 103 7)

3742107 kg
6,889 -10-16 sC

=[|By| ~ 5432 T



